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1. Einleitung 

Die konforme Abbildung hat sich in der Landesvermessung als Mittel 
zur Berechnung rechtwinklig-ebener Koordinaten durchgesetzt. Die besondere 
Art der jeweils verwendeten Abbildung hängt meistens von der Form der 
Grenzen des Landes ab, welches abgebildet werden soll; denn die Abbildung 
ist im allgemeinen derart zu wählen, daß die durch sie bedingten unvermeid
lichen Verzerrungen möglichst gering bleiben. Die Abbildungsart ist also nach 
geometrischen Gesichtspunkten auszuwählen; z.B. längentreue Abbildung 
eines Meridians (Gauß-Krüger-Abbildung) für Länder von nordsüdlicher, 
längentreue Abbildung eines Breitenkreises (konforme Lambertabbildung 
- Kegelprojektion-) für Länder ostwestlicher Erstreckung und kreisförmige 
Linien konstanten Vergrößerungsverhältnisses ( stereographische Abbildung) 
für Gebiete mit kreisförmiger Begrenzung. 

Die Gebrauchsformeln zur Berechnung der rechtwinklig-ebenen Koordi
naten aus den geographischen Koordinaten (und umgekehrt) und zur Berech
nung des Vergrößerungsverhältnisses bei der gewählten Abbildung sind bisher 
wohl stets aus differentiellen Beziehungen, die für die einzelne Abbildung 
gelten, von Grund auf hergeleitet worden, ohne daß man die Verwandtschaft 
aller konformen Abbildungen dazu ausgenutzt hätte, nach einem einheitlichen 
V erfahren vorzugehen und damit schneller zum Ziel zu kommen. ,, 

Im ersten Teil dieser Arbeit sollen daher Grundformeln aufgestellt / 
werden, mit Hilfe deren man auf einheitliche Weise die Abbildungsgleichungen 
und die Formeln für das Vergrößerungsverhältnis finden kann. 

Von den konformen Abbildungen der Erdoberfläche in die Ebene gilt 
die stereographische Projektion der Kugel (s. Wagner-Meinardus [21] S. 312) 
als die erste, die bekanntgeworden ist. Hipparch soll sie bereits vor mehr 
als 2000 Jahren angewandt haben. Außer der Winkeltreue weist sie mehrere 
Eigenschaften auf, die andere konforme Abbildungen nicht besitzen : Man 
kann die Abbildung durch perspektive Projektion herstellen; sämtliche Kreise 
auf der Kugel werden in der Ebene wieder als Kreise abgebildet, und die 
durch den Normalpunkt der Abbildung auf der Kugel gehenden Größtkreise 
werden zu Geraden. Die Größtkreise durch den Normalpunkt bilden ein 
Büschel geodätischer Linien (,,geodätisches Strahlenbüschel") mit dem 
Normalpunkt als Scheitel. Weil dieses geodätische Strahlenbüschel in der 
Ebene als ein Büschel von Geraden abgebildet wird, wollen wir die Abbildung 
in Anlehnung an den von Laborde ([14] S. 38) geprägten Ausdruck „iso
morphe" als „formtreue Abbildung eines geodätischen Strahlenbüschels" be
zeichnen. Die Strahlen seines Abbildes schneiden sich unter den gleichen 
Winkeln wie die Strahlen des Urbildes (azimutale Projektion). 

Ein zweites Beispiel für die konforme und zugleich formtreue Abbildung 
eines geodätischen Strahlenbüschels bietet die altbekannte Mercatorabbildu:rig 
der Kugel, die wahrscheinlich schon vor Mercator (Veröffentlichung 1569) 
von dem Nürnberger Kartographen Etzlaub (um 1510), vielleicht sogar noch 
eher, durchgeführt worden ist (s. Wagner-Meinardus [21] S. 291). Bei ihr wird 
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ein Größtkreis längentreu und geradlinig abgebildet. Die Abbilder der zu 
diesem Größtkreis senkrechten Größtkreise, die hier das geodätische Strahlen
büschel bilden, sind wieder gerade Linien. Im Gegensatz zur stereographischen 
Projektion schneiden sich aber die Strahlen des Abbildes nicht unter dem 
gleichen Winkel wie die Größtkreise des Urbildes, sondern unter einem 
Winkel von 0°: die Strahlen sind einander parallel. Der Scheitel des geodä
tischen Strahlenhüschels ist für die konforme Abbildung ein singulärer Punkt. 

Von diesen gegensätzlichen Eigenschaften der stereographischen Projek
tion und der Mercatorahhildung ging Lamhert aus und stellte sich die Auf
gabe, eine konforme Abbildung zu finden, bei der die Schnittwinkel der 
Strahlen des ebenen Abbildes des Büschels in einem beliebigen, aber kon
stanten Verhältnis zu den Schnittwinkeln der geodätischen Strahlen auf der 
Kugel stehen (Lamhert [l] S. 134 § 47:ff.). Er betrachtete dabei als geodä
tisches Strahlenbüschel auf der Kugel die Gesamtheit der Meridiane. Als 
Ergebnis fand er eine Abbildung, die wir konforme Lamhertahhildung nennen 
wollen und die oft als konforme „Kegelprojektion" bezeichnet wird. Sie ist 
das dritte Beispiel für die formtreue Abbildung eines geodätischen Strahlen
hüschels. Auch bei ihr ist der Scheitel des geodätischen Strahlenhüschels für 
die konforme Abbildung ein singulärer Punkt. Die Bezeichnung „Kegel
projektion" ist mißverständlich und sachlich kaum begründet. Sie stammt 
weder von Lamhert, noch hat sie C. F. Gauß angewendet. 

Bezeichnet man das Verhältnis der Schnittwinkel der Strahlen des 
ebenen Abbildes zu den Schnittwinkeln der geodätischen Strahlen des be
trachteten Büschels auf der Kugel mit n, so ist bei der konformen Lamhert
ahhildung O < n < 1. Für n = 0 und n = 1 ergehen sich als Grenzfälle die 
Mercatorahhildung und die stereographische Projektion. Gemeinsam ist allen 
drei Abbildungen die formtreue Abbildung eines geodätischen Strahlen
hüschels. 

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden Formeln für eine konforme Abbil
dung des Erdellipsoids entwickelt, die soweit als möglich denen der konformen 
Lamhertahhildung der Kugel entsprechen sollen. Die Abbildung soll als 
„verallgemeinerte konforme Lamhertahhildung des Erdellipsoids" bezeichnet 
werden. Auch bei ihr wird es Grenzfälle gehen, die der Mercatorahhildung 
und der stereographischen Projektion der Kugel entsprechen. 

Nach der Entwicklung der Formeln für die erwähnten Abhjldungsarten 
soll erörtert werden, in welcher Weise sie sich praktisch anwenden lassen. 
Diese Betrachtung soll an dem Beispiel Großdeutschlands und des Erd
ellipsoids zeigen, welche Möglichkeiten für die rationelle Abbildung von 
Großräumen in der Geodäsie bestehen. Dabei ist vorweg auf die Frage ein
zugehen, oh die unmittelbare Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene oder 
die Doppelabbildung auf dem Wege über eine Kugel vorzuziehen ist. 

Die Anregung zu dieser Arbeit danke ich Herrn Professor Dr. Dr.-lng. h. c. 
Eggert, der in seiner Arbeit „Die stereographische Abbildung des Erdellip
soids" ([18] S. 153) als erster eine geometrische Eigenschaft der stereo
graphischen Projektion der Kugel, nämlich die Azimutalität, dem Ansatz 
für die Entwicklung von Formeln zu einer analogen stereographischen Ab
bildung des Erdellipsoids zugrunde legte. Herrn Professor Dr. Brennecke, der 
insbesondere die Untersuchung über die Möglichkeiten für die Abbildung 
von Großräumen anregte, danke ich ebenfalls für seine die Arbeit fördernden 
Hinweise. 
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II. Reihenentwicklungen 
Zur Erleichterung der Übersicht sollen zunächst. die wichtigsten Reihen 

zusammengestellt werden, die später zu benutzen smd. 

Bezeichnungen 

<p = geographische Breite, 

q = isometrische Breite, 

l = geographische Länge, 

a = Azimut, 

x und y = rechtwinklig-ebene Koordinaten, 

M = Meridiankrümmungshalhmesser, 

N = Querkrümmungshalhmesser, 

N f'M = v2 = 1 + e '2 cos2 <p = 1 + r;2; t = tg <p, 

m = dS/ds = Vergrößerungsverhältnis bei der konformen Abbildung, 

m = reduzierte Länge der geodätischen Linie, 

g = geodätische Krümmung, 

(! = 1/g = geodätischer Krümmungshalhmesser, 

K = l /MN = Krümmungsmaß der Fläche. 

Reihen 

. 1. y2 = 1 + 'Y/2; V4 = 1 + 2 'Y/2 + r;4; V6 = 1 + 3 'Y/2 + 3 r;4 + 'Y/6; 

V 8 = 1 + 4 r;2 + ... 
:2 = 1 - 'Y/2 + 'Y/4 - 'Y/6 + ... ; :4 = 1 - 2 'Y/2 + 3 'Y/4 + ... ' (1) 

1 1 3 2 + 6 1'14 + . _!___ = 1 - 4r;2 + ... vs = - 'Y/ . , ••• ' vs 

2. Beziehungen zwischen einander entspreche~den Unterschieden in der 
geographischen und der isometrischen Breite: 

a) Berechnung des isometrischen Breitenunterschieds L1 q aus dem 
geographischen Breitenunterschied L1 <p: • 

In Übereinstimmung mit Großmann ([16] S. 483) und Hnstow 
([17] S. 649) ist: 

L1 = _1_ (l -1')2+ r;4- r;6) L1 <p + .!__t_ (1 + 'Y/2 _ 3 r;4) L1 <p2 q cos <p • , 2 cos <p 

+ .!.. _l_ (1 + 2 t2 + 'Y/2 - 3 r;4 + 6 t2 r;4) L1 <p3 
6 cos <p 

'+ ~ -'- (5 + 6 t2- r;2) L1 <p4 + _l _1_ (5 + 24 t4 (2) 
24 cos <p 120 cos <p 

+ 28 t2
) L1 <p

5 + · · · 
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LI q2 = _1_ (l -2172 + 3174) LI <p2+ -'- (1-3174) LI <ps 
W~(f) . W~(f) 

1 1 
+ - -- (8 + 22 t2 - 4 172 t2) LI q;4 24 cos2 cp 

+ 2
1
4 -'2- (14 + 20 t2) LI q;s + . . . (2) 

cos (f) 

LI qs = + (1 - 3 172 + 6 174) LI <pa + ~ _t - (1 - 172) LI q;4 
cos cp 2 cos3 cp 

1 1 
+ 4 cos3rp (2 + 7 t2) LI <p5 + 

LI q4 = - 1
- (1 - 4 172) LI q;4 + 2 _t - LI <ps + ... 

cos4 cp cos4 cp 
1 LI qs = -- LI <ps + ... 

cos5 cp 

b) Berechnung des geographischen Breitenunterschieds LI <p aus dem 
isometrischen Breitenunterschied LI q: 

In Übereinstimmung mit den zu a) angeführten Stellen er
gibt sich: 

1 LI <p = cos <p (1 + 172) LI q - 2 cos2 <p t (1 + 4 172 + 3 174) LI q2 

1 
- 6 cos3 <p (1 - t2 - 13 172 t2 + 5 17~ - 27 'Y/4 t2 

1 + 7 174) LI q3 + 24 cos4 <p t (5 - t2 - 40 'Y/2 t2 

1 . 
+ 56172) LI q4 + 120 cos 5 <p (5 + t4-18 t2) LI qs + ... 

3. Nach J ordan-Eggert Bd. III ([8] S. 442) ist 

. s s . 
- mit u = N cos a, v = N s1n a -

cp' - cp 1 3 1 
~ = u - 2 t v

2 - 2 172 t u2- 6 (1 + 3 t2 + 'Y/2 - 9 172 t2) v2 u 
' 1 

--rJ2 (l-t2) u3 • 2 
1 + 24 t (1 + 3 t2 + 'Y/2 - 9 'Y/2 t2) v4 

1 
- - t (4 + 6t2 -13172 - 9 172 t2) v2 u2 12 

1 1 + 2 'Y)2 t u 4 + 120 (1 + 30 t2 + 45 t4) v4 u 

1 
- 30 (2 + 15 t2 + 15 t4) v2 u3 + ... 

1 1 
l cos <p = V + t V u - 3 t2 v3 + 3 (1 + 3 t2 + 172) V u2 

1 
- 3 t (1 + 3 t2 + 'Y/2) va u 

(3) 

(4) 

+ } t (2 + 3 t2 + rJ2) v u 3 + 1
1
5 t

2 (1 + 3 t2) vs (5) 

1 1 
+ 15 (2 + 15 t2 + 15 t4) v u4 - 15 (1 + 20 t2 + 30 t4) v3 u2 + ... 

/ 

4. Für den Meridian wird 

3 
LI <p = <p' - <p = u (l + 'Y/2) - 2172 t (l + 172) u2 

1 1 
- 2 'Y/2 (1 - t2) u3 + 2172 t u4 + ... 

LI q;2 = (1 + 2 172 + 174) u2 - 3 'Y/2 t ua - 'Y/2 (1 - t2) u4 + . . . (6) 
9 L1 '<pa = (1 + 3 172) ua - 2 'Y/2 t u4 + ... 

LI q;4 = (1 + 4 172) u4 + ... 
L1 <ps = u5 + ; .. 

5. Aus Gleichung (4) erhalten wir durch Umkehrung die Meridianbogen
länge und Funktionen von ihr als Funktion des Breitenunterschieds, 

wenn wir v = 0 setzen. Zur Abkürzung schreiben wir cp'V 2 'P = ß. 
Es wird 

u = ß + } 172 t ß2 + } 'Y/2 (1 - t2 + 'Y/2 + 4 172 t2) ß3 

-} 'Y/2 t ß4_ 110172 (1- t2) ps + ... 

u2 = p2 + 3 'Y/2 t pa + 172 (1 - t2) ß4 - 'Y/2 t ps + ... 
ua = ps + f 'Y/2 t ß4 + } 172 (1- t2) ps + ... 

u4 = ß4 + 6 172 t ß5 + ... 
u s = jJs + . . . (7) 

..!._ = .!.. - ~ 172 t - _!._ 'Y/2 (2 - 2 t2 + 2 'Y/2 - 'Y/2 t2) ß + _!._ 'Y/2 t ß2 
u ß 2 4 2 

+ :o 'Y/2 (1 - t2) pa + ... 

1 1 1 1 
u2 = p2-3'YJ2tp-4'Y/2(4-4t2 + 4rJ2-ll'f}2t2) + rJ2tß 

+ i 'Y/2 (1 - t2) ß2 + ... 

6. Der isometrische Breitenunterschied LI q in Abhängigkeit von der 
Meridianbogenlänge s und s als Funktion von L1 q. 

Durch Einsetzen der Gleichungen (6) in die erste Gleichung (2) 
erhalten wir: 

1 1 
cos <p LI q = u + 2 t u2 + 6 (1 + 2 t2 + rJ2) ua 

(8) 
+ ; 4 t (5 + 6 t2 + rJ2) u4 + 1!0 (5 + 24t4 + 28t2)us + ... 

Reihenumkehrung ergibt die Meridianbogenlänge in Abhängigkeit von 
der isometrischen Breite: 

u = N cos a = cos <p L1 q -} t cos2 <p LI q2 -i cos3 <p (1 - t2 

1 
+ rJ2) LI q3 + 24 t cos4 <p (5 - t2 + 9 rJ2) L1 q4 (Q) 

1 
+ 120 cos5 <p (5 + t4-18 t2) LI q5 + 
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Dieselben Vorzahlen zu L1 q, L1 q2, . . . erhält man, wenn man die 
Ableitungen der Meridianhogenlänge nach dem isometrischen Breiten
unterschied bildet und für die Bogenlänge die Taylorsche Reihe auf
stellt. Diese Ableitungen sind in Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 498) 
vollständiger angegeben, als sie sich aus der Reihe in Gleichung ( 4) 
errechnen lassen. Sie sollen daher von dort übernommen werden. 
Die hier gebrachte Ableitung sollte nur zeigen, in welcher Weise das 
Azimut a der Richtung, in der s positiv gemessen wird, zu berück
sichtigen ist. 

Es wird 

s = b1 L1 q + b2 LI q2 + b3 L1 q3 + b4 L1 q4 + b5 L1 qs + . . . mit 
N 1 N 

b1 = -- cos cp; b2 = - -
2 
-- t cos2 cp; 

cos a cos a 

1 N 
b3 = -6 cos a cos3 <p (l - .t2 + 172); (10) 

1 N 
b 4 = 24 cos a t cos4 <p (5 - t2 + 9 172 + 4 174); 

1 N 
bs = 120 cos a cos5 <p (5 + t4 - 18 t2 + 14172 - 58172 t2). 

7 . . Entwicklung des Ausdrucks -N 
1 als Funktion von L1 q. 

cos <p 

Wir setzen 

-N 
1 

= p (q). Dann ist 
cos <p 

() 1 1 + '()LI + 1 "()L'.I 2 
p q = N cos <p = N

0 
cos <p

0 
p q O q 2 p q O q (11) 

+ i p"' (q)o LI q3 + 2~ p1v (qo) L1 q4+ ... 

Es ist p' (q) = : : · ! : . Hierin ist ! : = ; cos cp = V 2
_ cos cp. Ferner 

beachten wir, daß V 2 = 1 + 172, N = V und !;2 

= - 2172 t ist. Es 

wird dann · 

p' (q) = -
1
- 2- (dd V cos <p + V sin cp) V 2 cos <p 

c cos <p <p 

= _v_ (dd V V cos <p + V2 sin <p) 
c cos <p <p 

= -N 
1 

[- e'2 sin <p cos2 <p + (1 + e'2 cos2 cp) sin cp] 
cos <p 

= -N 
1 

sin cp. Entsprechend wird (12) 
cos <p 

p" (q) = _1_ (1 + 172 cos2 cp) 
N cos <p 

p"' (q) = -N 
1 

sin cp [l -172 cos2 cp (3 + 4 172)] 
cos <p 

1 
p 1v (q) = -- (1-2 172 cos2 cp + 12 172 t2 cos4 cp) 

N cos <p 

Durch Einsetzen der Ableitungen (12) in die Gleichung (11) 

erhält man p (q). Wir bilden noch p (q)2 = N 2 

1 
2 • Der Index O cos <p 

wird der Einfachheit halber weggelassen. 

p (q)2 = N 2 

1 
2 [1 + 2 sin <p LI q + (1 + sin2 cp + 172 cos2 cp) L1 q2 

cos <p 

+} sin cp (4 -4174 cos2 cp) L1 q3 (13) 

+ } (1 + sin2 <p -172 cos2 cp) LI q4 + ... ] 

8. Übergang von den Ausdrücken N', 17'2 und t' und den aus ihnen 
gebildeten Funktionen für eine Breite cp' zu Ausdrücken N, 172, t 
usw. für eine Breite cp. 

Nach Jordan-Eggert Bd.111 ([8] S.217 Gleichung (o)) ist mit 
L1 <p = <p' - <p 

1 - 1 - 'Y/2 t L1 <p - 1 'Y/2 (1 - 2 + 2) L1 <p2 + 2 'Y/2 t L1 <p3 
N' - N V2 N 2 V4 t 17 N 3 V 6 N 

+ i ;2s (l -t2) LJ;' + 
Hieraus folgt 

1 1 2 'Y/2 t L1 <p 'YJ2 (1 2 + 2 2 2) L1 <p2 
N'2 = N2 - y2 N2 - V4 - t 17 -17 t W 

4 'Y}2t L1 <p3 

+ 3 vs N 2 + 
1 1 3 'Y/2 t L1 <p 3 'Y/2 (1 2 + 2 2 2 2) L1 <p2 

N'a - Na - v2 Na - 2 V' - t 17 - 17 t Na . 

+ 2 'Y/2 t L1 <p3 + 
vs Na 

1 1 4 'Y/2 t L1 <p 2 'Y/2 (1 2 + 2 3 2 2) L1 <p2 
N'' - N4 - v2 N4 - V' - t 17 - 17 t N4 

8 'Y/2 t L1 <p3 

+ 3 vs N 4 + 
1 1 'Y}2 t L1 <p 

N'6 = Nr, - 5 v2 Nr, + ... 

(14) 
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Es ist nach Taylor 
,_ dtLI Id2t 2 ld3 t 3 

t - t + d 'P <p + 2 d <p2 LI <p + 6 d <p 3 LI <p + · · · 

. dt d2 t d3t 
mit d<p = 1 + t2

; d 'P2 = 2 t (1 + t2); d 'Pa= 2 + 8 t2 + 6 t4. Also wird 

t' = t+ (1 + t2) LI <p+ t (1 + t 2) LI <p2+ { (1 + 4 t2+ 3 t4) LI <pa+ . • • (16) 

Hieraus folgt 
r/2 2 t 2 LJ 1 2 
N'a t' = 1s + ;2 (1 - t2 + 'Y/2 - 4 'Y/2 t2) N~ - 2 "'v4t ( 4 + 17 'YJ 2 

9 2 2) LJ 'P2 2 'YJ2 2 LJ 'Pa 
- 'YJ t N3 - 3 V4 (1 - t ) N3 + ... 

![:_ I - 'YJ4 f + 4 (1 3 2) LJ (f} 4 (5 2) LJ 'f}2 N'a t - Na 'YJ - t Na - 'YJ t - 3 t JV3 + ... 
!i:_ I _ 'YJ

2 
t !l ( _ 2 2 2 2 Li 'P 

N'o t - Ns + v2 1 t + 'YJ - 6 'YJ t) Ns + . . . (17) 

t' 2 = t2+2t(l+t2) LI <p+(l+4t2 +3t4) LI <p2 +ft(4+10t2 

+ 6 t4) LI <p 3 + ... 
17'2 i'2 'YJ2 t2 2 t LJ 2 

N'4 = N4 + 2 "'v2 (1 + 'Yj
2 - 2 'Yj 2 t2) N~ + ; 4 (1 - t2 + 2 'Y/2 

- 12 1'12 t2 + 2 1'12 t4) LJ <pi - ! 1'12 t LJ 'Pa + ., ., N 4 3 ., N 4 ••• 

Beschränken wir uns auf eine Bewegung des betrachteten Punktes 
längs des Meridians, so können wir mit Hilfe der Gleichungen ( 6) den 
Breitenunterschied LI <p durch die Meridianbogenlänge N · u = 5 • cos a 
ersetzen. Wir erhalten 

1 1 s s2 
N'2 = N2 - 2 'Y/2 t Na cos a - ('Y/2 - 'Y/2 t2 + 'Y/4 - 4 r;4 t2) N4 cos2 a 

r/2 172 s 
N'2 = N 2 - (2 'Y/2 t + 4 'Yj4 t) Na cos a 

4 sa + - 1'l
2 t - cos 3 a + ... 3 ., N 5 

s2 4 s3 

- ('Y/2 -172 t2- l0 'Y/4 t2 + 3 rJ4) N 4 cos2 a + 3 'Y/2 t N 5 cos 3 a + 

'YJ
12 

t' _ 'YJ
2 

t ( 2 2 2 4 2 4 5 2 52 2 
N'a - Na + 'YJ - 'YJ t - 4 'YJ t + 'YJ ) N 4 cos a - 2 'YJ t N 5 cos a + ... 

'YJ
14 t' 'YJ4 t S 

N'a = Na + ( 'Y/4 - 3 'Y/4 t2) N4 + ... 

1 - 1 4 2 s 
N'4 - N 4 - 'YJ t N 5 cos a + ... 

(18) 

'YJ'2 'YJ2 S 

N'4 = N 4 - 2 'Yj 2 t (l + 3 'YJ2) N 5 cos a 
17'2 t'2 'YJ2 t2 s 
N'4 = IV' + 2 'Yj

2 t (l + 'Y/2 - 2 'Y/2 t2
) N 5 cos a 

'YJ'2 'YJ2 s 
N's = N 5 - 'Y/2 t (2 + 7 'Yj2) N 6 cos a 

'YJ'2 t' - 'YJ2 t 2 ( 2 2 2 2 s 
N's - N 5 + 'YJ 1 - t + 'YJ - 6 'YJ t ) N 6 cos a. 

III. Die konforme Abbildung im Falle 
der geradlinigen Abbildung einer geodätischen Linie 

1. Vorbemerkung 

Als Grundlage der folgenden Entwicklungen benutzen wir zwei Sätze, 
die wir als bekannt voraussetzen. 

a) Sind x und y isotherme Parameter auf einer Fläche und u und v 
isotherme Parameter auf einer zweiten Fläche, so bewirkt die ana
lytische Funktion w = u + iv = f (z) = f (x + iy) stets eine kon
forme Abbildung der einen Fläche auf die andere. Diese Beziehung 
ist eindeutig umkehrbar. 

b) Wird durch eine derartige konforme Abbildung eine Linie der einen 
Fläche nach einem bestimmten Gesetz auf die andere Fläche ab
gebildet, so gibt es keine andere analytische Funktion, etwa w = <p (z), 
die eine konforme Abbildung derart bewirkt, daß die Abbildung der 
betrachteten Linie nach demselben Gesetz erfolgt (Laborde [14] S.150). 

Wir stellen nun die Forderung auf, daß eine geodätische Linie nach 
einem gegebenen Gesetz in die Ebene abgebildet wird. Das ebene Abbild 
der geodätischen Linie soll eine gerade Linie und zugleich die x-Achse eines 
Systems ebener rechtwinkliger Koordinaten x und y sein. 

Das Gesetz sei als Funktion der Bogenlänge LI 5 der geodätischen Linie 
gegeben. .LI 5 zählt von dem Normalpunkt der Abbildung aus, in welchem 
das Vergrößerungsverhältnis m = 1 ist. Es sei also 

x = LI 5 + a2 LI 5 2 + a 3 LI 5 3 + a 4 LI 54 + a5 LI 5 5 + ... 

Es ist aber die Vorzahl a 2 bei jeder konformen Abbildung gleich Null. Ent
wickelt man nämlich m in eine Reihe, die von dem Werte im Normal
punkt ausgeht: 

m = /LJx 
5 

= 1 + 2 a2 LI 5 + 3 a 3 LI 5 2 + 4 a 4 LI 5 3 + ... , 

so muß für LI s = 0 die erste Ableitung 
dm 

d LJ s = 2 a2 + . . . = 0 

sein; denn im Normalpunkt hat mein Minimum. Wir müssen also ansetzen 
x = LI 5 + a 3 LI 5 3 + a 4 LI 5 4 + a 5 LI s 5 + . . . (19) 

Das gilt für jede vom Normalpunkt ausgehende Richtung. Hierin liegt der 
G~d, daß bei zwei gegebenen Koordinatensystemen auf den beiden Flächen 
(z.B. geographische Koordinaten auf dem Ellipsoid und rechtwinklig-ebene 
Koordinaten in der Ebene) die Umwandlungsformeln bis zur zweiten Ordnung 
einschließlich unabhängig von der besonderen Art der gewählten Abbildung 
sind (Laborde [14] S. 48). 

2. Geradlinige Abbildung eines Meridians 

a) Allgemeines 

Wir beziehen die Gleichung (19) auf den Meridian und gehen von der 
Bogenlänge LI 5 auf dem Meridian zu einem isothermen Parameter, und zwar 
zum isometrischen Breitenunterschied LI q über. 
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I 

Wir benutzen hierzu die Reihe in den Gleichungen (10). 

LI s = b1 LI q + b2 LI q2 + b3 LI q3 + b4 LI q4 + b5 LI q5 + . . . (20) 

In den Vorzahl~n b1, b2, . . . gibt a das Azimut der positiven Richtung der 
~-Achse an. Wir werden daher cos a 0 ." statt cos a schreiben. <p, 'YJ und N 
smd an der Stelle des Normalpunkts der Abbildung (Koordinatennullpunkt) 
zu nehmen. 

Die Verbindung der Reihen (19) und (20) ergehe: 

X = C1 LI q + C2 LI q2 + C3 L1 q3 + C4 LI q4 + C5 LI q5 + ... = f (L1 q). (21) 

Hierin ist 

C1 = b1; C2 = b2; Ca = aa b1a + ba; C4 = a4 b14 + 3 aa b12 b2 + b4; 
Cs = as b15 + 4 a4 b1a b2 + 3 aa b12 ba + 3 aa b1 b22 + bs. (2la) 

Von der Gleichung (21) gelangt man zur gesuchten Gleichung für x + iy 
dadurch, daß man in ihr LI q durch LI q + i l ersetzt : 

x + i y = f (LI q + il). (22) 

Da für l = 0 auch y = 0 ist, erhält man für l = 0 wieder die Glei
c~un~ (21). Di~ Fu~tion x + iy = f (LI q + il) ist die einzige Funktion, 
die !ur l = ? die Gleichung (21) ergibt, denn, wie bereits erwähnt, können 
zwei analytische Funktionen längs einer Linie nur dann übereinstimmen 
wenn sie in ihrem ganzen Existenzbereich übereinstimmen. ' 

. D~e Anwend~ng möge zunächst an dem Beispiel der Gauß-Krüger
Koordinaten gezeigt werden. In diesem Fall ist a 3 = a 4 = a 5 = ... = O 
und cos ao. " = 1. Also wird Ci = bi und damit wegen der Gleichungen (22) 
(21) und (10) ' 

x + i y = N 0 cos </Jo (LI q + il) - { N 0 t0 cos2 </Jo (LI q + il)2 
1 . 

- 6 N0 cos3 </Jo (1 - t0
2 + 'Y/o2) (LI q + il)a + ... 

in Übereinstimmung z.B. mit Großmann ([16] S. 534). 

. Hieraus e~hält man die Koordinaten der Gauß-Krügerschen Abbildung, 
mdem man die reellen und imaginären Bestandteile trennt und den Ab
szissen x die Meridianhogenlänge B0 vom Äquator bis zum Normalpunkt 
hinzufügt: 

1 
x = B 0 + N 0 cos </Jo L1 q - 2 N 0 t0 cos2 <p (LI q2 - [2) 

1 
- 6 N 0 cos3 </Jo (1 - t0

2 + 'Y/o2) (LI qa - 3 LI q [2) + ... 

y = N 0 cos </Jo l - N 0 t0 cos2 </Jo LI q l 

- } N 0 cos3 </Jo (1 - t02 + 'Y/o2) (3 L1 q2 l - l3) + .... 
Diese Gleichungen nehmen die im Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 498 

Gleichungen (19) und (20)) angegebene Form an, wenn man LI q = O setzt 
und dementsprechend B und <p als veränderlich ansieht: 

1 
x = B + 2 Nt cos2 <p [2 + ... 

y = N cos <p l +} N cosa <p (1- t2 + 'Y/2) [3 + ... 

14 

Um allgemein von den rechtwinklig-ebenen Koordinaten x, y zu den 
isothermen Koordinaten L1 q, l überzugehen, führen wir die Abkürzungen 
x + iy = z und c1 (LI q + il) = c1 w ein und bringen Gleichung (22) in 
die Form 

z = (c1 w) + c~ (c1 w)2 + c3
3 (c1 w) 3 + c~ (c1 w) 4 

C1 C1 C1 (22a) 

+ C55 ( Cl w)5 + • • • = f (L:J q + i[). 
C1 

Setzen wir 
C2 d C3 d C,1 d C5 d 
C12 = 2, C13 = 3, C1' = 4, C15 = 5 

(23) 

und betrachten wir als Umkehrung der Reihe für z die Reihe 

w = LI q + il = e 1 z + e2 z2 + e3 z3 + e4 z4 + e5 z5 + ... = g (x + i y), (24) 

so muß sein 

e1 = ..!..; e2 = - ~; e3 = .!. (2 d2
2 - d3); 

C1 C1 C1 

1 
e4 = - - (5 d23 - 5 d2 d3 + d4); (25) 

C1 

1 e5 = - (14 d24 - 21 d2
2 d3 + 3 d3

2 + 6 d2 d4 - d5). 
C1 

Die Gleichungen (22a) und (24) sind dJe Ausdrücke, von denen meist 
ausgegangen wird, um die Formeln für die Übertragung der geographi~~hen 
Koordinaten LI <p, l in rechtwinklig-ebene Koordinaten x, y und für die Uher
tragung der rechtwinklig-ebenen Koordinaten in geographische Koordinaten 
zu entwickeln. Es ist in den Gleichungen (22a) und (24) nur noch der Para
meter L1 q durch den Parameter LI <p zu ersetzen. Das hat in allgemeiner 
Form bereits 1937 Hristow gemacht ([19] S. 86 Gleichungen (8), (9), (12) 
und (13)), indem er die Vorzahlen in den Gleichungen (2) und (3) durch 
Buchstaben kennzeichnete. Wir gehen noch einen Schritt weiter und setzen 
die Ausdrücke für die Vorzahlen selbst ein. Hierzu sind die Gleichungen (2) 
bzw. (3) in die Gleichungen (22a) bzw. (24) einzusetzen, so daß an Abkür
zungen nur die Buchstaben ci und ei vorkommen, die von der besonderen 
Art der Abbildung abhängig sind, die durch die Vorzahlen ai in Gleichung (19) 
charakterisiert wird. 

b) x und y als Funktion von LI <p und l 

Aus den Gleichungen (22) und (21) folgen die Gleichungen 

X = C1 L:J q + C2 (L1 q2-l2) + C3 (L1 q3-3 LI q [2) 
+ C4 (L:I q4-6 L1 q2 [2 + [4) + C5 (L1 q5 -10 L1 q3 [2 + 5 LI q [4) + ... _(26) 

y = C1 l + 2 C2 L1 q l + C3 (3 LI q2 l - [3) 
+ C4 (4 L1 q3 l - 4 LI q l3) + C5 (5 L1 q4 l - 10 L1 q2 [3 + [5) + . . . (27

) 

L1 q, L1 q2, ... ersetzen wir durch die Gleichungen (2) und berücksichtigen 
zugleich, daß nach Gleichungen (2la) 

c = b = N · cos <p und c = b = - .!. N t cos2 <p (28) 
1 1 cos a O • " 

2 2 2 cos a O• " 

ist. Da cos a 0 . " entweder gleich + 1 oder gleich -1 ist, ist es gleichgültig, 
oh cos a 0 ." im Zähler oder Nenner steht. Ebenso können die erste Potenz 
für jede ungerade Potenz und der Wert 1 für jede gerade Potenz von cos a 0 ." 

treten. 
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Führen wir zur Abkürzung noch die Bezeichnungen c/, c;.", c;,'", c/V 
und c;,v ein, deren Bedeutungen durch die Gleichung 

c;, =N cos cpc;.' =N cos2 cp c;." =N cos3 <p c;.'" = Ncos4 <p c/V =N cos 5 cp c;.v (29) 

festgelegt sind, so ergibt sich 
X 3 
N = (1 - 'Y)

2 + 'Y)4 - 'YJ6) cos a O • " ,1 <p + 2 'Yj2 t (1 - 2 'YJ2) cos a O • " ,1 cp2 

1 1 
+ 2 cos2 <p t cos a O • " 12 + 6 [l - t2 + 'Yj2 + 15 'YJ4 t2 - 3 'YJ4 

+ 6 c3"' cos a O • "(1 - 3 'Yj 2 + 6 'Y)4)] cos a0 • x ,1 cp3 - 3 c3' (1 - 'Yj 2 

1 
+ 'YJ4) ,1 <p l2- 24 [5 t3-t-2 'Y)2 t3 + 'Yj2 t - 36 c3"' t cos a 0." {l-'Y)2) 

3 
- 24 c/V cos a 0 ." (1- 4 'Y)2)] cos a 0 • x L1 <p4 - 2 [c3't (1 + 'Y)2) (30) 

+ 4 C4" (1 - 2 'YJ2)] ,1 <p2 l2 + J$ l4 + • .. 

1 
+ 120 [5-26t4-7t2 +6c3"'cosao-x(l0 +35t2) +240c/Vtcosa 0 .x 

+ 120 c5V cos ao. x] cos ao. x L1 <p 5 -} [c3 ' (1 + 2 t2) + 12 c4" t 

+ 20 c/"] ,1 cp3 l 2 + 5 c5' ,1 <p 14 + ... 

Entsprechend wird 

{v = cos <p cos a O • " l - sin <p (1 - 'Yj2 + 'YJ4) cos a O • " ,1 <p l 

1 
- 2 COS <p [t2 + 'Yj2 t2 - 3 'Y)4 t2 - 6 c3"' COS a o." (1 - 2 'YJ2 + 3 'YJ4)] 

c 1 
cos a O • " ,1 <p2 l - N l3 - 6 cos <p [2 t3 + t + 'Yj2 t -18 c 3'" t cos a O • " 

- 24 c/V cos ao. X (1- 3 'YJ2)] cos ao." ,1 cp3 l - 4 C4' (1 -'Y)2) ,1 <p l3 
1 

- 24 cos <p [6t4 +5t2-6 c3"' cos a 0 • x (4 ~ 11 t2) -144 c/V cos a 0 • xt 

- 120 c5v cos a O.,.] • cos a o. ",1 cp4 l - [2 c4' t + 10 c5"] L1 cp2 l3 

+ C5 l5 N + ... 

c) ,1 <p und l als Funktion von x und y 

Aus der Gleichung (24) folgen die Gleichungen 
,1 q = e1 x + e2 (x2 - y 2) + e3 (x3 - 3 x y 2) + e4 (x4- 6 x2 y2 + y4) 

+ e5 (x5 -10 x 3 y 2 + 5 x y4) + ... 

l = e1 y + 2 e2 x y + e3 (3 x2 y - y3) + e4 ( 4 x 3 y - 4 x y3) 

+ e5 (5 x 4 y - 10 x 2 y 3 + y 5) + ... 

(31) 

(32) 

(33) 

Von L1 q gehen wir mittels der Gleichung (3) zu ,1 <p über und bilden hierzu 
,1 q2 = e1

2 x2 + 2 e1 e2 x
3-2 e1 e2 xy2 + (e2

2 + 2 e1 e3) x4 

- (2 e2
2 + 6 e1 e3) x 2 y 2 + e2

2 y 4 + (2 e1 e4 + 2 e2 e3) x 5 

- (12 e1 e4 + 8 e2 e3) x 3 y 2 + (2 e1 e4 + 6 e2 e3) x y 4 + . . . (34) 
,1 q3 = e1

3 x 3 + 3 ei2 e2 x4 - 3 e1
2 e2 x 2 y 2 + (3 e1 e2

2 + 3 e1
2 e3) x 5 

- (6 e1 e22 + 9 e12 e3) x3 y2 + 3 e1 e22 x y4 + ... 

16 

,1 q4 = e14 x4 + 4 e1 a e2 x5 - 4 e1 a e2 x3 y2 + ... 
,1 q5 = e/ x5 + ... 

l2 = e1
2 y 2 + 4 e1 e2 X y 2 + (6 el e3 + 4 el) X

2 y 2 - 2 el e3 y 4 

+ (8 e1 e4 + 12 e2 e3) x 3 y 2 - (8 e1 e4 + 4 e2 e3) x y 4 + ... 
l3 = e13Y3 + 6 e12e2 x ya + (9 e12e3 + 12 e1 e22) x2 y3-3 e12e3y5) +... (34) 

14 = e 1 4 y4 + 8 e 1 
3 e 2 x y 4 + .. . und für spätere Rechnungen gleich noch 

,1 ql2 = e13 xy2 + 5 e12 e2 x2 y2-e12 e2 y4 + (7 e12 ea + 8 e1 e22) x3 y2 

- (5 e12 e3 + 4 e1 e22) x y4 + ... 
,1 q2 12 = el 4 x2 y2 + 6 el 3 e2 x3 y2 - 2 el 3 e2 X y4 + • .. 
Wir setzen die Gleichungen (32) und (34) in die Gleichung (3) ein und be
achten, daß nach Gleichungen (25) 

_.!.__ cos a 0 .x unde =-~= -~ = 1 Nt cos
2 

<p. cos
3 

a 0 .x = .!_ _t_ ( 35) 
e1 - c1 - N cos <p 2 c1 c1

3 2 cos a O• x N 3 cos3 <p 2 N 2 cos <p 

ist. Führen wir zur Abkürzung noch die Bezeichnungen e./, e;.'', e;.'", e/V 
und e/' ein, deren Bedeutungen durch die Gleichung 

e{ ei'' e;, e/V e;,v 
e· - -- - --- =--- = --- - ---

' - N cos <p - N 2 cos <p N 3 cos <p N 4 cos <p N 5 cos <p 

festgelegt sind, so ergibt sich 

( 2) X 3 2 ( 1 2) x2 1 ( 1 + 2) y2 ,1 <p = 1 + 'YJ cos a o . x N - 2 'YJ t + 'YJ N 2 - 2 t 'YJ N2 

- i [l + 2 t2 - 'Yj2 t2 + 5 'Yj2 - 18 'Y)4 t2 + 7 'YJ4 

- 6 e3"' cos ao.,., (1 + 'Y)2)] cos ao. x : 3 

1 X~ 
+ 2 [t2 + 4 'YJ2 t2 + 3 'YJ4 t2 - 6 e3"' cos a0." (1 + 'YJ2)] cos a o." N3 

- _!_ [t (1 - 2 t2 - 26 'YJ 2 t2 - 26 rJ2) + 24 e3'" t cos a O." (1 + 4 'Y) 2) 
24 

x4 
- 24 e/V (1 + 'Y/2)] N4 

+ } [t (1 - 9 'Yj 2 t 2 + 5 'YJ2) + 12 e3'" t cos a0 • x (1 + 4 'YJ2) 

-24 e/V (1 + 'YJ2)] x~t 
-} [t3 (1 + 4 'YJ2) - 8 e/V (1 + 'Yj2)] t, 
+ 1!0 [5 + 6 t4 + 17 t2 

- 60 e3"' cos a0 • "-120 e/V t 
x5 

+ 120 e5V cos ao. x] cos ao." N 5 

(36) 

(37) 
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Aus Gleichung (33) folgt: 

l _ cos ao . x y t x y (3 2 3) (4 3 4 3) 
- N + -- N2 + e3 X y-y + e4 X y- X y I (38) cos <p cos <p 

+ e5 (5 x4 y - 10 x2 y 3 + y 5) + ... 

Entsprechend Gleichung (19) sind in den Gleichungen (30), (31), (37) und (38) 
die Glieder 1. und 2. Ordnung von dem jeweils für den Meridian gewählten 
Abbildungsgesetz unabhängig. 

d) Das Vergrößerungsverhältnis 

a. Das Vergrößerungsverhältnis als Funktion von ,1 q und l 
Ist ds ein Linienelement auf dem Ellipsoid und dS sein konformes Ab

bild in der Ebene, so ist das Vergrößerungsverhältnis 

Hierin ist 

dS 
m=

ds 
Vdx2 +dy2 1 

N cos <p Vd q2 + d z2 = N cos <p lf' (w)f. 

f r (w)f = V(~Y + (~r = V(%i)2 + (%f)2 

= V(~~r + (~;r = V(~~r + (~rr 

(3·9) 

(40) 

(vgl. Rothe [13] Teil I S. 183 § 31, 2 Gleichung (5) und S. 178 § 30, 2 Glei
chung (2), (3) und (4)). 

Zur Errechnung von ff' (w)f2 benutzen wir den Radikanden der dritten 
Wurzel. Es folgt dann aus Gleichung (26) 

ox 
<'j q = C1 + 2 C2 ,1 q + 3 C3 (,1 q2 - l2) + 4 c4 ,1 q (Lf q2 - 3 l2) 

O X + 5 C5 ,1 q2 (,1 q2 - 6 l2) + 5 C5 l4 + • • • (41) 

TI -= - 2 C2 l - 6 C3 ,1 q l - 12 C4 ,1 q2 l + 4 C4 l3 - 20 C5 ,1 q3 l 

+ 20 c5 ,1 q l3 + . . . und 

(; ;)2 = Cl 2 + 4 c1 C2 ,1 q + 2 (2 C22 + 3 c1 C3) ,1 q2 - 6 c1 c3 l2 

+ 4 (2 Cl C4 + 3 C2 C3) ,1 q3 - 12 ( C2 C3 + 2 Cl c4) ,1 q l2 

+ (10 Cl C5 + 16 C2 C4 + 9 C32) ,1 q4 - (60 Cl C5 + 48 C2 c4 
+ 18 ca2) ,1 q2 l2 + (10 c1 •c5 + 9 c32) l4 + ... 

(~ ; )2 = 4 C22 l2 + 24 C2 C3 ,1 q l2 + 48 C2 C4 ,1 q2 l2 - 16 C2 C4 l4 

+ 36 C3 2 ,1 q2 z2 + ... 

und es wird unter Beachtung von c1 = b1 und c2 = b2 
/f' (w) f2 = h12 + 4 bl b2 ,1 q + (4 b22 + 6 bl C3) ,1 q2 + (4 b22-6 b1 c3) l 2 

+ (8 bl C4 + 12 b2 c3) ,1 q3 + (12 b2 c3 - 24 b1 c4) ,1 q l2 
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+ (10 bl C5 + 16 b2 C4 + 9 C32) ,1 q4 + (18 C32-60 b1 c5) ,1 q2l2 

+ 10 b 1 c 5 + 9 c a2 - 16 b 2 c 4) l4 + ... 

(42) 

(43) 

Das Produkt aus dieser Gleichung ( 43) und der Gleichung (13) gibt: 

m2 = 1 + (1 - 2 sin2 <p + r;2 cos2 <p + 6 cos ao · x c ) ,1 q2 
N cos <p 3 

+ (sin 2 - 6 cos a O • " c ) z2 
<p N cos <p 3 

-(f sin <p + 2 r;2 sin <p cos2 <p +} r;4 sin <p cos2 <p 

6 sin <p cos ao . " ) ,.. 3 - -N - cos a0·." c3 - 8 -N-- c4 LJ q cos <p cos <p 

+ (2 sin3 <p - 18 Nsin <p cos ao." c3 - 24 Ncos ao." c4) ,1 q z2 
cos <p cos <p (44) 

[ 
1 4 . 2 + . 4 + 6 cos <p 9 1 2 

+ 3 - 3 sm <p sm <p ---y_y- cos ao." c3 + N 2 cos2 <p c3 

8 sin <p lO cos ao . x ] ,.. 4 + -N cos ao·x C4 + -N-- C5 LJ q cos <p cos <p 

+ (sin2 <p + sin4 <p + 18 N 2 

1 
2 c32 -18 Nsin

2 

<p cos ao." c3 cos <p cos <p 

6 COS ao • X 48 Sill <p 60 COS ao • X ) ,1 2 z2 
- N cos <p c 3 - N cos <p cos ao . " c 4 - N cos <p c 6 q 

( 9 1 2 8 sin <p lO cos ao . " ) z4 + N2 2 c3 + N-cosao-xc 4 + -N--c5 + ... cos <p cos <p cos <p 

Diese Gleichung hat die Form m2= 1 + x. Es ist also m = 1 + 1/ 2 x- 1/ 8 x 2 

+ ... : 
_ 1 + ( 1 • 2 + 1 2 2 + 3 COS a O • ,c ) A 2 + ( 1 • 2 3 COS a O • X ) l2 m - -2-sm <p -2 r; cos <p N c3 LJ q -2sm <p- -N--c3 cos <p cos <p 

(
1 . 2 . 2 2 4 . 2 3 sin <p -4cosao,,c ) A 3 - -3 sm<p+r; sm<pcos <p+-

3
r; sm<pcos <p- -N cosao-xc3 N-c4 LJq cos <p cos <p 

+ (sin3 <p - 9 Nsin <p cos ao." c3 -12 Ncos ao." c4) ,1 q l 2 

cos <p cos <p 

+ (214 __ 61 sin2 <p + -23 cNos ao. "Ca +4Nsin ..!L cos ao . x C4 + 5 cNos ao." es) ,1 q4 (45) 
cos <p cos <p cos <p 

( 
1 , 2 • 4 18 

1 2 27 sin2 <p 
+ -4 sm <p + sm <p + N 2 2 c3 - -2 -N cos a0 ." c3 cos <p cos <p 

3 cos ao." 24 sin <p 30 cos ao." ) ,1 q2 z2 
-2 Ncos<p C3- Ncos<pcosao,xC4- Ncos<p C5 

( 
1 . 3 sin2 <p sin <p 5 cos ao · " ) l4 

- -
8

sm4cp--2-N cosa0 ."c3-4-N cosao-xc4 - -N--c5 + ... cos <p cos <p cos <p 

ß. Das Vergrößerungsverhältnis als Funktion von ,1 <p und l 

Wir gehen mittels der Gleichungen (2) von ,1 q zu ,1 <p über und erhalten 
1 m = 1 + 2 [l-t2 + 2r;2t2- r;2-3r;4t2 + 'Y/4 

(1 ) 
+ 6c3

111 cosa0 ." (l-2r;2+3r;4)] ,1 <p2 
+ . 2 3 , z2 

2 sm <p - c3 cos ao. x ( 4() 

1 + 6 [-5t3+t + 6r;2t3+3r;2t-3rJ4t3-7r;4t+l8 c3"'tcosa0 ." (2-3r;2+ 3r;4) 
+ 24 clV cos ao·x (1-3 r;2 + 6 r;4)] ,1 <p3 
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+ [ sin2 <p t (l - rJ2 + rJ4) - 9 c3 ' t cos a 0 • x (1 - r;2 + r;4) 
- 12 C4

11 cos ao." (1 - 'Y/2 + 'f/4)] L1 <p z2 

1 
+ 

24 
[5 - 26 t 4 - 7 t 2 + 6 c3"' cos a 0 • x (10 + 35 t 2) · 

+ 240 clv t cos ao. x + 120 c5v cos a 0 • x] L1 <p4 (46) 

+ i [6 sin2 <p t2 + t2 - ~ c3 ' cos a 0 • x (1 + 13 t2
) + 72 c3 "

2 

- 120 c4 " t cos ao. x - 120 c5"' cos a 0 • x] L1 q;2 l2 

+ 1 ( . 4 + 12 . 2 ' 
8 - sm <p sm <p c 3 cos a 0 • " 

+ 32 sin <p C4
1 

COS a O·x + 40 c5' COS ao,x] l4• 

y. Das Vergrößerungsverhältnis als Funktion von x und y 

. M~n erhält m als ~unktion :o'!1 x und y, wenn man in die Gleichung (45) 
die Gleichungen (34) emsetzt. Die m den Gleichungen (35) angegebenen Werte 
für e1 und e2 werden dabei benutzt. Außerdem wird an Stelle von e3 ein Aus
druck mit c3 eingeführt. Nach Gleichung (25) ist 

Es wird damit 
_ cos ao . x ( 1 2 " ') 

ea - Na cos <p 2 t - cos ao. x c3 • (47) 

Für das Vergrößerungsverhältnis ergibt sich dann 

1 1 
m = 1 + 2 N 2 (1-t2 +'f/2 +6 c3 '"cosa0 ·x) x 2 + 2 N 2 (t

2-6c3 '"cosa0 .x)y2 

1 + 
6 

Na (-5t3 +t-3'fj2 t-4'f]4t+36tc3 '"cosa0 • x+24 clv cosa0 • x)cosa0 ,xx3 

1 
+ 

24 
N' [l - 30 t4 + t2 + 6 c3"' cos a 0 . x (2 + 43 t2) - 144 c3"'2 (48) 

+ 240 t c lv cos ao . x + 120 c t cos a 0 • x] x4 

1 
+ 2 N' [16 t4 - 2 t2 + 3 c3 '" cos a 0 . x (1 - 47 t2) + 108 c3'"2 

-120 t clv cos ao ·x - 60 et cos a 0 ·x] x2 y 2 

1 
+ 

8 
N' (-10 t4 + t2 + 86 t 2 c3"' cos a 0 . x - 48 c3"'2 

+ 80 t c/V cos ao. x + 40 et cos a0 • x) y 4. 

Zur Prüfung der Formeln (30), (31), (37), (38), (46) und (48) sind mit 
den von G~oßmann ([16] S.489 Gleichungen (20), (21) und (23)) angegebenen, 
den Ausdruck~~ ci und ei entsprechenden Vorzahlen die Umwandlungsformeln 
und Formeln fur das Vergrößerungsverhältnis bei der konformen querachsigen 
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Abbildung .. des Erdellipsoids in die Ebene nochmals aufgestellt worden. Es 
zeigt sich Ubereinstimmung. Nur für die Vorzahl a04 (S. 498 a. a. 0.) findet sich 

ao
4 

= + 
24

~
04 

t0(1 + 3t0
2 + s0

2-9s0
2 tl) statta04 = + 24;vo' t0{1 + 3t0

2-8c0
2). 

Der hier gefundene Ausdruck ist richtig. 

e) Die Grundformeln für die Aufstellung der Abbildungs

gleichungen und der Formeln für das Vergrößerungsverhältnis 

Ersetzen wir in den Gleichungen (30), (31), (37), (38), (46) und (48) die 
Vorzahlen Ci und ei gemäß den Gleichungen (2la), (29), (25), (23) und (36) 
durch Ausdrücke, die nur die Vorzahlen ai enthalten, so bekommen wir die 
gewünschten Abbildungsgleichungen und Formeln für das Vergrößerungs
verhältnis, die für sämtliche konformen Abbildungen gelten, bei denen ein 
Meridian geradlinig als x-Achse nach dem Gesetz 

x = L1 s + a3 L1 s 3 + a4 L1 s4 + a 5 L1 s 5 + . . . (19) 

abgebildet wird. 

Wir erhalten 

; = (1- rJ2 + rJ4- 'f/6) cos a 0 • x L1 <p + f 'f/2 t (l - 2 'f/2
) cos a 0 • "' L1 <p

2 

1 
+ 2 cos2 <p t cos ao . " l2 

+ [-}'fj2 t 2 + { rJ2+f'fJ4 f?-'f]4 + a3 N 2(1-3'fJ2 + 6'fJ4)] cos a0 • x·L1 <p
3 

[
l 1 1 1 + ___ t2 + _ 1')2 t2 __ 1')4 t2 
2 2 2 ., 2 ., 

- 3 a3 N 2 (1 - 'f/2 + 'fJ4)] cos2 <p cos an . X • L1 <p l2 

+ [-} 'f/2 t + f a 3 N 2 'f/2 t + a 4 N 3 cos a0 • x ( 1-4 'f/2)] cos a O • " • L1 <p
4 

[ 
3 3 3 

+ - t + 4 'f/2 t - 4 'f/
2 t 3 + 2 a 3 N 2 t (5 - 13 'f/2

) 

- 6 a4 N 3 cos a0 ." (1 - 2 'f/2)] cos2 <p cos a 0 • x • L1 <p
2 l 2 

[
5 1 3 3 (30*) + - t - - t 3 + - -n2 t - - a 3 N

2 t 24 24 8 ., 2 

+ a4 N 3 cos a 0 • "'] cos4 <p cos a 0 • "' • l4 

+ a5 N 4 cos a 0 . " • L1 <p 5 

[ 
1 1 9 + -
3 

+ 3 t
2 + 2 a3 N 2 (1- t2) + 14 a4 N 3 t cos a0 • x 

- 10 a5 N
4] cos2 <p cos a 0 • x • L1 q; 3 l 2 

[ 
5 3 1 5 + 
24 

-
4

t2 + 
24 

t4 - 4 a3 N 2 (2 - 5 t 2) -10 a4 N 3 t cos a 0 ." 

+ 5 a 5 N 4] cos4 <p cos a 0 . " • L1 <p l4
• 
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y 
N = cos cp cos ao. x l - sin cp (l - rJ2 + r;4) cos a 0 • x L1 cp l 

+ [-}-{ r;2 t2 + 3 174 t2 + } 172 -} 174 

+ 3 a3 N 2 (1 - 2 172 + 3 174)] cos cp cos a0 • x ,1 cp2 l 

+ [f - f t 2 + f 172 - a3 N 2] cos3 cp cos a 0 • x l3 · 

[
l 5 1 + 6 t - 3 172 t + 2 172 t3 - 3 a3 N2 t (l - 6 172) 

+ 4 a 4 N 3 cos ao·x (1 - 3 172)] cos cp cos ao. :t: . ,1 cp3 l 

+ [- ~ t + .!_ t3 - .!_ 2 3 2 2 6 6 6 17 t - 3 17 t + 6 a3 N 2 t (l _ 172) (31 *) 

- 4 a 4 N 3 cos ao . :t: (1 - rJ2)] cos 3 cp cos a 0 • x ,1 cp z3 

[
l 3 

+ 24 - 2 a3 N2 - 4 a 4 N3 t cos ao . :t: + 5 a 5 N4] cos cp cos ao. x • ,1 cp4 l 

+ [-~ + 13 2 1 2 
12 12 t + 2 a3 N (10-19t2) + 18 a 4 N 3 t cos a0 . x 

. - 10 a5 N 4] cos3 cp cos a 0 • :t: . ,1 cp2 z3 

+[ l 3 
2 

1 1 . 
24 - 20 t + 120 t4 

- 4 a3 N 2 (2 - 5 t2
) 

- 2 a4 N3 t cos ao. :t: + a5 N4] cos5 cp cos ao. :t: . zs. 
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y xy 
l cos cp = cos ao . :t: N + t N 2 

+ [.!_ + .!_ t2 + .!_ 2 _ N 2 ] cosao-:t: (3 2 _ 3) 
6 3 6 17 a3 N a x y y 

(
s 13 l 2 N2 + 24 t + 4 t + 24 17 t - a3 t 

1 
(38*) 

- a 4 N 3 cos ao . x ) N 4 ( 4x3 y - 4 xy3
) 

+ [I_ + }_ t2 + .!_ t4 - .!_ a3 N
2 (1 + 2 t2) + 3 a 2 N 4 

24 30 5 2 3 

-a4N 3tcos a 0 . x-a
5
N 4 ]cos_;~ · :t: (5 x4y-l0 x2 y3 + y5). 

m = 1 + 3 a3 N 2 (1-2 172 + 3 174) L1 cp2+ [} (1 + 172) - 3 a 3N 2] z2cos2 cp 

+ [9 a3 N 2 t 172 (1- 3 172) + 4 a4 N
3 cos a 0 • :t: (1- 3 172 + 6174)] L13 cp 

+ [- t- 2172 t + 9 a 3 N 2 t (l - 172 + 174) 
- 12 a4 N 3 cos a 0 . :t: (1 -172 + 174)] cos2 cp L1 cp z2 

+ 5 as N4 L1 cp4 

[ 
1 1 3 + - 2 + 2 t 2 + 2 a 3 N

2 (5 - 4 t2) + 18 a 32 N4 

+ 30 a4 N 3 t cos ao . X - 30 a5 N 4] cos2 cp L1 cp2 l2 

[ 
5 1 1 + 24 - 6 t2 + 4 a3 N2 (7 t2 - 10) 

- 6 a4 N
3 t cos a 0 • x + 5 a5 N 4 J cos4 cp l4• 

x2 [l J y2 xa 
m = 1 + 3 a3 N 2 N 2 + 2 (1 + 172

)- 3 a 3 N 2 
N 2 + 4 a 4 N 3 

Na 

xy 2 
+ [- 2172 t (1 + 172) - 12 a 4 N 3 cos ao . x] cos ao. :t: N 3 

x4 [ 3 J 2 2 + (- 6a32N4 + 5a5 N 4)N4 + - 2 a3N 2+ 54aa2N4- 30a5 N 4 \t 
(

1 1 N2 6 2N4 5 N4) y4 + 24 - 2 a3 - a3 + a5 N 4' 

3. Beispiele für die Anwendung der Grundformeln 

(46*) 

(48*) 

Sind für eine bestimmte Abbildung die Vorzahlen ai bekannt, so braucht 
man sie nur in die vorstehenden Grundformeln einzusetzen, um die Ab
bildungsgleichungen und die Formeln für das Vergrößerungsverhältnis zu 
gewinnen. 

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden einige Beispiele dafür gebracht. 
Dort werden auch auf Grund der jeweiligen Forderungen an die Abbildung 
die entsprechenden Vorzahlen ai berechnet. In vielen Fällen können aber 
auch die Grundformeln selbst, insbesondere die Formeln (46*) und (48*) 
für das Vergrößerungsverhältnis, dazu dienen, die Vorzahlen ai zu ermitteln. 
Das gilt z.B. für die wichtigsten in der Landesvermessung gebräuchlichen 
konformen Abbildungen. An einigen Beispielen soll das gezeigt werden. 
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a) Längentreue Abbildung des Hauptmeridians, d. h. des 

Urbildes der x-Achse (das Vergrößerungsverhältnis ist 
unabhängig von x und LI r:p) 

Bei längentreuer Abbildung des Hauptmeridians muß x = LI s sein, 
d. h. aus Gleichung (19) folgt 

a 3 = a4 = a5 = ... = 0. 

Außerdem muß bei längentreuer Abbildung des Hauptmeridians das Ver
größerungsverhältnis für den ganzen Meridian gleich 1 sein und ebenso für 
d~s Abbild des M~ridians, die x-Achse. Auf Grund dieser Bedingungen finden 
~ auch aus Gleichung (46*) vorstehende Werte für a 3, a

4
, a

5
, wenn wir in 

ihr l = 0 setzen, und auch aus Gleichung (48*), wenn wir in ihr y = O setzen. 

Die entsprechenden Übertragungsformeln und die Formeln für das 
Vergrößerungsverhältnis erhalten wir demnach aus den Gleichungen (30*), 
(31 *), (3~*), (38*), (46*) und (48*), wenn wir in ihnen a

3 
= a

4 
= a

5 
= 0 

s~tzen. Sie. stimm~n überein .mit .den Formeln für die Gauß-Krüger-Koor
dmaten, wie es sem muß, weil bei der Gauß-Krüger-Abbildung die x-Achse 
das längentreue Abbild des Hauptmeridians ist. 

. Se~~en wir in den Gleichungen (30*), (31 *) und (46*) LI r:p = 0 und sehen 
w_rr ~afur das Argument r:p als veränderlich an, so erhalten wir Gleichungen, 
die im Rahmen der mitgeführten Glieder den Gleichungen (19), (20) auf 
S. 498 und der Gleichung (20) auf S. 510 in Jordan-Eggert, Handbuch der 
Vermessungskunde 1923 ([8]), entsprechen. Dabei ist in Gleichung (30*) für 
x rechts noch die Meridianhogenlänge B bis zur Breite r:p hinzuzusetzen. In 
entsprechender Weise erhalten wir aus den Gleichungen (37*), (38*) und (48*) 
Gleichungen, die den Gleichungen (21) und (22) auf S. 503 a. a. 0. und der 
Gleichung (21) auf S. 510 a. a. 0. entsprechen, wenn wir x = 0 setzen, wobei 
dann LI r:p den Unterschied r:p - r:p 1 zwischen der gesuchten Breite r:p und der 
Fußpunk~hreite r:p1 bedeutet und die Fußpunktbreite r:p

1 
als Argument zu 

nehmen ist. 

h) Längentreue Abbildung des Urbildes der y-Achse 
(das Vergrößerungsverhältnis ist unabhängig von y) 

Bei längentreuer Abbildung des Urbildes der y-Achse ist das Ver
größerungsverhältnis zunächst auf dieser Achse unabhängig von y. Das 
bedeutet aber, daß es überhaupt unabhängig von y sein muß, weil diese 
Voraussetzung die erstgenannte mit einschließt. Wäre dem nicht so so müßte 
es zwei verschiedene konforme Abbildungen mit längentreuer Abbildung der 
y-Achse gehen, nämlich eine solche, bei der nur auf der y-Achse das Ver
größerungsverhältnis unabhängig von y ist, und eine solche, bei der es überall 
von y unabhängig ist. Das ist aber nicht möglich (vgl. III. 1. Satz h ). 

Auf Grund der Bedingung, daß das Vergrößerungsverhältnis überall 
von y unabhängig sein muß, lassen sich aus der Grundformel (48*) die Vor
zahlen ai ermitteln, indem wir alle Vorzahlen in den Gliedern die y enthalten 
gleich O setzen. ' ' 

Dabei ergibt sich 

aa = 6 ~ 2 (1 + rJ2) a4 = - 6~ 3 'Yj 2 t (l + 'YJ 2) cos a0 · x a5 = 
24 

1
N

4
• 
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Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundformeln erhalten wir die 
Gebrauchsformeln für die Koordinatenübertragung und für das Vergrößerungs
verhältnis. Diese Vorzahlen stimmen mit denen überein, die Großmann für 
die ebenen querachsigen Koordinaten gefunden hat ([16] S. 488 Umk?hrung 
der Gleichung (16)); die Meridianhogenlänge LI s ist dort mit ~o bezeichnet. 

Die hier für die längentreue Abbildung des Urbildes der y-Achse ge
fundene konforme Abbildung ist also bis zur mitgeführten Ordnung identisch 
mit der sogenannten querachsigen Abbildung. Beide Abbildungen müssen 
aber überhaupt identisch sein; denn erst~ns weist .Großmann a. a. ~· ([~6] 
(S. 494/495) nach, ~aß bei ~~r quera~hsige~ Abbildung des Erdellips01ds 
auch bei der Entwicklung hoherer Glieder im Falle x = 0, d. h. auf der 
y-Achse, das Vergrößerungsverhältnis stets gleich 1 ist~ 1:1nd zweite~s. wird 
auch bei der querachsigen Abbildung der Haupt~endian geradlimg al~ 
x-Achse abgebildet. Aus der Identität beider Abbildungen folgt, daß bei 
der hier gefundenen Abbildung das Urbild der y-Achse die geodätische Linie 
sein muß, die auf dem Hauptmeridian im Normalpunkt der Abbildung. senk
recht steht· denn auf Grund der Forderung nach längentreuer Abbildung 
dieser geod~tischen Linie werden ja die Formeln der querachsigen Abbildung 
abgeleitet. 

Eine besondere Ableitung der Formeln zur Be1·echnung de1· rechtwinkligen 
aus den geographischen Koordinaten für die querachsige Abbildung aus .d~r 
Bedingung heraus, daß die zum Hauptmeridian senkrechte geodätische Lrme 
längentreu abgebildet wird, wird in Abschnitt V dieser Arbeit gegeben. 

c) Längentreue Abbildung des Hauptbreitenkreises 

(das Vergrößerungsverhältnis ist unabhängig von der 
geographischen Länge l) 

Wird der Hauptbreitenkreis, d. h. der Breitenkreis, der durch den 
Normalpunkt der Abbildung geht, längentreu abgebildet, so bedeutet das, 
daß das Vergrößerungsverhältnis überhaupt von der geographischen Länge 
unabhängig sein muß, weil damit auch die längentreue Ahhildu~g des ~aupt
hreitenkreises erreicht wird. Wäre dem nicht so, so müßte es zwei verschiedene 
konforme Abbildungen mit längentreuer Abbildung des Hauptbreitenkreises 
gehen, nämlich eine solche, bei der das Vergrößerungsverhältnis nur auf d~m 
Hauptbreitenkreis unabhängig von der geographischen Länge ist, und eme 
solche, bei der es überhaupt von der geographischen Länge unabhängig ist. 
Das ist aber nicht möglich (vgl. III. 1. Satz h ). 

Auf Grund der Bedingung, daß das Vergrößerungsverhältnis überall 
von l unabhängig sein muß, lassen sich aus der Grundformel (46*) die Vor
zahlen ai ermitteln, indem wir alle Vorzahlen in den Gliedern, die l enthalten, 
gleich O setzen. 

Dabei ergibt sich 

aa = 6 ~2 (1 + 'Y/2) a4 = 
2
1
4 

~ 3 (1-3 'Yj2-4 'YJ4 ) cos ao. x a5 = 12/ N 4 (5 + 3 t 2
). 

Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundformeln erhalten wir die 
Gebrauchsformeln für die Koordinatenübertragung und für das Vergrößerungs
verhältnis. Sie stimmen mit denen für die konforme Lamhert-Ahhildung 
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(,.,Kegelprojektion") des Erdellipsoids überein ([6] S. 19 Gleichungen (4) 
und (3), S. 23 Gleichungen (9) und (9a), S. 22 Gleichungen (5) und (Sa), 
S. 16 Gleichung (8), S. 26 Gleichung (4)). 

d) Das Vergrößerungsverhältnis ist konstant auf Kreisen um 
das Abbild des Normalpunktes, d. h. auf Kreisen um den 

Koordinatenursprung in der Ebene 

Es soll also sein m-1 = c (x2 + y 2), andererseits ist nach Gleichung (48*) 

x2 [l J y2 xa 
m - 1 = 3 a3 N 2 N 2 + 2 (1 + r;2) - 3 a3 N 2 N 2 + 4 a4 N 3 Na 

+ [-2 r;2 t (l + r;2)-12 a4 N 3 cos ao. x] cos ao·x x.J0
2 

+ ... 
Aus der geforderten Identität beider Gleichungen folgt zunächst 

1 1 
3 a 3 N 2 = 2 (1 + r;2

) - 3 a 3 N 2 oder a 3 = 12 N 2 (1 + r;2
). 

Die Vorzahlen von x3 und x y 2 können aber wegen des Ausdrucks 
- 2 r;2 t (l + r;2) in der Vorzahl von x y 2 nicht gleichzeitig zum Verschwinden 
gebracht werden. Daraus folgt, daß eine Abbildung von der hier für das 
Vergrößerungsverhältnis geforderten Eigenschaft heim Erdellipsoid nicht 
möglich ist, jedenfalls nicht unter der hier gemachten Voraussetzung, daß 
ein Meridian geradlinig als x-Achse abgebildet wird. 

Bei der Kugel dagegen ist eine derartige Abbildung möglich, weil bei 
ihr r;2 = 0 ist. Bei der Kugel wird 

1 1 
aa = 12N2 a4 = 0 a5 = 120 N4' 

Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundformeln erhalten wir die 
Gebrauchsformeln für die Koordinatenübertragung und für das Vergröße
rungsverhältnis. U. a. wird 

1 LI s3 1 LI s5 x 2 + y2 

x = L'.1 s + 12 N2 + 120 N4 + . . . und m = 1 + ~· 
Diese Ausdrücke sind bereits von der „stereographischen Projektion" der 
Kugel her bekannt. 

e) Das Vergrößerungsverhältnis ist konstant auf einer 
beliebigen Geraden durch den Ursprung des ebenen 

Koordinatensystems 

Ist die Gerade durch die Gleichung y = nx gegeben, so müßte man aus 
Gleichung (48*) die Werte ai ermitteln können, wenn in ihr nx für y eingesetzt 
wird und dann die Vorzahlen der Potenzen von x gleich O gesetzt werden. 
Das aber ist wiederum nicht gleichzeitig für alle Vorzahlen möglich, und zwar 
diesmal nicht nur heim Ellipsoid, sondern auch bei der Kugel. Auch diese 
Feststellung gilt nur unter der bei der Ableitung der Formeln (30*), (31 *), 
(37*), (38*), (46*) und (48*) gemachten Voraussetzung, daß ein Meridian 
als x-Achse in die Ebene abgebildet wird. 
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Hiervon abgesehen kann aber das geradlinige Abbild jeder beliebigen 
geodätischen Linie . x-Achse eines ebenen Koordinatensystems werden. Und 
für eine solche x-Achse können wiederum beliebige Vergrößerungsverhältnisse 
gelten. Nur kann man dann nicht auch erwarten, daß zugleich ein Meridian 
geradlinig abgebildet wird. 

Anschließend werden für einen derartigen Fall die den Formeln (30*) 
und (31 *) entsprechenden Formeln (71) und (72) zur Berechnung der ebenen 
Koordinaten aus den geographischen Koordinaten abgeleitet. 

Der Abschnitt IV bringt weitere Anwendungen der Grundformeln. 

4. Geradlinige Abbildung einer beliebigen geodätischen Linie 

a) Allgemeines 

Eine geodätische Linie auf dem Erdellipsoid sei das Urbild der x-Achse 
eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten x und y. Die geodätische 
Linie sei bestimmt durch die laufenden Koordinaten L'.1 q und l. Es müssen 
für die betrachtete geodätische Linie, der in der Ebene der Wert y = 0 
entspricht, L'.1 q und l je eine Funktion von x sein: 

L'.1 q(y = O) = L'.1 q (x) l(y= O) = l (x). (49) 

Setzen wir 

L'.f fö = O ) + i l (y =0 ) = L'.f q (X) + i l (X) = <f> (X), 
so kennzeichnet die Gleichung 

L'.1 q + il = <!> (x +iy) 

(50) 

(51) 

eine konforme Abbildung der Ebene auf das Erdellipsoid, bei der das Abbild 
der x-Achse die betrachtete geodätische Linie auf dem Erdellipsoid wird. 
Denn aus Gleichung (51) erhalten wir für y = 0 die Gleichung (50), die wieder 
in die Gleichungen (49) zerfällt; d. h. wir bekommen für y = 0 die Glei
chung der betrachteten geodätischen Linie, des Urbildes der x-Achse. 

Die Umkehrung der Gleichung (51) kennzeichnet diejenige konforme 
Abbildung, bei der das Abbild der gegebenen geodätischen Linie x-Achse 
des ebenen Systems ist. Auch hier ist diese Abbildung wieder die einzig mög
liche, weil es eben nicht zwei verschiedene konforme Abbildungen gibt, bei 
denen eine Linie beide Male nach dem gleichen Gesetz abgebildet wird. 

b) Durchführung der konformen Abbildung 

Wir bilden zunächst die Gleichung (49): 

Die Abbildung der geodätischen Linie erfolge nach dem Gesetz 

x = L'.1 s + a 3 L'.1 s 3 + a 4 L'.1 s4 + a 5 L'.1 s 5 + . . . (52) 

Die Umkehrung dieser Reihe ergebe 
L'.1 s = x + h3 x3 + h4 x4 + h 5 x 5 + ... 
L'.1 s2 = x2 + 2 h3 x4 + 2 h4 x 5 + ... 
L'.1 s3 = x3 + 3 h3 x 5 + . . . (53) 
L'.1 s4 = x4 + .. . 
L'.1 s5 = x5 + .. . 

27 



Die Gleichungen (53) setzen wir in die Gleichung (4) ein: 

<p' -<p = (1 + rJ2} cosa N-} t [(l + rJ2) sin2 a + 3 'Y/2 (1 + 'Y/2) cos2 a] ;;2 

- } cos a [-6 N 2 h3 (1 + 'Y/2) + (1 + 3 t2 + 2 'Y/2 - 6 'Y/2 t2) sin2a 

~ 
+ 3 'Yj2 (1 - t2} cos2 a] Na 

+ 
2
~ {24N3 h4(1 + q2)cosa-24N2h3 t[(l + 'YJ2)sin2a + 3 'Y/2cos2a] 

+ t (1 + 3t2 + 2172-6172t2) sin4a-2 sin2 a cos2at (4 + 6 t2 (54) 

- 9 172 - 3 172 t2} + 12 172 t cos4 a} : 4 

+ 
1
!

0 
{120 N 4 h 5 cos a - 60 N 2 h3 cos a sin2 a (1 + 3 t2) 

+ cos a [(l + 30t2+ 45t4) sin4a-4 (2 + 15t2+ 15t4)sin2acos2a] 

-120 N 3 h 4 t sin2 a} ;
5

5 + ... 

Von L1 <p = <p' - <p gehen wir unter Beachtung der Gleichungen (2) zu L1 q 
über und bilden dazu 

x2 xf3 
L1 <p2 = (1 + 2172+ 174) cos2a N 2 - t cos a [(l + 2172) sin2a+3172 cos2 a] Na 

-
1
1
2 

{ cos2a [-24 N 2h3 (1 + 2172) + 2 (2 + 6 t2 + 6172-15172 t2) sin2a 

+ 12 172 (1 - t2) cos2 a] - 3 (1 + 2 172) t2 sin4 a } ;;4 

+ 
1
1
2 

cosa[-36 N 2 h3 t sin2a + 24 N 3 h4cos a + 3 t (1 + 3 t2) sin4a 

- 4 t (2 + 3 t2) sin2 a cos2 a] ;
5

5 + ... (55) 

L1 <p 3 = (1 + 3 172) cos 3 a : 3 --} t cos2 a [3 (1 + 3 172) sin 2 a + 9 172 cos2 a] ;;, 

- ;
2 

cos a [- 36 N 2 h3 cos2 a + 6 (1 + 3 t2) sin2 a cos2 a 

2 • 4 x5 
- 9 t sm a] N 5 + ... 

L1 4 - (1 + 4 2) 4 x' 2 3 • 2 x5 + <p - 17 cos a N 4 - t cos a sm a N 5 ••• 

A 5 _ 5 X
5 

LI <p - cos a N 5 + , .. 

Es wird dann 
A cos a x 1 t ( 2 • • xs 1 cos a 

LI q(y=O) = - - + - -- cos a-sm2 a} - -- -
cos <p N 2 cos <p N 2 6 cos <p 

[-6N2h3 + (1 + 6t2+ 172)sin2a-(l + 2t2+ 172)cos2a] ia 
+ 

2
1
4 

-
1
- [24 N 3 h4 cos a + 24 N 2 h3 t (cos2 a - sin2 a} 

cos <p 
+ t (1 + 6 t2 + 172) sin4 a - 2 t (9 + 18 t2 (56) 

+ 7 172} sin2 a cos2 a + t (5 + 6 t2 + 172) cos4 a] ;, 

28 

+ 
1
!

0 
co~<p { cos a [ 120 N 4 h 5 + 120 N 3 h4 t cos a (56) 

+ 60 N 2 h3 [cos2 a (1 + 2 t2)- sin2 a (1 + 6 t 2
)] 

+ (1 + 60t2+ 120t4)sin4a-2 (9 + 100t2+120t4) sin2acos2a 

+ (5 + 28t2 + 24t4)cos4a]-120 N 3 h 4 t sin2 a }~5 + ... 

Die Gleichung (5) für l · cos <p ergibt in Verbindung mit den Gleichungen (53): 

sin a x t . x2 

[ (y = O) = - -N + -- s1n a cos a N2 cos <p cos <p 

--
3

1 sin a [-3N2h3+t2sin2a-(1 + 3t2+'YJ2)cos2a] N~3 
cos <p 

_ .!_ sin a {- 3 N 3 h4 - 6 t cos a N 2 ha (57) 
3 cos<p ) x' 

+ tcosa [(l +3t2+ 172)sin2a-(2 + 3t2+ 172) cos2 a] i N' 

+ 
1
1
5 

sin a 't' { 15 N 4 h 5 + 30 t cos a N 3 h 4 
cos<p 

- 15 [sin2at2-(l + 3 t2)cos2a] N 2 h3 + t2(1 + 3t2)sin4 a 

+ (2 +15t2 + 15t4)cos4a-(l + 2oti + 30t4)sin2acos2a} ~ 5 + ... 

Aus Gleichungen (56) und (57) wird gemäß Gleichung (50) <!> (x) = L1 q (y=O) 

+ i l(y=o) gebildet. Man erhält daraus w = L1 q + i l, wenn man in <!> (x) 
gemäß Gleichung (51) überall x durch z = x + iy ersetzt. In den Gliedern 
von höherer Ordnung als z2 werden bei den Vorzahlen allgemeine Bezeich
nungen angewendet, deren Bedeutung sich durch Vergleichung leicht ergibt 
und in Gleichungen (73) angegeben ist. 

w = L1 q+ il = N_l_ (cos a + i sin a) z + N+- [-2
1 

(cos2 a- sin2 a) 
cos <p cos <p 

+ i sin a cos a] z2 - -
6

1 
N+-(wr 3 + i Wi 3) z3 (58) 

cos<p 

1 1 ( . ) 4 1 1 ( + · ) 5 + 24 N~ Wr4 + i Wi4 Z + 120~ N Wr5 i Wi5 z + ... cos <p cos <p 

Eine Trennung der reellen und imaginären Teile ergibt Formeln für die 
Berechnung von L1 q und laus x und y. Unter Benutzung der Reihe für L1 <p 
in Gleichung (3) kann man von L1 q zu L1 <p übergehen. Wir wollen hier davon 
absehen und beschränken uns auf die Herleitung von Formeln zur Berechnung 
von x und y aus L1 <p und l. Die Reihe für w in Gleichung (58), die die Form 

w = e1 z + e2 z2 + e3 z3 + e 4 z4 + e5 z
5 + ... 

hat, kehren wir um. Setzen wir 

d ~ d ~ d ~ 
2 = e12' 3 = e13' 4 = e1'' 

Z = C1 W + C2 w2 + C3 w 3 + C4 w 4 + C5 w 5 + ... , 

wobei für die Ci die Gleichungen 

(59) 

(60) 

(61) 

e1 c1 
= 1, e1 c2 = - d2, e1 c3 = 2 d22-d3, e1 c4 = -5 d23 + 5 d2 d3 -d4, 

e
1 

c
5 

= 14 d24 - 21 d22 d3 + 3 da2 + 6 d2 d4 - d5 (62) 

gelten. 
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Es ist 
1 ( . . ) 1 . e1 = -N cosa +is1na = -N e•a, 

cos <p cos <p 
(63) 

also wird 

I N . I N2 . I - = cos <p • e-ia, - = cos2 m · e- 2 ia, - = Na cosa m · e- aia, 
ei ' e12 , ' e,a , ' • •• (64) 

und wegen der Gleichungen ( 60) : 

d 2 = } t cos <p, d3 = -} cos2 <p • e- 3 ia (wr 3 + i wi 3), 

(65) 
d4 = 2

1
4 cos3 <p • e- 4 ia (wr4 + i wi 4), d 5 = i!o cos4cp • e- 5 ia (wr 5 + iwi 5). 

Aus den Gleichungen ( 62) folgt dann unter Einführung weiterer Abkürzungen 

c1 = N cos <p (cos a-i sin a) 

c2 = -} Nt cos2 <p (cos a -i sin a) 

c3 = N cos <p • e-i a [}t2 cos2 <p + } cos2 <p · e- 3ia (wr3 + i Wta)] . ' 

=} N cos3 <p • e - ia [3 t2+ wr 3 cos 3 a + wi 3sin3a + i (wi 3cos 3 a-wr3sin3a)] 

1 
= 6 N cos3 <p [u1 cos a + u2 sin a + i (u2 cos a - u1 sin a)] 

=} N cos3 <p (zr 3 + i Zt 3). In ähnlicher Weise wird 

1 
C4 = - 24 N cos4 <p [Ä1 cos a + Ä2 sin a + i (Ä2 cos a -Ä1 sin a)] 

= - ; 4 N cos4 <p (zr 4 + i Zi: 4) 

IN s [ . '( c5 = 120 cos <p Y1 cos a + Y 2 sm a + i ,.,2 cos a - ,.,1 sin a)] 

_ IN s ( . ) 
- 120 COS <p Zr5 + t Zt5 • 

Hierin ist 

U1 = 3 t2 + Wr3 COS 3 a + Wi3 sin 3a U2 = Wi3 COS 3 a -Wra sin 3 a 

Ä1 = 15 t 3 + 10 t (Wr3 COS 3 a + Wi3 sin 3 a) + Wr 4 COS 4 a + Wi4 sin 4 a 

Ä2 = 10 t (wi3 cos 3 a - Wr3 sin 3 a) + Wi4 cos 4 a - Wr4 sin 4 a 

Y1 = 105 t4 + 105 t2 (wr3 cos 3 a + Wi3 sin 3 a) + 10 (wr32-wi3
2) cos 6 a 

(66) 

+ 20 Wr 3 Wi3 sin 6 a + 15 t (wr4 cos 4 a + Wi4 sin 4 a) (67) 

- Wr5 COS 5 a - Wis sin 5 a 

V2 = 105 t2 {Wi3 COS 3 a - Wr3 sin 3 a) + 20 Wra • Wia COS 6 a 
- 10 (wra2 - Wi 32) sin 6 a + 15 t (wi4 cos 4 a - Wr 4 sin 4 a) 
-Wi5 COS 5 a + Wr 5 sin 5 a. 
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Wegen Gleichungen (61) und (66) wird 

x + i y = N cos <p ( cos a - i sin a) ( LI q + i l) 

- } Nt cos2 <p (cos a -i sin <I) (LI q2 -12 + i 2 LI q l) 

+ }Ncos3 <p (zr3 + i zi3) [LI q3-3 LI ql2 + i (3 LI q2 l-l3)] (68) 

- ;4 Ncos 4<p{Zr4 + izi4) [LI q4 -6 LI q2 l 2 + l4+ i(4LI q3 l-4LI ql3)] 

+ i!o N cos 5 <p (zr5 + i zi5) [LI q5 -10 LI q3 l2 + 5 LI q 14 

+ i (5 LI q4 l - 10 LI q2 la + 15
)] - + ... 

und damit 

; = cos <p ( cos a LI q + sin a l) 

- } t cos2 <p ( cos a LI q2 - cos a 12 + 2 sin a LI q l) 

1 + 6 cos3 <p (zr3 LI q3 - 3 Zr3 LI q 12 - 3 Zi3 LI q2 l + Zi3 l3) 

1 (69) 
-

24 
cos4 <p (zr4 LI q4-6 Zr4 LI q2 l2 + Zr4 l4-4 Zi4 LI q3 l + 4 Zi4 LI ql3) 

+ i!o cos 5 <p (zr5 LI q5 - 10 Zrs LI q3 l 2 + 5 Zrs LI q 14 - 5 Zis LI q4 l 

+ 10 Zj5 LI q2 l3 - Zi5 l6
) 

+ ... 

~ = cos <p ( cos a l - sin a LI q) 

-} t cos2 <p (2 cos a LI q l - sin a LI q2 + sin a 12) 

1 
+ 6 cos3 <p (3 Zr3 LI q2 l - Zr3 l3 + Zj3 LI q3 - 3 Zi3 LI q 12

) 

1 
- 24 cos4 <p (4 Zr4 LI q3 l-4 Zr4 LI q l3 + Zj4 LI q4-6 Zi4LI q2 l 2 + Zi4 l4) 

+ i!o cos 5 <p (5 Zr5 LI q4 l - 10 Zr 5 LI q2 l3 + Zr 5 l 5 + Zis LI q5 

- 10 zis LI q3 12 + 5 zi 5 LI q 14) 

+ ... 

(70) 

Mit Hilfe der Gleichungen (2) ersetzen wir LI q durch LI <p und erhalten: 

X 3 
N = cos a ( 1 - rJ2 + rJ4 - rJ6) LI <p + 2 'Y/2 t cos a ( 1 - 2 'Y/2) LI cp2 

1 
+ 6 [cos a (l -t2 + rJ 2

) + Zra (1-3172
)] LI cp3 

1 1 
+ 2 t cos2 <p cos a 12 - 2 cos2 <p (l - rJ2) Zra LI <p 12 

1 
+ 

24 
[t COS a (1-5 t2 - rJ 2 + 2 'Y/2 t2) + 6 t Zra {l-rJ2

) -Zr4 {1-4 rJ2
)] LI <p4 
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I 

1 1 
- 4 cos2 

<p [t Zr3 (1 + rJ2) - Zr4 (1 - 2 172)] L1 cp2 l2 -
24 

cos4 <p zr 4 14 

1 
+ 120 [cos a (5-26 t4-7 t2) + 5 Zra (2 + 7 t2)-10 zr4 t + Zrs] L1 <p5 

- 1
1
2 cos2 

<p [ Zr3 (1 + 2 t2) - 3 t Zr4 + Zr5] L1 cp3 l 2 + 
2
1
4 

Zrs cos4 <p L1 <p 14 

+ cos <p sin a l - t cos <p sin a (l -172 + 174) L1 <p l 

-} cos <p [t2 sin a (l + 172) + zi3 (1 - 2 172)] L1 cp2 l 

+ i cos3 cpzi3l 3-i cos <p [t sin a (l + 2 t2+ 172) 

1 
+ 3 t Zi3-Zi4 (1-3172)] LJ <p3 l - 6 COS 3 <p Zi 4 (1 -172) LJ <p l3 

- 2
1
4 cos <p [t2 sin a (5 + 6 t2) + zi3 (4 + 11 t2) - 6 t zi4 + zi5] L1 cp4 l 

1 
- 12 cos3 <p (t Zi4 - Zis) L1 cp21a 

1 
- 120 cos5 <p Zi5 ls + ... 

und 

y 
N = cos <p cos al -t cos <p cos a (l -172 + 174) L1 <p l 

1 
- 2 COS <p [t2 

COS a (l + 172) - Zra (1 - 2 172)] LJ <p2 l 

1 1 
- 6 cos3 <p Zr3 l 3 - 6 cos <p [t cos a (l + 2 t2 + 172) 

- 3 t Zr3 + Zr 4 (1 - 3 172)] L1 <p3 l 
1 

+ 6 cos3 <p Zr4 (1 -172) L1 <p l3 
1 

- 24 cos <p [t2cos a (5 + 6 t2)-zr3 (4 + 11 t2) + 6 t z, 4-zr5] L1 cp4 l 

+ !:._ 3 ( _ ) A 2 [3 1 5 [5 
12 COS <p t Zr 4 z,5 LJ <p + 

120 
COS <p Zrs 

- sin a (l -172 + 174 -176) L1 <p -} 172 t sin a (l - 2 172) L1 <p2 

- } t cos2 <p sin a 12 

-i [sina (l-t2+ 172)-zi3 (1-3172)] LJ cp3-}cos2 <pZia (l-172) LJ <p 12 

1 1 
- 4 cos2 <p [t zi3 (1 + 172) - Zi4 (1 - 2 172)] L1 cp2 l2 -

24 
cos4 <p zi4 l4 

- 2
1
4 [t sin a (l-5 t2-172 + 2172t2)-6 tzi3 (l-172) + zi4 (1-4172)] L1 cp4 

- 1!0 [sin a (5-26 t4-7 t2)-5 zi3 (2 + 7 t2) + lOt zi4-zi5] L1 cp5 

1 1 
- 12 cos2cp [zi3 (1 + 2t2)-3 tzi 4 + zi5] L1 cp3l2+ 24 cos4 <p Zis L1 <p 14 + ... 

Eine Anwendung dieser Formeln wird in Abschnitt V gebracht. 
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(71) 

(72) 

Die einzelnen Abkürzungen bedeuten: 

Wr 3 = cos a [- 6 N 2 h3 + (1 + 6 t2 + 172) sin2 a - (1 -+: 2 t2 + 172) cos2 a] 

w,4 = 24 N 3 h4 cos a + 24 N 2 h3 t (cos2 a - sin2 a) + t (1 + 6 t2 + 172) sin4 a 

- 2 t (9 + 18 t2 + 7172) sin2 a cos2 a + t (5 + 6 t2 + 172) cos4 a 

w,5 = cos a {120 N 4 h 5 + 120 N 3 h4 t cos a + 60 N 2 h3 [cos2 a (l + 2 t2) 
- sin2 a (1 + 6 t2)] + (1 + 60 t2 + 120 t4) sin4 a - 2 (9 + 100 t2 
+ 120 t4) sin2 a cos2 a + (5 + 28 t2 + 24 t4) cos4 a} -120 N3 h4 t sin2 a 

wi3 = 2 sin a [- 3 N 2 h3 + t2 sin2 a - (1 + 3 t2 + 172) cos2 a] (73) 

Wi 4 = - 8 sin a { - 3 N 3 h4 - 6 t cos a N 2 h3 
+ t cos a [(l + 3 t2 + 172) sin2 a- t (2 + 3 t2 + 172) cos2 a]} 

w.5 = + 8 sin a { 15 N 4 h5 + 30 t cos a N 3 h 4 

- 15 [ sin 2 a t2 - (1 + 3 t2) cos2 a] N 2 h3 + t2 ( 1 + 3 t2) sin 4 a 

+ (2 + 15 t2 + 15 t4) cos4 a - (1 + 20 t2 + 30 t4) sin2 a cos2 a} 

Zr3 = x1 cos a + x2 sin a 

Zr 4 = Ä.1 cos a + Ä.2 sin a 
zi3 = x 2 cos a - x 1 sin a 
zi4 = Ä. 2 cos a - Ä.1 sin a 

z,5 = v1 cos a + v2 sin a zi 5 = v2 cos a - v1 sin a. 

Die Bedeutung der x, Ä und v ist in den Gleichungen (67) angegeben. 

Wir betrachten zwei Sonderfälle, nämlich 

a) sin a = O; ß) cos a = 0. 

a) sin a = 0; d. h . . ein Meridian wird geradlinig abgebildet : 
Es wird 

Wi3 = Wi4 = Wi5 = 0 
X1 = 3 t 2 + Wr3 COS 3a 
.l.1 = 15 t3 + 10 t Wr3 COS 3 a + Wr4 COS 4 a 

'J11 = 105 t4 + 105 t 2 Wr3 COS 3 a + 10 Wr32 COS 6 a 
+ 15 t Wr4 COS 4 a - Wr5 COS 5 a 

Z,3 = X1 COS a, Zr4 = Ä1 COS a, Zr 5 = 'Jll COS a Zi3 = Zi4 = Zi 5 = 0. 

Hieraus folgt, daß die in den zwei Gleichungen (71) und (72) für x /N und y /N 
als zweite Gruppe zusammengefaßten Glieder null werden, wenn sin a = 0 ist. 

ß) cos a = 0; d. h. die geodätische Linie hat das Azimut + 90° oder - 90°. 

Es wird 
Wr3 = 0; Wr 4 = -24N2h3 tsin2a + t(l +6t2 + 172)sin 4 a; 

Wr5 = - 120 N 3 h, t sin2 a 
u 1 = 3 t2 + wi3 sin 3 a u 2 = 0 
Ä1 = 15 t3 + 10 t Wia sin 3 a + Wr4 .cos 4 a Ä2 = + Wi 4 cos 4 a 

v1 = 105 t4 + 105 t2 Wia Sill 3 a - 10 Wi32 COS 6 a + 15 t Wr4 COS 4 a (75) 
-wi5 sin 5 a 

v2 = + 15 t wi4 cos 4 a + Wrs sin 5 a 

Z,3 = 0, Zr4 = A.2 sin a, Zrs = v2 sin a 
zi3 = - x 1 sin a, zi4 ·= -Ä1 sin a, zi5 = - v1 sin a. 
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IV. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung 
des Erdellipsoids und ihre Grenzfälle 

1. Die Grundgleichung der konformen Lambertabbildung 
bei einer beliebigen Fläche 

a) Allgemeines 

Wir wollen eine k~nforme Abbildung des Erdellipsoids finden, die der 
konfor~en Lambertabbildung soweit als möglich entspricht. Als Haupteigen
s~haft dieser Abbildung haben wir in der Einleitung die formtreue Abbildung 
emes geodätischen Strahlenhüschels festgestellt. Wir gehen daher von der 
Betrachtung eines: geodätischen Strahlenbüschels aus. 

Abb.1 Abb.2 

. Abb. 1 z~igt ein geodätisches Strahlenbüschel auf einer beliebigen Fläche. 
Wrr wollen emen Strahl dieses Büschels betrachten, der mit einem anderen 
gegebenen Strahl de~ Win~el a0 •. bildet. Ändern wir den Winkel a

0 
um den 

Betrag d a, .so entspncht dieser Anderung eine Länge m d a auf der ortho
gonalen TraJ~ktorie (geodätischer Entfernungskreis) des B

0
üschels im Abstand 

so vom Scheitel C des Büschels. Hierbei bedeutet m die reduzierte Länge 
der geodätisc~en Linie. Es ist zu beachten, daß m außer von der Bogenlänge s 
auch vom Wmkel a abhängig ist. 

Der betrachteten geodätischen Linie entspreche in der Ebene ein Strahl 
C' R (Abb. ~). per Länge s0 entspreche die Länge Ro und dem Winkel da 
entspreche die ~derung d '1/J· Dann entspricht dem Bogenstück m d a der 
orthogonalen TraJektorie das Stück Rod 1P des Kreises mit dem

0 
Radius 

R0 um C '. 

Der Strahl C' R sei Abszissenachse eines ystems rechtwinklig-ebener 
Koordinaten x , y. 

Setzen wir nun fest, daß 

. . . Ro d 1P = mo da (76) 
is~, so h~ben ~ em~ der konformen Lamhertabbildung entsprechende Ab
b~!d~g im D~fferentiellen vor uns. Aus Gleichung (76) folgt für das Ver
haltms des Wmkels d 1P zu dem Winkel da 
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n = dtp - mo 
d a - R

0 
• (77) 

Über die Größe von Ro ist noch nichts gesagt. Um auch diese festzu
setzen, gehen wir davon aus, daß bei der konformen Lambertabbildung des 
Erdellipsoids, bei der die abzubildende orthogonale Trajektorie ein Parallel
kreis ist, Ro = N0 ctg % ist. Das ist die Länge der Mantelseite des Berührungs
kegels von der Kegelspitze bis zum berührten Parallelkreis, der nach der 
Abwicklung des Kegels in die Ebene diesen Radius hat. Wegen der Invarianz 
der geodätischen Krümmungen bei Abwicklungen ist Ro = N 0 ctg cp0 der 
geodätische Krümmungsradius des Parallelkreises. Dementsprechend soll auch 
in unserem Falle Ro der geodätische Krümmungsradius der orthogonalen 
Trajektorie an der betrachteten Stelle sein. 

Aus der Bedingung in Gleichung (76) wollen wir das Vergrößerungs-
. verhältnis auf dem Abbild der betrachteten geodätischen Linie, d. h. auf der 

Abszissenachse, ableiten. Es seien d R das Linienelement des Abbildes und 
d s das Linienele~ent der betrachteten geodätischen Linie. Weil diese Linie 
mit dem Ausgangsstrahl den Winkel a0 bildet, nennen wir das Vergrößerungs
verhältnis m0• Es ist 

dR 
mo = ""J";. 

b) Das Vergrößerungsverhältnis auf der Abszissenachse 

(78) 

Wir können s und a als geodätische Polarkoordinaten auf der jeweils 
betrachteten krummen Fläche ansehen. In diesem System gilt für das Linien
element 

d a2 = d s2 + m2 d a2. 

Die Gauß'schen Fundamentalgrößen erster Ordnung sind also E = 1, F = 0 
und G = m2• Die Gleichung für das Linienelement zeigt, daß s und a keine 
isothermen Parameter sind, weil sie sich nicht auf die isotherme Form 

d a2 = Ä (s, a) (d s2 + d a2
) 

bringen läßt. Wir gehen daher mit Hilfe der Formeln (vgl. z.B. Blaschke 
[12] S. 178 Gleichung (148)) 

T = yEG-F2 

zu den isothermen Parametern ; und 'YJ über. Im vorliegenden Falle wird 

- 1'}a 1 ;s=--- = - ' 'Yja m m 
m217s ~ 

; a= --- = - m ' 'Yj :Jo 
m 

(79) 

In der Ebene berechnen wir das Linienelement aus den Parametern R 
und '1/J, die als ebene Polarkoordinaten angesehen werden können: 

d 82 = d R 2 + R 2 d 'I/J2
• 

Auch R und 1P sind keine isothermen Parameter. Bezeichnen wir mit y' 
die Bogenlänge des Kreises mit dem Radius Ro und rechnen wir y ' von dem 
Schnitt des Kreises mit dem Strahl R ab, so können wir zu isothermen 
Parametern x ' und y ' übergehen, indem wir bilden (vgl. Abb. 2) 

d 52 = d R2 + R2 ( a;) = (~ ) 2 ( 1;: d R2 + d y ,2) . 
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Wir haben jetzt eine isotherme Form des Linienelements. Setzen wir 

Rod R = d x' 
R ' (80) 

so sind x' und y' die gesuchten isothermen Parameter. 

Eine konforme ebene Abbildung des betrachteten Bereichs der Fläche 
er~alten wir, wenn wir di~ Isothermen beider Flächen, d. h. der gegebenen 
Flache und der Ebene, emander entsprechen lassen. Wir setzen also 

x' = ~ und y' = 'YJ 

und erhalten entsprechend Gleichung (79) für den Strahl R 

d x' 1 dy' 
Ts = m~· 

Berücksichtigen wir die in Gleichung (76) enthaltene Bedingung 

_ / dy' m0 d a - R0 d '1/J = d y oder da = m0, so wird 

dx' _ m0 -;r; - m (81) 

Durch Verbindung der Gleichungen (78), (80), (81) erhalten wir für das ge
suchte Vergrößerungsverhältnis 

dR m 0 R 
mo = - = --

ds R 0 m (82) 

oder auch, wegen Gleichun~ (77), 
dR R 

mo = -;r; = nm. (83) 

B~.steht dieses Vergrößerungsverhältnis für den Strahl R, so wird dem Bogen
st.u~k m0 da. der orthogonalen Trajektorie der betrachteten geodätischen 
Lime das gleich lange Stück Ro d "P des Kreises mit dem Radius Ro um C' 

· entsprechen. 

. Es i~t noch Ro als geodätischer Krümmungsradius der orthogonalen 
Tr~~ektorie an. der betrachteten Stelle zu bestimmen. Für die geodätischen 
Kru~mungen m dem orthogonalen Netz der geodätischen Linien (s-Linien) 
und ihrer orthogonalen Trajektorien (a-Linien) hat man (vgl. z.B. Blaschke 
[12] S. 150 (Gleichung 12)) 

Für die g~odätischen Linien ergibt sich, wie es sein muß, g1 = 0, weil E = 1 
= konst ist. Für die geodätische Krümmung der orthogonalen Trajektorie 
erhalten wir 

1 öm 
g2 = in er;· 

F~en wir für die Ableitungen der reduzierten Länge m der geodätischen 
Lime nach der Bogenlänge s die Abkürzungen 

dm , d2 m d3m - - m · - = m"· - - m ' '' d s - , d s2 , d ss - usw. (84) 
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ein, so wird also 

m' d d . R 1 mo d mo ( ') g 2 = - un amit O = (-) = (-,-) un n = R = m o· m g2 o m o o 
(85) 

Statt der Gleichung (83) können wir also für das Vergrößerungsverhältnis 
auf dem Strahl R auch schreiben 

mo = dR = (m')o~· 
ds m 

(86) 

Die Gleichungen (82), (83) und (86) sind als verschiedene Formen der Grund
gleichung der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung einer be
liebigen Fläche anzusehen. 

2. Sonderfall der Kugel 

Vor der Durchführung der eigentlichen konformen Lambertabbildung 
des Erdellipsoids unter Benutzung der Grundgleichung soll diese an Hand 
eines Beispiels näher betrachtet werden. Wir benutzen hierzu den Sonder· 
fall der Kugel, bei der die reduzierte Länge m der geodätischen Linie ( Größt
kreis) unabhängig vom Winkel a ist. In diesem Fall können wir m statt m 0 

schreiben. Als die geodätische Linie, von der aus der Winkel a gezählt wird, 
wollen wir hier, wie auch später beim Erdellipsoid, den Meridian durch den 
Scheitel des geodätischen Strahlenbüschels wählen. Der Winkel a bedeutet 
dann das Azimut. 

a) Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung 

Für die reduzierte Länge einer geodätischen Linie auf einer Kugel mit 
dem Radius r gilt nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 411 Gleichung (14)) 

Damit wird 

• So m0 = r sm-;:-; 

. s 
m = rsin-. 

r 

n = (m ')0 = co ~; 
r 

R So 
O = T tg - ; 

r 

s0 R 
m = cos---. 

r . s 
r sm

r 

(87) 

(88) 

Für s = s0 wird m = 1. 

Liegt der Scheitel des Büschels im Pol, so ist s/r = 90 - <p, und wir 
erhalten 

· R sin <p0 Ro = r ctg % und m = -- (89) r cos <p 

in Übereinstimmung mit Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 529 Gleichung (1) 
und S. 531 Gleichung (3)), wo P für % geschrieben ist. 

b) Die stereographische Projektion 

Setzen wir in Gleichung (88) s0 = 0, s9 erhalten wir Ausdrücke, die 
der stereographischen Projektion der Kugel entsprechen. Es wird 

R 
m

0 
= 0 n = (m ')0 = 1 R0 = 0 m = --. (88a) . s 

r sm
r 
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Führen wir in die letzte der Gleichungen (88a) für R d A dr k . der stereog h. h p · . en us uc em der rap isc en roJ ektion entspricht, nämlich ' 

R = 2 rtg ~ 
2 r' (90) 

und formen wir etwas um, so wird 
• s 

2 tg 2 R m = 1 s R2 
2 sin ~ cos ~ = cos2 s = l + tg

2 
2 r = l + 4 r2 · 

2r 2r 2r 

Bildet man zur Probe für die Gültigkeit der Gleichung (90) die erste Ab
leitung von R nach s, so erhält man ddR = m = ~ s • In einem System . s 

r sm-

recht'?nklig-ebener Koordinaten x und y ist R2 _ r 2 + 2 w· also die bekannte Formel für das V „ß - hx Y · ir erhalten graphischen Projektion ergro erungsver ältnis bei der stereo-

- l x2 + y2 
m - +~· (91) 

Für s = s folgt aus Gle· h (90) d durch Grenzüb~rgang m = 1. ;eru;!heitel un der .. l~tzten Gleichung (88a) 
isti. also zugleich Normalpunkt der Abbild!:~~eodatis en Strahlenbüschels 

Liegt der Normalpunkt im Pol, so wird ~ 
R 

m = (89a) r cos <p 

c) Die verallgemeinerte Mercatorabbildung 

Setzen wir in Gleichung (88) ~ = ~ und s = s + A h 1 · A .. . r 2 o LJ s, so er a ten wir 
kru~dr~ckA~.' die d)er Mercatorabbildung der Kugel (mit beliebigem Größt

eis a s quator entsprechen. Es wird 

mo = r; n = (m')o = 0; Ro = =; m = 0. oo = _I_ = _I_ 
sin ~ cos Lt s • ( 88b) 

r r 

Bei der Ermittlung des Ve „ß h""l . (83) und (86) w· b rgro erun~sver ~ tmsse versagen die Gleichungen 
gleich R = R_

0 

+ i~ ;~~=e:;~a~a:;er die Gleichung (82) und setzen zu-

m = m o !i: _ m0 R0 + Lt R 
Rom - R 0 m 

rno = 
m 

r 1 1 

rsin !.... sin!.... ~ · COS-

Für s = So wird m = 1. r r r 

h Y1
1 

ir. könne~ den Ausdruck in Gleichung (88b) für das V ·· ß v~.r a tms noch meiner anderen Form schreiben wenn . e~gro er~ngs-
Lange der geodätischen Linie vom Endpunkt~ der ;r a;ch die reduzierte 
d. h. wenn wir m als Funktion von L1 s ansehen. Wir ::~e: :~ ::s::s}ea~i 
m.fo statt m schreiben. Es ist m Lh = r sin Lt s. DieAbleitungdi'es d . r er re uzierten 
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Länge nach der Bogenlänge bezeichnen wir mit n. Es ist n = d ::· = cos Llr s, 

~w~ 1 m = n· (88c) 

Die Gleichung (88c) bestätigt, daß die verallgemeinerte Mercatorabbildung 
der Kugel und die querachsige Abbildung identisch sind. Denn bei der quer
achsigen Abbildung des Ellipsoids gilt nach Großmann ([16] S. 487 Glei
chung (14)) für das Vergrößerungsverhältnis auf der Ordinatenachse eines 
Systems geodätischer Parallelkoordinaten m 0 = 2-, wenn Abszissenachse das no 
geradlinige und längentreue Abbild einer geodätischen Linie ist, welche 
senkrecht auf der von uns betrachteten geodätischen Linie steht. Auch in 
unserem Fall~ = i haben wir es mit einem System geodätischer Parallel
koordinaten zu tun, nämlich dem Größtkreis, der die betrachtete geodätische 
Linie des Büschels senkrecht schneidet, als der einen Achse und der geodä
tischen Linie selbst als der anderen Achse. Es ist also auch der Ausdruck 
„querachsig" hier allgemein aufzufassen, d. h. ohne Beschränkung auf den 
Meridian als Hauptachse. 

Liegt der Scheitel des geodätischen Strahlenbüschels im Pol, so er-
halten wir 1 

m = -cos <p ' 
(89b) 

das bekannte Vergrößerungsverhältnis bei der eigentlichen Mercatorab
bildung (Seekarte). 

3. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung des Erdellipsoids 

a) Die Abbildungsgleichung für das geradlinige Abbild einer 
geodätischen Linie 

• Wir betrachten eine Linie des geodätischen Strahlenhüschels auf dem 
Erdellipsoid. Bei der konformen Abbildung auf die Ebene soll ihr Abbild 
geradlinig sein und x-Achse eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten 
x und y werden. Für das Vergrößerungsverhältnis auf der x-Achse gelte die 
Grundgleichung (82) der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung. 
Aus ihr ist x als Funktion der Bogenlänge s der betrachteten geodätischen 
Linie zu bestimmen. Wir rechnen x von dem Punkt ab, in welchem das 
Vergrößerungsverhältnis m

0 
= 1 ist, d. h. vom Endpunkt der Strecke Ro 

ab. Dementsprechend messen wir die Bogenlänge von dem Endpunkt der 
geodätischen Linie mit der Länge s0 ab. Wir setzen also 

S = So + L1 S R = R0 + x. (92) 

Für L1 s = 0 wird auch x = 0. Wir erhalten x als Funktion von L1 s mittels 
der Taylorschen Reihe: 

1 1 1 x = f' (so) L1 s + 2 f " (so) L1 s2 + 6 f "' (so) L1 s3 + 24f1v (so) L1 s4 (93) 
+ l~OjY (so) L1 ss + ... 
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Führen wir in die letzte der Gleichun e ( .. 
. der stereographischen ProJ· ektion ent g ~ h88a) fur. R den Ausdruck ein, der spnc t, namlich 

R = 2 rtg .!... 
2r' (90) 

und formen wir etwas um, so wird 
• s 

2to--
o 2 R 1 

= --s = 1 + tg2 .!... = 1 R2 
2 sin !_ cos !_ cos2- 2r + 4 r2· 

2r 2r 2r 

m = 

Bildet man zur Probe für die Gült. k . d . 

l 
. ig e1t er Gleichung (90) di 

eitung von R nach s, so erhält man d R - m R e erste Ab
d s - = -. -s · In einem System 

recht~nklig-ebener Koordinaten x und . : sm-;: 
also die bekannte Formel für das V !. ist R = x2 + y2. Wir erhalten 
graphischen Projektion ergroßerungsverhältnis bei der stereo-

m = l x2+y2 
.. + 4T""· (91) 

Fur s = so folgt aus Gleichun (90) durch Grenzübergang m = 1 D S gh . und der letzten Gleichung (88a) 
• -t,__ l · er c eitel des d" · h isll9 a so zugleich Normalpunkt de Abb'ld geo atis,: en Strahlenhüschels . r i ung. 

Liegt der Normalpunkt im Pol, so wird 

R m = (89a) r cos <p 

c) Die verallge · M meinerte ercatorabbildung 

Setzen wir in Gleichung (88) ~ _ n d -- un s = s + LI h . 
Ausdrücke di d M r 2 o s, so er alten WIT 
kr . 

1 
.. ' e er ercatorabbildung der K 1 ( . b 

eis a s Aquator) entsprechen. Es wird uge mit eliebigem Größt-

mo = r; n = (m')o = O; Ro = =; m = D. = = _I_ - 1 
sin ~ - cos L1 s • ( 88h) 

Bei der Ermittlung de Ver „ ß r r (83) und (86) w· b gro erungsverhältnisses versagen die Gle' h l · IT enutzen statt ihr d · GI . h ic ungen 
g eich R = Ro + LI R. Es wird dann er ie eic ung (82) und setzen zu-

Für 

m0 _ r 1 m = mo !!: - mo Ro + L1 R 
Ra m - Ra m m - -- =~ -- -

r sin ~ . s 
Slil-

s = So wird m = 1. r 
r 

1 

~· 
COS-

r 

~ir. können den Ausdruck in Gleichun .. 
v~rhaltms noch in einer anderen Form schreih~n (88b) fur. das Vergrößerungs-
iahge der geodätischen Linie vom End nk , w;nn wir auch die reduzierte 

. . wenn wir m als Funktion von L1 s pu hte Wer. Strecke so aus messen anse en IT wolle . di ' 
m.d„ statt m schreiben. Es ist mLf, = r sin L1 s . • . n m esem Fall 

-;:- . Die Ableitung dieser reduzierten 
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Länge nach der Bogenlänge bezeichnen wir mit n. Es ist n = d ma, = cos ~ . d s r 

also ist 1 m = -. (88c) 
n 

Die Gleichung (88c) bestätigt, daß die verallgemeinerte Mercatorabbildung 
der Kugel und die querachsige Abbildung identisch sind. Denn bei der quer
achsigen Abbildung des Ellipsoids gilt nach Großmann ([16] S. 487 Glei
chung (14)) für das Vergrößerungsverhältnis auf der Ordinatenachse eines 

Systems geodätischer Parallelkoordinaten m0 = _!_, wenn Abszissenachse das no 
geradlinige und längen.treue Abbild einer geodätischen Linie ist, welche 
senkrecht auf der von uns betrachteten geodätischen Linie steht. Auch in 

unserem Fall ; = i haben wir es mit einem System geodätischer Parallel

koordinaten zu tun, nämlich dem Größtkreis, der die betrachtete geodätische 
Linie des Büschels senkrecht schneidet, als der einen Achse und der geodä
tischen Linie selbst als der anderen Achse. Es ist also auch der Ausdruck 
„querachsig" hier allgemein aufzufassen, d. h. ohne Beschränkung auf den 

Meridian als Hauptachse. 
Liegt der Scheitel des geodätischen Strahlenbüschels im Pol, so er-

halten wir 1 
m = -cos <p' 

(89b) 

das bekannte Vergrößerungsverhältnis bei der eigentlichen Mercatorab

bildung (Seekarte). 

. 
3. Die verallgemeinerte konforme Lamhertabbildung des Erdellipsoids 

a) Die Abbildungsgleichung für das geradlinige Abbild einer 
geodätischen Linie 

· wir betrachten eine Linie des geodätischen Strahlenbüschels auf dem 
Erdellipsoid. Bei der konformen Abbildung auf die Ebene soll ihr Abbild 
geradlinig sein und x-Achse eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten 
x und y werden. Für das Vergrößerungsverhältnis auf der x-Achse gelte die 
Grundgleichung (82) der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung. 
Aus ihr ist x als Funktion der Bogenlänge s der betrachteten geodätischen 
Linie zu bestimmen. Wir rechnen x von dem Punkt ab, in welchem das 
Vergrößerungsverhältnis m

0 
= 1 ist, d. h. vom Endpunkt der Strecke Ro 

ab. Dementsprechend messen wir die Bogenlänge von dem Endpunkt der 
geodätischen Linie mit der Länge s0 ab. Wir setzen also 

s = s0 + LI s R = R0 + x. (92) 

Für LI s = 0 wird auch x = 0. Wir erhalten x als Funktion von L1 s mittels 

der Taylorschen Reihe: 
1 1 1 

x = f ' (s
0
) LI s + 

2 
f " (s0) LI s2 + 6 f " ' (s0) LI s

3 + 24f1V (s0) LI s
4 

(93) 
+ I~ofv (so) LI ss + ... 
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Es ist f' (s) =d d x = ddR, also nach Gleichung (82)f' (s) = m
0 
= mRo !!:. 

s s 
O 

m 

Zum Zeichen dafür, daß Ro der geodätische Krümmungsradius der 
orthogonalen Trajektorie der geodätischen Linie an der Stelle s

0 
ist, wollen 

wir für R0 von jetzt ab (! schreiben; außerdem schreiben wirµ statt m
0

• Es 
wird also 

f' (s) = J!:. !!: mit R = (! + x und (! = ( µ') . e m m 
O 

(94) 

µ und (! sind für eine bestimmte Abbildung konstant. Aus Gleichung (94) 
für f' (s) bilden wir - unter Beachtung von Gleichung (84) - die höheren 
Ableitungen. Zur Abkürzung schreiben wir f' statt f' (s), f" statt f" (s), 
f"' statt f'" (s) usw. Es wird 

f' = !!:.. . _!__ (e + x) 
(} m 

!" = f ~. [f' m-m' (e+ x)] = i [ir- :: (e+ x)j 

"' 1 1 · \ (95) !"' = ftm• (f"m-m'f')-m,[m'(m"(e+ x) + m'f')-2mm''(e + x)]J 

= e mf 11 - m2 f ' - m2 (e + x) - m2 f' + 2 m3 (e + x) ''{ l m' m" m' m'2 } 

f l · m ' m" m '2 l 
= l:!:....l-f" -2 -;;f' - -2 (e + x) + 2 - 3 (e + x)~. Entsprechend wird (} m mw m m ) 

f 1v = J!:.{..!..f"' - 3 m'f'' - 3 m" f' + 6 m'2f'-6 m'a (e + x) e l m m ll . m2 m3 m4 

m' 1n" m'" l 
+ 6 rn3 (e + x)-rrt2 (e + x)f 

f v J!:.} ! JIV - 4 m' f''' - 6 m" f" + 12 m'2 f'' - 4 m'"f, 
e1m m2 m2 m3 m2 

m' m" m'3 m'2 m" m'4 
+ 24 ms f' - 24 m4 f' - 36 ~ (e + x) + 24 ms (e 7 x) 

m' m"' m"2 mIV } + 8 ~ (e + x) + 6 m3 (e + x) - rri2 (e + x) . 

An der Stelle s = s0 wird x = 0, m = m0 = µ; m, = e usw. und damit unter ,· 
m 

Beachtung von .!!:.. = (m ')
0 12 

f' (so) = .!!:.. · g_ = l 
(} µ 

! ,, (s ) = !!:.. . ! _ !!:.. (m')o . (! = ! _ ! = O und entsprechend 
0 (} µ (} µ2 (} (} 

f"'(so) = - (m")o 
mo . 

2 (m')0 (m")0 _ (m"')0 f1V(so) = 
mo2 mo 

f v ( ) = _ 6 (m')o2 (m")o + 3 (m')0 (m"')o + 6 (m")o2 _ (m1V)0 • 

So mo3 mo2 mo2 mo 

(96) 

Zur Kontrolle sollen die . Gleichungen (96) noch auf einem Wege hergeleitet 
werden, der dem entspricht, den Jordan bei der bleitung der sphärischen 
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2) d . ([6] S 10) bei der Ableitung 
konformen Kegelp~ojektikoln i8] ~· ~e L::de::ermess~ng eingeschlagen hat. 
der Formeln für die mec en urgisc 

. Ro dF Wir setzen R F d. h. es ist d R = F 
O 

• 
Ra = Fo' 

U t r Berücksichtigung de1· Gleichung (83) wird 
n e dF F R F 1 

R R dF R d i O - n -. d - ~- = n·-oerT = TRm - m 
ds - Fo d s m s o (97) 

Setzen wir 1/m = F1, so wird ~~ = n F F1 · 

. . R/R in eine Taylor'sche. Re!he nac~ 
H . . . t n konstant. Wu entwickeln o F . ß hat sie die Form. 

1~nn 1s ... R _ R auch F = 
0 

sein mu , 
Potenzen von L1 s. Da fm - 0 d

3
F 1 1 d4 F A 4 

lld2F 11 3 + --LJS 
R = 1 _!._ d F L1 s + --~ L1 s2 + 6 Fo H s 24 Fo d s4 

R 0 + Fo d s 
2 

Fo d s 1 _!._ d5 F L1 
5

5 + . . . (98) 
+ 120 F 0 d s5 

hmen Deutet . d usw sind an der Stelle s = so zu ne . 
Die Ableitungen. d Ff ~ Abi . nach s an, so wird 
das Zeichen , wieder die e1tung 

F' = nFF1 

F" = n F (n F1
2 

+ F/) (99) 
F'" = n F (n2 F13 + 3 n F1 F1' + F1") F F " + F '") 

6 2 F 2 F 1 + 3 n F '2 + 4 n 1 1 1 
FIV = nF (n3F14 + n i i 15 ~F F ,2 +1on2F12F1" 
FV = n F (n4 F15 + 10 n3 F13 -~/5: F1 ;i',,1 + \o n F1' F1" + F/V). 

Hierin ist 

F' 1 

F/V 

Damit wird 

F' = nF .!_ m 

1 
m 

m' 
= -m2 

m11 m'2 
= - m2 + 2 m3 

, m" tn'3 
- - m11' + 6 ~ - 6 -4 

- m2 m3 m ,2 II 

IV m' m'11 m"2 36 ~ 
m + 8 + 6-- 4 = -m2 ~ ma m 

F" = n F (;2 - ::) 

m'' 
+ 24 ms 

(100) 

, ,2 n111
) 

( n
2 

m + 2 ~-- (101) F"' = n F a- 3 n a m3 m2 ' " '3) 
m m II m"' tn m 6 m , m'2 m + 6--- -, 

F( na 6 n2!!!__ + 11 n--4 n -a - m2 ma m 
p1v = n ' - m' m4 m ' II 

m II m"' mm 
- F(~-10n3ml' + 35n2m':-10n2:4-5n ma + 40n ~, 

FV - n ms ms m "2 m'2 m11 m ) 
m'3 mIV 8m'm"' + 6~-36--,- + 24-5 . 

-50nms-m2 + ~ ma m m 
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Bilden wir die Ableitungen (99) und (100) an der Stelle s
0

, so wird F = F
0

, 

und wir erhalten wegen RR = RoR+ x = 1 + ; und n =!!.. = (m')
0 

durch Ver-
o O O (! 

gleich mit Gleichung (98) 

x = L1 s + a 2 L1 s2 + a3 L'.I s3 + a 4 L1 s4 + a 5 L1 s 5 + ... 

a 1 = 1 
n (m') 2a2 = n -

2 
° = 0 

mo 
_ (m')o (m")o (m")o 6a3 - -R = ---o mo2 1l1o 

mit (102) 

24 a = n [2 (m')o2 (m")o _ (m')o (m"')o] = 2 (m')0 (m")0 _ (m"')0 
4 .... '-0 mo3 mo2 mo2 mo 

(96a) 

120 a = n [- 6 (m')l (m")o + 3 (m')o2 (m'")o _ (m')o (m1V)0 + 
6 

(m')0 (m" )0
2j 

s .... ~ mo4 lltoa mo2 mo3 
= - 6 (m')o2 \m")o + 3 (m')o <:"')o + 6 (m"~o2 - (mIV)o . 

mo mo mo mo 

Die Vergleichung der Reihen Gleichungen (93) und (102) zeigt Übereinstim
mung entsprechender Gleichungen in Gleichungen (96) und (96a). Wir be
trachten noch die Vorzahl a3 des Gliedes dritter Ordnung. Sie ist gleich 1/ 

6 des Gauß'schen Krümmungsmaßes K der Fläche an der Stelle s
0 

(vgl. Jordan
Eggert Bd. III [8] S. 412 Gleichung 16). Hieraus folgt, daß noch das Glied 
dritter Ordnung in der Abbildungsgleichung (102) unabhängig von der Bogen
länge s0 ist; es ist nur abhängig von der Stelle s0, d. h. von der Lage des 
N 01·malpunktes der Abbildung. 

b) Berechnung der Ableitungen in Gleichungen (96) bzw. (96a) 

Für die reduzierte Länge m der geodätischen Linie in Abhängigkeit von 
der Bogenlänge s besteht die Reihenentwicklung (Großmann [15] S. 419 
Gleichung (63)) 

s3 s4 
m = s - 6N 2 (1 + rJ2) + 3 N3 'YJ2 t cos a (1 + rJ2) (103) 

ss (1 2 2 12 2 2 12 2 2) 11 s6 2 1 s7 + + 120N4 + 'YJ + 'YJ cos a- 11 t -90N5 'YJ tcosa-5040N6 ··• 

Alle Konstanten sind für die geographische Breite des Ausgangspunktes C 
der geodätischen Linie zu berechnen. a ist das Azimut der geodätischen 
Linie im Ausgangspunkt. 

Für die Ableitungen von m nach s ergibt sich 

m' - 1 1 s2 (1 2) 4 s3 2 (1 2) - - 2 N2 + 17 + 3N317 t cos a + 17 

l s4 (1 2 2 12 2 2 12 2 2) 11 s5 2 1 s& + + 24N4 + 1] + 17 cos a- 17 t -15 Ns?J tcosa-720 N6 ..• 

m" s s2 

=- N2 (1 +172) +4 Na 172tcosa(l + 172) (104) 

l s3 (1 2 2 12 2 2 12 2 2) 11 s4 2 1 s5 + 6 N' + 17 + 'YJ cos a- 17 t -3 Ns17 tcosa-120 N6 + ... 
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Ferner wird 

!._ = _!_ \ 1 + !._ s22 (1 + r;2) -} ;;3 172 t cos a (1 + 172) . 
m s 6 N 1 s 31 s6 j 

+ -2-~ (7 + 14r;2-36r;2cos2a + 36172t2) + 90 ~s 112
tcos a+ 15120 N 6 

360 N 4 

m' = !._ = !_ [1- _!_ s\ (1 + r;2) + ;
3
3 172 t cos a (1 + 17

2
) _ 

m e s 3 N 1 s 2 s6 } 
2 2) s 2tcosa---_ _!._ ~ (1 + 2 172 - 18 rJ2 cos2 a + 1817 t -3 Ns'Y/ 945 N 6 

45 N' 

1 s3 2) 54 2 t CO (1 + 1,2) n = e = s + - N2 (1 + 1 / - N3 1/ a 
.... '-0 3 

1 
G 51 s7 

8 2 2) s 2 t CO a + - -
-1- _!_ ~ (6 --!- 12 1J2 - 18172 cos2 a + 1 1/ t - 3 Ns 11 945 N 6 

1 45 N 4 ' 

m" = _ ~ 2 (1 + 1]2) + 4 ; 3 172 t cos a (1 + 11
2

) 
4 m 8 3 , 4S 

+ 2 ± ( 2 cos2 a -172 t2) - - Ns s 172 t cos a + GI. mit r1 N6 
N4 'YJ 3 . 

(105) 

1n"' _ !_ [- _.!_ (1 + ri]2) + 8 !_ 172 t cos a (1 + r;2) 
- - N2 N3 1 41 m s 

5
3 s 

_!_~ (1 + 2 'Yl2 + 18172 cos2 a-18 'Y/2 t2) - 13 Ns 1J2tcosa + 45Ns_ + 3 N 4 ., 

mIV 1 l8 1 2 t (1 + 'Yl2) + !_ (1 + 2 172 + 12 'Y/2 cos2 a - 12 172 t2) m = -; N3 r1 cos a . , N4 a 

- 128 ~ 172 t co a + GI. mit 174. ~61 
3 N 5 

1n' 1n" _ .!. \- _!._ (1 + 1J2) + 4 ~ 3 r/ t cos a (1 + ,J2) 
m m - s N

2 
N 3 1 s.i ] 

- 2 2 2) _ 5 ~ 2 t cos a + - s 
+ !_ !.___ ( 1 + 2 172 -t- 6 rJ2 co 2 a - 6 'Y/ t Ns 11 45 N 

3 N 4 
• 

(
m')2m" _ !._ I _ _!._ (1 + 'Yl2) + 4 !_ 1J2 t cos a (1 + 1J2) 
- - - 2 l N2 . , N3 1 4 j 
m m s 2 2 22 s3 2 t eo s 

+ !. ~ (2 + 4 1;2 + 6 172 CO 
2 a - 6 r, t) - 3N511 a- 15 N6 

3 N4 

1n' m"' _ .!. [·- _!._ (1 + 'Yl2) + 8 ; 172 t cos a (1 + 172) (l06) 
m m s 50 s3 

2 
_!_ ~ 

- - - 2 N2 ., N 4] 
+ !_ ~ (2 + 4172 + 18172 cos2a-18172 t2)-3 Ns 11 t cos a-15 Ns 

3 N 4 

(: ') 
2 = ~ 4 (1 + 2 172) - 8 ; 6 172 t cos a. 

43 



Mit den Gleichungen (105) und (106) ergibt sich für die Ableitungen Glei
chungen (96) bzw. (96a) 

f' (s0) = 1 
2 a 2 =f" (s0) = 0 

6 aa = f'" (s0) = ; 2 (1 + r;c2) - 4 ;/c3 r;c2 te cos ae. o (1 + 17?) 

so
2 

( 2 2 2 2) 8 sl 2 -2 Ne' 'Y/e COS ae·o-r;e te + 3 Ne6 'Yje teCOSae·O 

24 a4 = pv (so) = i [-; 2-(l + r;/) + f ;.::, (1 +2r;e2-6r;c2cos2ae·O + 6r;hc2) 

3 So
3 

2 1 so' ] (96b) + Nc6 'Y/e te COS Ge. o + 45 Ne 6_ 

120 a5 = JV (so) = 3 ./N 2 (1 + r;c2) - 8 IN 3 'Yjc2 te cos ae. o (1 + r;c2) 
so e so c 

+ ;e, (3 + 6 'Y/e 2 
- 6 r;c2 cos2 ac·O + 6 r;e2 tc2) 

34 s0 2 1 s
0

2 

- 3 Ne6 17e teCOS ac·O + 5 Ne6 • 

Diese Vorzahlen ai müssen später zur Berechnung der Vorzahlen Ci gemäß 
Gleichungen (2la) mit den Vorzahlen bi (Gleichungen 10) verbunden werden, 
bei denen die Konstanten für den Ausgangspunkt der Strecke LI s in Glei
chung (19) gelten, der die Gleichung (102) entspricht, d. h. für den Normal
punkt O der Abbildung. Auch die Konstanten in den Grundformeln (30*), 
(31 *), (37*), (38*), (46*) und (48*) gelten für den Normalpunkt. Es ist dahe1· 
zweckmäßig, auch in den Ableitungen (96b) die Konstanten von dem Punkt C 
auf den Punkt O umzurechnen. 

Ist die betrachtete geodätische Linie ein Meridian - und auf diesen 
Fall wollen wir uns jetzt beschränken -, so können wir zu diesem Zweck 
in die Gleichungen (96b) die Gleichungen (14) bis (18) einsetzen. In diesen 
Gleichungen ist für die folgende Anwendung der Index ' durch den Index e 

zu ersetzen und den indexfreien Werten ist der Index 
O 

beizufügen. Es muß 
in ihnen also z.B. heißen 1/Ne2 statt 1/N'2 und l /N 0

2 statt 1/N 2. Statt cos a 
wollen wir ausführlich schreiben: cos ae. 0 bzw. cos a 0 • c· 

Führen wir die Umrechnung durch und beachten wir, daß auf dem 
Meridian cos ae .0 = - cos a0 ·e, cos2 a = cos4 a = + 1, cos a = cos 3 a = cos5 a 
(bei gleichem Index von a) und cos a0 • e · cos ae . 0 = - 1 ist, so ergibt sich 
für den Meridian 

f' (s0) = 1 
2 a2 =f" (s0) = 0 

6 aa = f"' (so) = ; 2 (1 + r;l) 
0 

24 a 4 = JIV (s0) = _ NI 3 [(1 + 170
2) No - 4 r;0

2 t
0 

(1 + r;0
2) eo ao. c 

0 ~ • 

1 (1 2 2) so + 1 2 So2 1 so3] 
-3 + 'Y/o No 3'Y/o t0No2 cos ao·c- 45 No3 

120 a5 = f v (so) = NI, [ 3 (1 + 1702) N~2 - 4 'Y/02 to (1 + 1702) No cos ao. c 

(107) 

0 ~ ~ 

(3 2 2 + 4 2 2) + 10 2 so 1 s0 
2 J + + 'Y/o 170 to 3 'Y/o to No cos ao. e + S No2 . 

Es tritt hierbei offen zutage, daß f"' (s0) nur von der Stelle s0, nicht aber 
von der Größe von s0 abhängig ist. 
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. . nlän e s durch den Breitenunterschied 
Wir wollen jetzt die Mendianboged gdi oGleichungen (7). Beachten wir, 

ersetzen und benutzen azu e . 
LI % = <pe - % L1 'Po etzen ist und berücksichtigen wir s0 nd ß - - zu s , 
daß u = N cos ao . e u - Vo2 d 1 . h 1 ist woraus 
wiederum, daß cos ao . e entweder gleich + 1 o e~ g eic -107 ' 

1 t 1 t so wird aus den Gleichungen ( ) z.B. ___ = cos ao·e o g, 
cos ao · r 

für den Meridian LI <po = <pe - <p
0 f' (so) = 1 

2 a2 = f" (so) = O (107a) 

6 a =f"' (so) = ~ (l + 'Y/
2
) 

a No 1 2 3 2 t 2) L1 <p 
cosao,(' [Vo4 _11 17 2t V,2--(2 + 5r;0 - 1]o o o 

24 a4 = f1V (so) = - ~ LI 'Po 2 o o o . 6 1 2 A 2 _ _!_ LI <p a] 
+ 3 'Y/o to LJ % 45 ° 

6 V.4 2 + 7 2t2 1 [ ~ _ 13 2 t0 -
0
- + 3 -110 170 o 

120a5 = JV (so) = No4 3 L1 </Jo2 'Y/o L1 'Po 19 2 A + .!_ L1 <p 2]. 
+ 3 170 to LJ % 5 ° 

.. die betrachtete geodätische Linie, 
Ähnliche Ausdrücke erhalt maß;, wenn. d . ht das Azimut 00 oder rnoo, 

· d Eh ne abgebildet wir , mc . d 
die als x-Achse m er e 2700 h t Für ein beliebiges Azimut agege~ 
sondern das Azimut 900 oder .. ~~ ziemlich umständlich w~rden. "Y' ~ 
dürften die entsprechenden Ausdruc F 11 . welchem die geodätische Lmie 

hier auf den behandelten a ' m 
wollen uns . . f"llt beschränken. mit dem Meridian zusammen a ' 

c) Zwischenbetrachtung 

. h ewiesen worden, daß das Vergrößerungs-
In Abschnitt IV. 2. a) ist ~ac ~ R/m der verallgemeinerten konformen 

verhältnis Gleichung (86) mo ~ (m )o sverhältnis bei der üblichen konformen 
Lambertabbildung dem Vergro erung 1 . h . st Es müssen bei der Kugel 
Lamhertahhildung der Kug.el ge~a: g _eic F:U, .die entsprechende konforme 
also auch die Abhildungen. ide~tisc di:e:~r für den Fall der länge~treuen 
Lamhertabbildung ~es Ellips01ds, t ist ist dieser Nachweis dam1~ no~~ 
Abbildung eines Breitenkreises bekann d' N h Gleichung (103) ist fur 

E ll · tzt erbracht wer en. ac · 2 o nd nicht geführt. r so Je .. . S ahlenbüschels, also mit 'YJ = u 
den Pol als Scheitel de.s g~oda1sch~. l\ 5 Ordnung, bei denen e'2 noch 
'Y/2 t2 = e ,2' bis e~nschließlich er ie e . 

mitgenommen wird, 1 s3 _1_ (l - l 2e' 2) ~. (108) 
m = s - 6 Ne2 + 120 Ne 

Nach Gleichungen (7) wird hierin 
1 

) 

( 
1 e'2 ß5 - N _1_ ß--e'2ßa + 10 

S - e cos ae. 0 (2 1 3 ,2 ß5) 
.!_ ~ = N e -

1
- - - ß3 + 12 e 

- 6 N 2 cos ae · o 6 ) 
e 6 1 ( 1 ß5 _ _!_ e ,2 ß5 d. h. es wird 

1 (1 12 e '2)_s = N e -- + 120 10 + 120 Ne4 cos ae · O 

(108a) 

[ß _ .!_ (1 + 3 e'2) ßa + -1 (1 + 30 e'2) ßs]. m = Ne cos ae·O 6 120 
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Hierin ist ß = L1 = _ _ n 'P 'P 'Pe - <p - 2 und cos ae . 0 = cos n = - 1. Ne er-

setzen wir mit Hilfe der ersten Gleichung (14) durch N fur·· die Breite <p: 

Hiermit wird 
Ne = N (1 +} e'2 LI <p2 -{- e'2 L1 cp4). (109) 

m = -N(L1 cp-.!_L1 3 + -1 L1 s . 6 <p 120 'P -. · .) = -NsmLI cp =+ Ncoscp. (108b) 

In derselben Weise ergibt sich aus der dritten Gleichung (105) für e: 

und damit 
e = N ctg <p 

m' m . = e = sm 'P· (110) 

Wir erhalten also fur" d V as ergrößerungsverhältnis 

mo - (m') R R · 
- 0 m = N cos <p sm 'Po (111) 

bis zu der mitgeführten O d · Üb . . 
den Ausdruck bei der b:k:u~g m k JremstimLmung mit dem entsprechen-
ellipsoids. nn en o ormen ambertabbildung des Erd-

Wir wollen noch feststellen b di V 
durch eine „Doppelprojektion" 'e;ha'f:.an k eses W~rgröterungsverhältnis auch 
zuerst auf eine Kugel und da e~ a~. t wo ~n also vom Ellipsoid 
und zwar derart daß d M ~~ von er uge auf die Ebene übergehen, 
Meridiane und Bre't ~n. e:1d1~en und Breitenkreisen des Ellipsoids die 
und u die geograp~i::he e;:eit:r au;~:: e::p:iec:n .. Is~ A der Kugelradius 
Fall nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S 572 <fl .' h g1l(t9)1)nddem an~_egebenen 
verhältnis · eic ung as V ergroßerungs-

m A cos u 
i = a--

N cos <p
0 

Für den Übergang von der K l Eh das Vergrößerungsverhältnis uge zur ene soll entsprechend Gleichung (89) 

R . 
m2 = A cos u s1n Uo 

gelten. Für das Verhältnis der Linienelemente i'n d 
dem Ellipsoid gilt dann er Ebene zu denen auf 

m _ m A cosu R R o - 1 m2 = a --- --- sin u - · N cos <p A cos u o - a N--- sm u0 • cos <p 

Soll dieser A~sdruck, wie gewünscht, mit Gleichung (111) übereinstimmen 
so muß a - sm 'Po se. F „ d N l ' - sin uo m. ur en orma punkt muß ferner mo = 1 sein und 
außerdem R = Ro = A ctg u0 ; d. h. es wird 

m _ 1 _ sin <p0 A cos u0 
o - - sin uo No cos 'Po oder A = No ctg 'Po tg Uo· 

Wenn diese Gleichung auch für 'Po = O und für m = :: eine s· h b 
II 

,o 2 n 1nn a en 
so , so muß 

sein. 
Uo = 'Po und damit A = No und a = 1 (112) 
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Wir sehen also, daß die übliche konforme Lamhertabbildung des Ellip· 
soids als eine Doppelprojektion aufgefaßt werden kann, bei der das Ellipsoid 
zunächst auf eine Kugel abgebildet wird, deren Radius gleich dem Quer· 
krümmungsradius des Ellipsoids im Normalpunkt ist und deren Normal
breitenkreis dieselbe Breite hat wie der Normalbreitenkreis des Ellipsoids. 
Darauf folgt dann die konforme Lambertabbildung der Kugel auf die Ebene. 
Zu diesem Ergebnis ist bereits G. Lehmann auf einem anderen Wege gelangt 
([22] s. 337). 

d) Berechnung der Vorzahlen Ci und ei für den Fall der gerad

linigen Abbildung eines Meridians 

Durch Anwendung der Formeln (2la) auf die Vorzahlen ai in Glei
chungen (107a) und bi in Gleichungen (10) erhalten wir die Vorzahlen Ci 

für die verallgemeinerte konforme Lamhertahbildung. Nach Gleichung (93) 
ist x in derselben Richtung positiv zu messen wie L'.I s. LI s wiederum wird 
positiv gemessen in Richtung der vom Scheitel C zum Normalpunkt O 
gehenden geodätischen Linie, d. h. in Richtung c · o. Diese Richtung ist also 
gleich der positiven x-Richtung, die wir entsprechend der Erläuterung zu 
Gleichung (20) mit a 0 • x bezeichnen. Für den Meridian ist 

COS ao • X = COS ae • 0 = - COS ao • e L'.I 'Po = 'Pe - 'Po• (113) 

Bei Beachtung dieser Tatsache erhalten wir mit Weglassung des Index O 

bei N, r;, t und <p 

N 
c 1 = cos ao . x cos <p 

1 N 2 
C2 = - - --- t COS <p 

2 cos ao. x 

1 N 
c3 = - --- t2 cos3 <p 

6 cos ao. x 

1 N r V 4 
1 c4 = 

24 
--cos4 cp-A - -2 t (2 + 2 t2 + 5 r;2 + 3 r;4) 
cos ao . x LI 'Po 

1 1 1 1 -6(2 + 5r;2-3r;2t2)L'.I 'Po + 3r;2tL'.l(f)o2_45L'.l 'Po3 

c = _I_N cos5 <p [3 ~-(10 + 13 r;2) t V4 -2 + 7t2 + t4-7r;2 + 29r;2t2 
5 120 cos ao . x ,1 <p0

2 ,1 'Po 
1 1 2 J + 
3 

t (10 + 44172 - 15 r;2 t2) LI 'Po + 5 L'.I %
2 + 9 t L'.I %

3 
. 

(114) 

Aus den Werten c. erhalten wir mit Hilfe der Formeln (23) und (25) die 

Vorzahlen e i: 

cos ao. x 

e 1 = N cos <p 

1 t 
e2 = 2 N 2 cos <p 

1 t2 cos ao. x 

e3 = 3 N 3 eo <p 

e = _ _!__l_[ V' _.!_t (2 + 12 t2 + 5 r;2 + 3 r;4
) 

4 24 N 4 cos<p ,1 <p0 2 
1 1 1 1 - 6 (2 + 5 r;2 - 3 r;2 t2) LI 'Po + 3 'Y/2 t LI 'Po 2 - 45 L'.I 'Po 3 

(115) 
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_ 1 cos ao. x [3 V6 
(- 13 2) V 4 

eä - -I20N~ °T2+ !:>- 17 t~ cos <p LI <p0 LI <p0 
l 

- 2 (4 + 16 t2 + 48 t4 + 14 172 + 17 172 t2) (115) 

1 1 1 J - 6 (10 -13 rJ2- 15 172 t2) t L1 'Po+ 5 L1 'Po2 - 9 t L1 'Poa . 

e) Die Übertragungsformeln und das Vergrößerungsverhältnis 

Durch Einsetzen der Gleichungen (107a) in die Gleichungen (30*), (31 *), 
(37*), (38*), (46*) und (48*) und - zur Kontrolle - der Gleichungen (114) 
und (115) in die Gleichungen (30), (31), (37), (38), (46) und (48) erhält man 

X 3 1 
N cos ao. X = (1 -172 + 174 -176

) L1 <:p + 2172 t (1 - 2 172) L1 <:p2 + 2 cos2 <:p t z2 

+} (1+172_3172t2-3174+ 21174t2) L1 <:pa-f sin2cp(l-172+174) L1 cpl2 

- ..!_ {- .!_ 172 t - [~ (1 - 4 172) 24 2 LI <po 

-=- }(2 - 3172 - 3172t2) L1 'Po + }112 t L1 cpl- ;5 L1 'Po3]} L1 <:p4 

+ .!_ cos2 <:p {2 t - 6 172 t3 + 172 t - 2 [~ (1 - 2 172) 
8 LI <po (116) 

-{(2+172_3172t2)L1cpo+}112tL1 'Po2_415LI 'Poa]} L1 cp2z2 
1 [ V 4 5 + - cos4 <:p - - t - t3 - - 172 t 24 LI <p0 2 

1 1 1 J - 6 (2 + 5 172 - 3 172 t2) L1 'Po+ 3172 t L1 'Po2 - 45 L1 'Poa [4 

1 
+ 120 (5 + 3 ctg2 L1 'Po) L1 <:ps 

1 
- 12 cos2 <:p (5 t2 - 7 t ctg L1 'Po + 3 ctg2 L1 'Po) L1 <:p3 z2 

1 
+ 24 cos4 <:p (3 ctg2 L1 'Po - 10 t ctg L1 'Po + 7 t2 + t4) L1 <:p l4 

cos ao-x y _t _ x y + .!_ t
2 

cos ao·x (3 x2 Y _ y3) 
z = co-;- N + cos <p N 2 3 N 3 cos <p 

_.!_ _1_ [~ -t-6 t3-~ 172 t (1 9) 
6 N 4 

cos <p L1 'Po 2 l ] 
_ .!_ (2 + 5172_3 172t2) L1 'Po + } 172 t L1 'Po2 - 45 L1 'Poa (x3 y- x y3) 

6 3 5) __ 1_ cos ao · x ( 3 ctg2L1 'Po+ 5 t ctg L1 'Po-8 t2-24 t4) (5 x4 y-10 x2 y + y 
120 N 5 CO <p 

m = 1 + } (1 + 172) i2 + } {- 121 172 t (1 + 172) 

1 1 a]} x3 + r~ _.!_ (2 + 5172 - 3 172 t2) L1 'Po + 3172t L1 'Po2_ 45 L1 'Po cos ao·x N3 
L1 'Po 6 

+ .!_ J~ ,n2 t (1 + 172) _ r~ _ .!_
6 

(2 + 5 172 - 3 172 t2) L1 'Po (121) 
2 l 2 . , LI 'Po • .2 

1 1 3]} X J + 3172 t L1 'Po 2 - 45 L1 'Po cos ao . x Na , 
x4 3 x2 y2 1 2 L1 y 

+ ;4 (1 + 3 ctg2 ~ 'Po) N4 - 4 ctg2 L1 'Po N4 + 8 ctg 'Po· N4" 
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In allen Gleichungen (116) bis (121) ist die Schreibweise „ctg L1 %" und 
,,ctg2 L1 %" nur als Abkürzung augzufassen. achgewiesen ist ihre Richtig
keit nur bis zu den Gliedern 3. Ordnung der für diese Funktionen gültigen 
Reihen. 

4. Die verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoids 

a) Die Abbildungsgleichung für das geradlinige Abbild einer 
ge o dä tis chen Linie 

Bei der stereographischen Projektion der Kugel fallen der ormalpunkt 
der Abbildung und der Scheitel des geodätischen Strahlenbüschel zusammen; 
es ist s0 = 0. Den entsprechenden Fall heim Erdellipsoid wollen wir als die 
verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoid bezeichnen. 
Für s0 = 0 werden nach Gleichungen (103), (104) und (105) 

m0 = 0, (m')0 = 1 und Rn = e = 0. (122) 

Dann erhalten wir nach Gleichung (86) als V ergrößemngsverhältnis auf dem 
Abbild der betrachteten geodätischen Linie 

dR R 
mo = -;r; = m. (123) 

In dem Grenzfall R----+ 0 und m----+ 0 wird m0 = 1. Das ergibt sich, wenn 
man in Gleichung (86) 

R : m durch Rn : m0 = 1 : (m ')0 ersetzt, worin für R0 = 0 und m0 = 0; 
d. h. für s0 = 0, (m')0 = 1 

wird. Es fallen also auch bei der hier vorgenommenen stereographischen 
Abbildung des Erdellipsoids der Normalpunkt der Abbildung und der Scheitel 
des geodätischen Strahlenhüschels zusammen. Das geradlinige Abbild der 
geodätischen Linie sei wieder x-Achse. Die Abszissen x = R werden vom 
Normalpunkt aus gezählt. Dann ist 

dx X 
m0 = ~ m (124) 

die Grundgleichung der verallgemeinerten stereographischen Abbildung des 
Erdellipsoids. 

Wir bestimmen x als Funktion der von C aus gemessenen Bogenlänge s 
der betrachteten geodäti chen Linie in derselben Weise wie Profe sor Eggert 
(in [18] S. 161). Aus Gleichung (124) folgt: 

ln X = r~s. 
Wegen der ersten Gleichung (105) wird 

l l 1 (1 2) s2 1 2 (1 2) s3 n X = n s + 12 + rJ N2-9rJ t CO a + rJ N3 

+ 1; 40 (7 + 14 rJ2 - 36 rJ2 
CO 

2 a + 36 rJ2 t 2) ;;, + ... 
etzen wir ln x = ln s + ln (1 + z), o wird x = s (1 + z). 

Hierin ist 
z2 1 s2 1 s8 

ln (l + z) = z - 2 + - ... = 12 (1 + 1)2) N 2 - 9 rJ2 t cos a (1 + n2) N 3 
1 ~ + 1440 (7 + 14 172 - 36 1J2 CO 

2 a + 36 rJ2 t2) N' + ... 

50 

(125) 

(126) 

Hieraus ergibt sich 
1 s2 1 2) s3 z = _ (1 + ')')2) - - - rJ2 t cos a (1 + 'YJ Na 12 ., N 2 9 

s' + _l_ (1 + 2 'Y/2 - 3 'Y/2 CO 2 a + 3 1?2 t2
) N' + 

120 

und damit wegen der ersten Gleichung (126) 

1 s3 1 2 ( 2) s4 
x = s + 

12 
(1 + rJ2) N 2 - 9 'YJ t cos ao. x 1 + 'YJ Na 

5 

+ _!___ (1 + 2 172 - 3 rJ 2 cos2 ao . x + 3 172 
t
2

) ~, + · · · 
120 

(127) 

a gibt das Azimut der positiven Richtung der x-Achse a~. Wir h~h.~n d~f~r 
cos ao . x statt cos a geschrieben. Durch Vergleichung mit der ei e ei-

chung (19) folgt . 

as = 1\ ~2 (1 + 172) . . 

a - _ _!:_ _!_ ')')2 t cos ao. x (1 + 172) (128) 
4 - 9 Na., 

a = _l _ _!_ (1 + 2 'Y/2 - 3 'Y/2 cos2 ao ·x + 3 'Y}
2 t2

), 
s 120 N 4 

b) Berechnung der Vorzahlen Ci und ei für. d~n Fall der gerad
linigen Abbildung eines Meridians 

Mit den Werten ai in Gleichungen {i28) und de~ Werten bi in „Gle!-

h n (10) ergeben die Formeln Gleichungen (2la) die Vorzahlen Ci fur die c unge lli . d 
stereographische Abbildung des Erde pso1 s. 

N 
c = --- cos <p 

1 cos ao. x 

1 N 2 c = ----- t cos <p 
2 2 cos ao. x 

c = _ _!_ N cos
3 

<p (l _ 2 t2 + 172) (129) 
3 12 cos ao. x 

c = 1 Nt cos
4 

<p (6 _ 3 t2 + 10 rJ2 + 4 174) 
4 72 cos.ao . x 

c = _!_ N cos5 <p ( 6 + 6 t4 - 33 t2 + 18 172 - 95 172 t2) 
5 720 cos ao. x 

Aus den Werten ci erhalten wir mit Hilfe _der Formeln (23) und (25) 
die Vorzahlen ei: 

cos ao. x 
e - ---

1 - N cos cp 
1 t 

e2 = 2 N 2 cos<p 

= _!_ ~ (1 + 4 t2 + 172
) 

ea 12 N 3 eo <p 
(130) 

= _!_ __!_ (9 + 18 t 2 + 5 'Yj 2 
- 4 174

) 
e4 72 N' . 

= _1_ cos ao · x (9 + 144 t4 + 108 t2+50 172 i2 + 12 172
). 

es 720 N 5 cos cp 
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c) Die Übertragung form eln d d un as Vergrößerungsverhältnis 

Setzt man die Gleichun (128) . d' 
(38*), (46*) und (48*) d gen m ie Gleichungen (30*) (31 *) (37*) 

(
l30) . un - zur Kontrolle d · GI · h ' ' ' 

m die Gleichungen (30), (3l) (37) (38) (46) ie eic u~gen (129) und 
man ' ' ' und ( 48) em, so bekommt 

X 

Ncos a0 .x = (l - 1J2 + 174_ 6) L'.1 + 3 2 'YJ cp 2 17 t (l - 2 'Y/2) L'.1 cp2 

+ .!.. cos2 m t z2 + 1 (1 ' 2 , 12 + 4 'Y/2 - 6 'Y/2 • 2 - 9 'Y/4 + 42 4 t2) A 3 
1 'YJ LJ(f) 

+ 4 cos2 cp (l - 2 t2 + 2 'Y/2 t2 - 2 'Y/4 t2) L'.1 cp z2 - ~~ rJ2 t L1 cp4 

_ 2_ 2 (131) 
. 1 24 t CO ({) (9 - 10 'Y/2 -f- 18 172 t2) .Ö cp2 [2 

+ 72 t cos4 cp ( 6 - 3 t2 + 10 rJ2) [4 + _l_ L'.1 5 
120 cp 

1 
- - cos2 m (1 + t2) L'.1 3 z2 1 24 , ({) + 48 cos4 cp (2 + 2 t4- ll t2) L'.1 cp [4 

ao · x = cos cp l - sin cp (l _ 'Y/2 + 4) l 1 'YJ cp - 4 coscp(l-r;2 + 6r;2t2 

+ ,n4 - 12 'Yl4 t2) A 2 l 1 
·, ·, LJ cp - 24 cos3 cp (2 - 7 t2) L1 cp2 l3 

1 
+ -cos3cp(l-2t2 + 2)[3 1 . 12 r; - 36 sm cp (3 + 31 r;2-18 rJ2 t2) L'.1 cp3 z (132) 

1 
- 18 t CO 3 ({) ( 6 - 3 t2 + 4 'Y/2 + 3 'Y/2 t2) LJ ({) [ 3 - 2_ CO ({) .Ö m4 l 

1 24 , 

- 24 cos3 cp (2-7 t2) L1 cp2 [3 + 2!0 cos5 rp (2 + 2 t4 - 11 t2. [5 

l cos ao. y t = ---x- + _xy lcoa0 .x 
cos<p N co cp N2 + 12 Na cos<p (1 + 4 t2 + r;2) (3 x2 y- y3) 

1 t 
+ 18 N4co <p (9 + 18 t2 + 5 'Y/2) (x3 y- x y3) (134) 

+ 1 CO ao. x 
80 N5 co <p (l + 16 t4 + 12 t2) (5 x4 y - 10 x2 ya + y5) 
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1 1 
m = 1 + 4 (1 - 1J2 + ·,J4) ,1 cp2 + 4 eo 2 cp (l + 1J2) z2 

+ ~~ ?/2 t (l - 2 1J2) J cp3 -
1
\ t CO 

2 
({) (3 + 8 1J2) J <p l2 (135) 

1 1 
+ 24 j rp4 + 48 CO 4 ({) (2 - t2) l4 

5. Die verallgemeinerte Mercatorahhildung des Erdellipsoids 

a) Die bbildungsgleichung für das geradlinige Abbild einer 
ge o dä tis chen Linie 

Die Mercatorabbildung der Kugel ist als Grenzfall der Lambertabbildung 
dadurch gekennzeichnet, daß an Stelle eine Kleinkreises ein Größtkrei 
längen- und formtreu, d. h. als Gerade mit dem Vergrößerungsverhältnis 1 
abgebildet wird. Dementsprechend wollen wir beim Erdellipsoid den Fall 
der Abbildung als verallgemeinerte Mercatorabbildung bezeichnen, bei der 

in Gleichung (82) (137) 

wird Wir etzen R = R
0 

+ x , o daß ich für x = 0 das Vergrößerung -
ve1·hältni 1 ergibt (zu R = R0 gehört stets m = 1110). Schreiben wir ent
sprechend Gleichung (94) wieder p für m0 und (! für R0 , so kann man wegen 

GI ichungen (85) die Gleichung (82) in der Form m0 = ddx = !:!... + !:!... ·..:. = !!:._ s m e m m 

+ (m ')
0 

..:. schreiben. FiiT e = R0 = oo wird (m ')0 = 0 und damit fl ein Maxi-
m 

mum oder ein Minimum. Für uns i t nur das Maximum von Bedeutung. 
Wir erhalten omit im Falle Ro = (! = oo für das Vergrößerung verhältni 
auf der betrachteten geodäti chen Linie 

(138) 

Die Gleichung i t als die Grundgleichung der verallgemeinerten Mei·cator

abbildung des Erdellip oid anzu ehen. 
Me en wir , ie bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung 

die Bogenlänge s der g odätischen Linie vom cheitel C des geodäti chen 
Strahlenbü chels aus und wird s = 0 für x = 0, o daß s = s0 + J s i t, 
so können wir wieder nach Taylor x al Funktion von J s entwickeln: 

1 1 
x = f' (s

0
) L'.1 s + 2 f" (s0) J s2 + 6 f'" (s0) J s3 + . . . (139) 

etzen wir 1/m = F 
1

, und bedeutet das Zeichen ' die Ableitung nach 

der Bogenlänge s, so wird 

J' (s) = '';;x = µm ax · F1; f " () = µmax' F/; f"' (s) = µmax· F1"; (140) 

pv (s) = µmax· F/ 11
; JV (s) = µmax· F/V. 
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Die Ausdrücke F 1 ', F 1 '', F 1 ''' und F 1W sind in Gleichungen (100) angegeben. 
Fürs = s0 wird m = µmax und (m')0 = 0 und in Verbindung mit Gleichungen 
(140) gibt die Gleichung (139) 

Man könnte daran denken, den Ausdruck für m' in den Gleichungen (104) 
= 0 zu setzen, aus ihm s0 zu ermitteln und dann s0 in die übrigen Gleichungen 
(104) und in die Gleichung (103) einzusetzen und damit die Vorzahlen der 
Reihe für x zu erhalten. Dieser Weg führt aber nicht zum Ziel, da die Reihen 
in Gleichungen (103) und (104) wegen der Größe von s

0 
sehr schlecht kon

vergieren. 

Wir wollen statt dessen m = m0 + L1 m setzen und L1 m/m
0 

in eine 
Reihe entwickeln: 

(m") 1 
Hierin ist (m')0 = 0 und --0 = -K0 = - 1\r 

2 
(1 + 'YJo2) (vgl. letzten Ah-mo i. ,o 

satz des Abschnitts IV. 3. a). Dann ist unter Beachtung der Gleichung (138) 

1 m L1 m 1 (m" )0 1 
- = - = l + - = l + -2 --L1s2 + ... = l -

2
7\r

2
(l + 'YJo2)L1s2 + ... (141) m 0 µmax µmax µmax i. 'o 

Das ist aber nichts anderes als der Beginn der Reihenentwicklung für n
0 und damit nach Großmann ([16]S.487 Gleichung (14)) der Beginn der Reihen

entwicklung für den Reziprokwert des Vergrößerungsverhältnisses bei der 
ebenen konformen „querachsigen" Abbildung des Erdellipsoids. 

Wir .haben am Schluß des Abschnitts IV. 2. c) gesehen, daß bei der 
Kugel die verallgemeinerte Mercatorahhildung mit der „verallgemeinerten 
querachsigen" Abbildung identisch ist, und haben jetzt den Nach weis ge
führt, daß diese Identität heim Erdellipsoid zumindest näherungsweise vor
handen ist. Es wird daher stets zweckmäßig an Stelle der verallgemeinerten 
Mercatorahhildung die verallgemeinerte querachsige Abbildung zu wählen 
sein, weil bei der letzteren die geodätische Linie, die im Normalpunkt auf 
der ursprünglich betrachteten geodätischen Linie des geodätischen Strahlen
hüschels senkrecht steht, genau längen- und formtreu abgebildet wird. Liegt 
der Scheitel des Strahlenhüschels in einem Pol, so sind auch heim Erdellipsoid 
Mercatorahhildung und querachsige Abbildung identisch. 

Zwecks Anwendung und Prüfung der Formeln (71) und (72) wollen 
wir im folgenden aus den geographischen Koordinaten die rechtwinklig
ehenen Koordinaten für den Sonderfall der querachsigen Abbildung herleiten, 
bei dem die Querachse das Azimut + 90° oder - 90° hat, d. h. für den von 
Großmann behandelten Fall. 
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V D. ueradlsige Abbildung des Erdellipsoids für den Fall, . 1e q . 
da{J der Meridian die Hauptadlse ist 

. h d . III 4 h) unter ß) erwähnten · O d h "\VIT ha en en m · · · · h bild t E s 1 t eos a = , · · . d„t.sche Linie geradlimg a ge e 
onderfall vor uns, in welche~ kle1~e gt: ~ <let Es ind also die Gleichungen 

wird, die den Meridian rechtwm ig sc e1 . 

(75) anzuwenden. h bildet werden 
Da die betrachtete geodätische Linie auch längentreu a ge (142) 

soll, ist x = L'.l s. 

(146) 



~ sin a 0 • x = - (1 -1;2 + 174 
- r;6) L1 <p -f 172 t (l - 2 r;2) L1 <p2 

1 1 
-2tcos2 <pl2 -7,(l +r;2-31;2t2)LJ <p3 

1 
+ 2 t2 eo 2 <p (l - r;2) L1 <p z2 (147) 

- f t cos
2 

<p (l - 3 11
2 t 2 

- 11 2) L1 <p2 l 2 - /2 1]2 t L1 <p4 

1 
+ 24 cos4 <p (t 3 + t + r; 2 t) 14 

- 214 L1 <p5 + t2 t2 cos2 <p L1 <p3 z2 - 2~ t2 cos4 <p (7 + t2). 

Diese Formeln stimmen mit denen von Grnßmann ((16] S. 499) überein. 
etzen wir hierin <p = 0, so erhalten wir die Gleichungen für die eigentliche 

Mercatorabbildung des Erdellipsoids, nämlich 

X ' l Ns1n ao.x = 

k,sin a 0 • x = - (1 - 1l + r;4 
- r;6) L1 rp -{ (1 + r;2) L1 <p3 -

2
~ L1 <ps • 

(148) 

E i t zu beachten, daß in den Gleichungen (146), (147) und (148) x 
nach O ten bzw. Westen und y nach üden bzw. Norden positiv gemessen 
wird, je nachdem, ob a = 90° oder a = 270° gewählt wird. 

VI, Die Richtungs- und Längenreduktionen 
1. Allgemeines 

/ 

a) Die Richtungsreduktion 

In diesem Abschnitt werden für die verallgemeinerte konforme Lambert
abbildung des Erdellipsoids (Abschnitt IV, 3.) und für einen ihrer Grenzfälle, 
nämlich die verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoids 
(Abschnitt IV, 4), die Formeln für die Richtungs- und Längenreduktionen 
aufgestellt. Sie werden in derselben Weise abgeleitet, wie es L. Krüger in 
seiner Arbeit „Zur stereographischen Projektion" ((7] S. 12) getan hat. 

Bezeichnen S die Bogenlänge einer Kurve in der Ebene, s die ent
sprechende Bogenlänge auf dem Ellipsoid und m = dS : ds das Vergrößerungs
verhältnis, so ist in einem System rechtwinklig-ebener Koordinaten x,y: 

S = f -o + y'2 d X S = !! f 1 + y 1

2 d X y1 = f l (x) = :: . (149) 

Handelt es sich bei der Kurve, deren Bogenlänge zu berechnen i t, um eine 
geodätische Linie, so muß s ein Minimum werden. Führt man die Minimum -
bedingung ein, so wird nach Krüger a. a. 0. § 4 Gleichung (24) 

11 (l + ,2) ( 1 ö ln m Ö ln m) y = y y ~-~. (150) 
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. R' chtun swinkel de ebenen Abbilde der g odä-
Wir bezei?~e~ m~t T d;n k; p de~ Bildkurve. Dann ist 
tischen L1me m einem un 

y 1 = tg T. (151) 

. kt P au eine ehne nach einem zweit~n 
Ziehen wir von em m Pun d' 1 S h e d n Richtung winkel t1 , o 1 t 

Punkt P der Bildkurve und hat ie e e n 
2 

(152) T1-t1 = T1 

. . an dem Richtung winkel t1 der Sehne an-
die Richtung redukt1on, .die man . k 1 T d r Bildkmve in P1 zu erhalten. 
b . muß um den R1chtungswm e 1 e 

rmgen ' · ·· d n Punkt P 2· 
Entsprechendes gilt fur e h . kl. g-ebener Koordinaten 

. s ystem rec tw1n i . . Führen wir statt x, y em neue hn menfällt so bekommen wir 
A h it der e e zusam ' ;r , p ein, deren ;t- c .s~ m n (l51) und (152) 

entsprechend den Gle1c ung 

tg r 1 = (!)
1)i (153) 

. d Abb ·1de de1· geodätischen Linie, 
Wir müssen also die Gle1chrungll esz di~ em Zweck schlagen wir den 

f d S t ,. " au1ste en. u · d Ur-bezogen au as ys em "'' ~.' We ein. Zunächst legen wir e~ .. 
von Krüger a. a. 0. vorgezeic~neten S !nenmittelpunkt. Angaben, die fur 
sprung der Koordinaten ;r, !) m ~e~ e gekennzeichnet. Die Sehne habe 
;r = 0 gelten, werden durc~ den n ex m 

die Länge l. ach Taylor ist 

1 II 2 + 1 l"'\ II ;r3 + !) = !)m + !)m' ;t + 2 !)m )'. 6 ~m ' ' • 
(154) 

l ein. Für diesen Fall folgt au l d,· - muß" = Ü Für ;r = 2 un ,. = - 2 4.1 

Gleichung (154) 

1 12 rr, II - _l_ z41,mIV - ..• 
!)m = - 8 ~m 384 ~ 

1 12 t'I III _ _ 1_ 14 !)mV, (155) 
~m

1 = - 24 4.1m 1920 

Man erhält damit ffü Gleichung (154) 

p_ = _ i ll - 4 (f) 2J {1 !)m
11 + }f l2 

!)mlll (156) 

1 + fs [1 +4 (f f]l' (!>mrv + Hz !)mv) + ... J 

1 J:2 + 1 w . d J:1 - - - und - = 2· egen Für die Punkte P1 und P2 wu T - 2 l 

Gleichungen (153) und (154) wird dann 

lf1 t'I II - !.12 t'lm 111 + 214 za ( !)mIV - 110 l !)mV ) + •' ' ] (157) tg Ti = - 2 L 4.1m 6 4./ 

- + .!..f 1 t'I II + !.12 !)m"' + 21413 (!)mIV + 110 l !)mv) + ... ] . tg-r2 - 2 L 4.1m 6 
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d
Z~mFÜbergang von den Koordinaten x , y zu den Koordinaten 1· 1' dienen 

1e ormeln ~' ~ 

mit 
X = Xm + 'J. COS t - !) sin t Y = Ym + 1- sin t + !) cos t 

Mit Krüger setzen wir 

Xm cos t + Ym sin t = a = ~ [x22 + y 22 _ (x12 + y 12)] 

. 1 
Xm sm t- Ym cos t = ß = T (xl Y2- X2 Y1) 

Xm2 + Ym2 = a2 + ß2. 

Wir bilden ferner vorsorglich 

X
2 = Xm2 + 2 Xm (1- cos t - !) sin t) + (;r cos t - !) sin t)2 

Y
2 

= Ym 2 + 2 Ym {;r sin t + !) cos t) + {;r sin t + !) cos t)2 

x 3 = Xm3 + 3 Xrn 2 {;t COS t -!) sin t) 

+ 3 Xm (;r cos t -!) sin t) 2+ (.r eo t - !) sin t)3 

Y3 = Ym 3 + 3 Ym2 {;t sin t + !) COS t) 

+ 3 Ym (;r sin t + !) cos t) 2 + (;r sin t + !) cos t)3 

X Y
2 = Xm Ym2 + 2 Xm .'Ym (;r sin t + !) cos t) 

+ Xm (;r sin t + !)eo t) 2 + Ym2 (;r cos t - !) sin t) 

+ 2 Ym (;r sin t + !) cos t) (;r cos t-!) sin t) 

{158) 

(159) 

+ (;r sin t + !) cos t)2 (;r cos t __:_ !) sin t) (160) 

x
4 

= Xm 4 + 4 x,,? (.r cos t - !) sin t) + 6 xrn2 (;r eo t - !) sin t)2 

+ ' 4 Xm (;r cos t- !) sin t) 3 + (;r cos t- !) sin t)4 

Y
4 

= Ym
4 

+ 4 Ym3 (.r sin t + !) cos t) + 6 Ym2 (;r sin t + !) cos t)2 

+ 4 Ym (;r sin t + !) cos t) 3 + (;r sin t + !) cos t)4 
x2 y2 - X 2 y 2 + 2 2 ( · - m m Xm Ym fa sm t + !) cos t) + Xm 2 (;r sin t + !) cos t)2 

+ 2 Xm Ym2 (;r COS t - !) sin t) + 4 Xm Ym (1- in t + !) COS t) 

(.r cos t - !) sin t) + 2 Xm (.r sin t + !) cos t)2 (;r 'cos t - !) in t) 

+ Ym
2 

{;r eo t - !) sin t) 2 + 2 Ym (;r sin t + !) cos t) (;r cos t - !) in t)2 

+ (;r sin t + !) cos t)2 (;r cos t - !) sin t)2. 

b) Die Längenreduktion 

. f ie Längenreduktion erhält man durch Vergleichung der ehnenlänge l 
~!ich~;n(~~;rhenden Länge s der geodätischen Linie. Für s gilt gemäß 

f
l 

+ 2 1 1 
s = _ _!:_ ;;; (1 + 2 !) ,2 + ... ) d ;r. 

t 2 

{161) 
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2. Die Reduktionen bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung 

a) Die Richtungsreduktion 
ö lnm Ö ln m 

Im Hinblick auf Gleichung (150) bilden wir zunächst <5T und ~ · 
Hierzu formen wir die Gleichung (121) etwas um und ~hreiben 

m = ( 1 + } ~ ) (1 + y :
3 

+ () xJa2 

+ c ;44 + C x~t + {} t4 + .. , ) + 17
2
Gl4, (162) 

Vernachlässigen wir Ausdrücke von höherer Ordnung als 'Y/~ Gl_a und_ sehen 
wir LI <f)o in Gleichung (121) als eine Größe 1. Ordnung an, so ist m Gleichung 

(162) 

y = ~ ( - ~ 'Yj2t + V4 ctgLI <po)cos a0 .x;c> =} (f 'Yj 2t- V4ctgLI <f)o) cos ao-x; 
6 . 2 (163) 
1 3 A {} 1 2LI 

s = 
24 

(1 + 3 ctg2 LI <po); C = - 4 ctg2 
LJ <f)o; = 8 ctg %· 

1 1 1 (1 2) 
Es ist fernerr2 = MN = N2 + 17 • 

Führen wir statt x und y die ersten beiden Gleichungen (158) ein, so wird 
unter Berücksichtigung der Gleichungen (160) 

J ~nim = ~CO t(Xm + J:COSt-!) sint} [ 1- /,, (xm2 + 2 XmJ:COst + J:
2

cos
2 

t} + GI,] 

+ ~
3 

{3 y cos t (xm2 + 2 Xm ;r cos t + ;t2 cos2 t) + Ö [2 Xm Ym sin t 

+ Ym2 cos t + 2 ;r (xm sin2 t + 2 Ym sin t cos t) + 3 ;t2 sin
2 

t cos t]} 

Ö lnm 

~ 

+ ~
4
{4scost(xm 3 + 3xm2 J:cost + 3;r2 xmco 2 t + J:

3
cos

3
t) 

+ 4 {} in t (ym3 + 3 ;r ym2 in t + 3 J,:2 Ym in2 t + ).: 3 sin
3 

t) 
+ 2 C[xm2ymsint + xmym2 co t + J:(xm2 sin2 t + 4xmym sint CO t 

+ Ym2 cos2 t) + 3 ).:2 (xm in2 t cos t + Ym sin t cos2 t) 

+ 2 ).: 3 sin 2 t eo 2 t] } + ~ Gl 4 
r (164) 

= - !_ in t (xm + J: eo t - !) sin t) r2 
[1-/r2 (xm2 + 2 Xm J: cos t + J,'.

2 cos2t) + Gl4] 

+ ~
3
{- 3y int(xm2 + 2xm;tcos t + J:2 cos2 t) 

+ ö [2xmymcost-ym2sint + 2;r(xm intcost + ymcos2t-ym in
2

t) 
+ ;r2 (2 sin t cos2 t - sin3 t)]} 

+ ~
4
{- 4 c in t (xm3 + 3 Xm2 J: COS t + 3 Xm ):2 

COS
2 t + ):

3 
COS

3 
t) 

+ 4 {} eo t (y
111

3. + 3 ym2 J: sin t + 3 Ym ;t2 sin2 t + ).: 3 sin
3 t) 

+ 2 c [xm2 Ym cos t- Xm ym2 sin t + J: (Xm2 sin t cos t + 2 XmYm cos
2 

t 

- 2 Xm Ym sin2 t - Ym2 sin t cos t) + ).:2 (2 Xm sin t cos
2 

t 

- Xm sin3 t + Ym cos3 t- 2 Ym sin2 t cos t) 

+ ;r3 (sin t cos3 t - sin3 t cos t)]} + ~ Gl4• 
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Es i t c5 Zn m/ c5 y von der Größenordnung I_ Gl1, da elbe gilt gemäß Glei-
r 

chung (150) dann auch von l) ". Daraus folgt, daß D' eine Größe 2. Ordnung 
und lJ/r eine Große 3. Ordnung ist. 

Behalten wir di bisherige Genauigkeit bei, d. h. gehen wir nur bi zu 

den Gliedern der Größenordnung I_ Gl3 ein chließlich, o genügt es, für die 
r 

GI ichung (150) die Gleichung 

, , 1 o ln m o ln m + 1 Gl D = l) - , ---- -oJ op r s (165) 

zu etzen. Mit Rück icht hierauf ind auch bereit in den Gleichungen (164) 
die Glieder höherer Ordnung fortgelas en w01·den. 

Gemäß Gleichung (165) erhalten wir 

l)" = 4cost(xm + ico t) !)' + ~ int(xm + Jcost-Dsint) r r 

+ ~3 {3 y sin t (xm 2 + 2 X,n ).: cos t + ).:2 eo 2 t) - () [2 Xm Ym cos t 

2. + 2 ( . 2 . 2) - y m In t ).: Xm In t cos t + Ym eo t - Ym IIl t 

+ ).:2 (2 in t eo 2t-sin3 t)J} 

- 2!4 in t (x.n + ).: eo t) (xm2 + 2 Xm '): eo t + ).: 2 cos2 t) 

+ ~ 4 {4 e in t (xm3 + 3 Xm 2
).: eo t + 3 x.n ).:2 cos2 t + J 3 cos3 t) 

- 4 {} cos t (Ym 3 + 3 Ym2 ).: sin t + 3 Ym ): 2 sin2 t + ).:3 sin3 t) 

-2( [xm 2 YmCO t-XmYm 2 sint + i (xm2sintcost 

+ 2 XmYm eo 2 t-2 Xm Y:n sin2 t - Ym 2 sin t cos t) 

+ J:
2

(2xm intcos2t-xmsin3 t + YmCO 3 t-2ym in2 tco t) 

+ J.:3 (sin t co 3 t - in3 t cos t)]} + ~ Gl
4 

(166) 
!)"

1 

= ~(eo 2t-sin2t)l)' + ~co t(xm + Jcost)p" + ~sintcost r r r 
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+ ~ 3 { 6 y sin t c.o t ( Xm + ).: eo t) - 2 0 [ Xm in t eo t 

+ ym(co 2t- in2 t) + J: int(2 eo 2 t- in2 t)J} 

1. ( 2 2 . 2) - 2 r 4 lil t CO t Xm + X.,. ): CO t + ).: 2 COS t 

- ~ sin t cos t (xm + ).'. cos t)2 r 

+ ~ 4 {12s intco t(xm2 + 2xm):co t + J:2 co 2 t) 

- 12 {} in t eo t (ym2 + 2 Ym).: in t + ):2 in2 t) 

- 2 C [(xm2 
- Ym2) sin t cos t + 2 Xm Ym (eo 2 t - in2 t) 

+ 2i(2xmsintcos2 t-Xm in3 t + YmCO 3 t - 2ym in2tco t) 

+ 3 J:2 sin t cos t (cos2 t- sin2 t)J} + ~
2 

Gl3 

1 ( t) l)"' l)IV = ~ (2 CO 2 t - sin2 t) l)" + ~CO t Xm + ].'.CO 

· t ~ (2 2 t in 2 t)} + 2 s;a { 3 y cos2 t - u eo -

3 . 2 ( + ,. eo t) + ~ {12 e in t cos2 t (xm + ].'. cos t) - - in t CO t Xm ,.. N 4 
r4 . 

_ 12 {} sin2 t cos t (ym + J.'. sm t) . 
2 

t) 
. 3 + cos3 t-2ym s1n tcos - 2 ( [(2 Xm sin t cos2 t - Xm SIIl t {m 

+ 3 ].'. sin t cos t (cos2 t - sin2 t)]} + Na Gl2 (166) 

3 . 3 t 1 2 · 2 t) l) 111 
- - s1n t cos l)v = - (3 cos t - sm r 4 . 

1 
r2 12 . [2 2t-2i} in2t- C (eo 2t-sin2t)] + N' GZ1· 
+ - 1ntco t scos N4 

. E i t genähe1·t für J.'. = 0: 
Xm • l Gl 

l) " = - Sln t + - 2· m r2 r 

Damit wird 
1 . t 1 · 2 ) 1 + - sm t cos 1" = _ (cos2 t - Sln t l)m r2 

l)m r2 • t +y eo 2t-ym in2t)] 
+ ia [3 y Xm sin t COS t - () ( Xm SIIl t COS m 

x 2 
• + ~ J 6 in t cos t ( e Xm2 

- {} Ym
2

) (167) _ ~ sm t cos t N4 l 
1 

2r4. ( 2_ 2) + 2(cos2t- in2t) Xm Jm]} + N2Gl3 _ ( [ SIIl t CO t Xm J m 

und, wenn man 
. d . h 1/N4 und l /r4 vernachlä igt, den Unter chie zw1 c en 

IV 2 . t [3 y cos2 t - CJ (2 eo 2 t - sin2 t)] 
l)m = Na sm in t) (168) 

1 { . 3 t + 24 sin t COS t ( e Xm COS t - {} J m + _ - Xm SIIl 1 

N' . x in3t + Ym cos3t]} + 3GZ2 -4 C(2sintCO t(XmCO t-Jm mt)- m 

1 . t t { in2 t + 12 [2 e eo 2 t - 2 {) in2 t 
l) V - - Sin COS -

m - N' 

- C ( eo 2 t - in 2 t)]} + ~4 Gl1 · 

d u drücke . 5) er ibt sich nach Ein etzen er 
Aus der zweiten G:leic~ung \1t g (167) und (168) 
für l)m" ' und l)mv in die Gle1c ungen 

1 z2 . 1 ~ {3 Xm in t COS t . 
, _ _ m t eo t - 12 Na Y } GZ 

l)m = - 24 r
2 

2 • 2 t)] + 
, - () [xm in t cos t + Ym (eo t - sm 4 
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und damit nach de1· ersten Gleichung (164) 

II Xm • 1 
Dm = ~ sm t + N3 [3 y Xm2 sin t - ö (2 Xm Ym eo t - Ym2 sin t)] 

1 [ 1 . 1 + N' 24 l
2

xmsmt(3sin2t-co 2 t)- 2 xnl3 int + 4sxm3sint 

- 4 {} Ym
3 

eo t - 2 I; Xm Ym (xm cos t - Ym sin t) ] + 1cz4 

und nach Gleichung (165) (169) 

III 1 • 2 { 
Dm = ;:a sm t cos t + N8 3 y Xm sin t cos t 

- ö[xm sin t eo t + Ym (cos2 t - sin2 t)]} 

+ ;, {- 2~ 12 sin t COS t (cos2 t - sin2 t) -{- Xm2 sin t COS t 

+ 12 sin t cos t ( 8 Xm2-{} Ym2) 

-2 l;[xm
2 

intcost + 2xmym(cos2t- in2t)-ym2sintco t]} + ~
2 

Gla, 

Setzt ~an die Gleichu.n~en (169) und (168) in die erste Gleichung (157) ein, 
so erhalt man nach eimgen Zusammenfassungen in analytischem Maß 

L1y 1 1 { 
T1 = - 6 r2 (2 X1 + X2) - 24 N 3 3 Y ,1 y (12 Xm 2 - 4xm,1 X + ,1 x2) 

- Ö [24, Xm Ym L1 x-12ym2 L1 y- 4 Xm ,1 X ,1 y-4ym(L1 x2- ,1 y2) 

+ ,1 Y (2 ,1 x2 -,1 y2)]} + 14140 ~4 { ,1 Y [360 Xm3 - 60 Xm2 ,1 X (170) 

+ 30xm(L1 x2 - 2 L1 y2) - 5 ,1 x ( ,1 x2 _ ,1 y2) _ 3 ,1 x ,1 y2] 

- 72 8 L1 y (40 Xm 3 
- 20 Xm2 ,1 x + 10 Xm ,1 x2 - ,1 x3) 

+ 72 ,{} ,1 X (40 Ym3 
- 20 Ym2 ,1 y + 10 Ym ,1 y2 - ,1 y3) 

+ 121;[120 Xm2 YmL1 X-120 XmYm2 ,1 y-40 XmYm(L1 x2-,1 y2) 

- L1 X L1 Y { 20 (xm2 - Ym2) - 20 (xm L1 X - Ym L1 y) 

+ 3 (.1 x2 - L1 y 2) } - 10 Xm L1 y 3 + 10 Ym L1 x3J} + GZ
5 

mit L1 x = X2-x1; L1 y = y2~Y1· 

Man erhält r 2, wenn man in der Gleichung (170) die Kennziffern 
1 .und 2 vertauscht. · 

b) Die Längenreduktion 

ZUl' Lösung des Integrals in Gleichung (161) bilden wir aus Gleichung(l62) 

..!. = 1-.!.~- ±_oxfl_ ,x' x2fl , J" 
m 2 r2 Y Na N a 8 N4 - 1; N4 - .i N' · (171) 

H' • ' J 1 1enn 1 t s = s - 4 . 
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. · die Gleichungen (160) ein. In den Glei-
ln Gleichung (171) se.tzen ;ir h A drücke mit J: und benutzen dazu 

chungen (160) ersetzen WI~ D urc us 
die Gleichung (156). Es wird 

n - _ _!_ sin t (3 Xm z2 + J: z2 eo t - 12 ;i:2 Xm - 4 ;i:3 eo. t) + l Gla· 
!! - 24 r 2 

(172) 

Wir bilden noch 
, _ __!__ sin t (l2 cos t _ 24 J: Xm - 12 ;t2 cos t) + Gla 

D - - 24 r 2 

(173) 

und erhalten nach einigen Zwi chenrechnungen 

J
l 

+ ""f z _!. ( 1 + _!. V ,2) d ~· . 
s = - ~l m 2 

{ 

2 

x m
2 1 L1 x

2 
_ ..!:.._ _!__ [3 y Xm {4 Xm2 + LI x 2

) 
= l 1 - -2 - 24 r2 12 N 3 

2 r + Ö {12 Xm Ym2 + Xm LI y2 + 2 Ym LI X LI y)] {174) 

- _1_ [60 Xm2 LI y2 + LI x2 LI y2 + 18 s ' (80 Xm4 + 40 Xm2 LI x2 + LI x:) 
1440 N

4 
+ 18 {} (80 Ym4 + 40 Jm2 LI y 2 + LI y ) 

+ 6 ( {240 Xm2 Jm2 + 20 Xm2 LI y2 + 20 Jm2 LI x2 
A LI + 3 LI x2 LI y2)]} + N Gl6. + 80 XmJmLJ X Y 

. aphiscben Abbildung 
3. Die Reduktionen bei der verallgememerten stereogr 

a) Die Richtungsreduktion 

Aus Gleichung (136) folgt ] 

m = [l + 4\2 (x2 + y2)] [1-} r~2~(2 xa + 3 x y2) + 172 Gl4 . (175) 

d ter Beachtung der Gleichungen (158) 
Ersetzen wir x und y d~r~h J: un. 1 un Unterschied zwischen r2. N und ra, 
bis (160) und vernachlass1gen wir en 
so wird 

6 ln m - _l_ {,. + a) [1 - _l {xm2 + Jm2 + 7=2 + 2 a J:) + Gl4] 
-- - 2 2 ,.. 4r2 

c5 ~ r 2 + 2 ,. (2 Xm cos2 t 
2 'Y/2 t [2 2 t + 2 x Y sin t + Y m cos t ,.. __ Xm COS m m 

- 3 r
3 

• t) + J:2 (2 cosa t + 3 sin2 tcos t)] 
+ Xm sin2 t + 2 Y m sm t eo 

+ 172 ~Gl 3 (176) 

6lnm - _l (n -ß) [1-~{xm2 + Ym2 + J:2 + 2 a J:) + Gl4] 
-- - 2 2 !! 4r 

,5 V T 

+ ! r," t [2 Xm2 in t - 2 Xm Ym COS t + Ym2 in t 
3 r 1 

+ 2 J: (xm in t eo t-Jm eo 2 t + Ym sin2 t) + J:2 sin 3 t] + 172N G_la. 
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~nter Hinweis auf die auch hier ül . bilden wir g tigen Bemerkungen vor Gleichung (165) 

D 11 = 2) 1 o Zn m _ o Zn m 1 
~ o:r ov + ;Gl5 • 

Es wird 

D 11 = ~ (i + a) r, 1 
- _l ( [ 1 

2 r 2 r2 D - ß) l - 4 r2 (xm2 + Ym2 + fa2 + 2 a J) + Gl ] 
2 'YJ2t 4 

- 3 7 [2 Xm 2 sin t - 2 X,n y m cos t + Ym 2 sin t + 2 1' (x . ,... m Sln t COS t 

- Ym cos2 t + Ym sin2 t) + 12 in3 t] + 1121cz3 bzw . .!cz4 

D111 = 2~2 (i + a) r, 11 -.!f (1 + a) _!~[ r 
4 r" 3 r 3 Xm in t CO t (177) 

-ym(co 2t- in2t) + J: in3t] + 172J_cz b . lGZ 
N2 2 zw. 2 3 

DIV = _1_ II - !:._ f 4 'Y/2 t . 1 r 
2 r 2 D 4 r" - 3 3Sm

3 t + 172-GZ bzw .!cz r Na 1 • a 2 
1 r 

r, V = - D 111 + J_ Gl 
r2 N" 3· 

Genähert i t r, 11 ß + 1 Gl = 2 r2 ; 3· Damit wird 
D III 4 112 t 

m = - 3 7 [ Xm sin t eo t - Ym (cos2 t _ · 2 )] 1 m t + 172 N2 Gl2 
(178) 

ach der zweiten Gleichung (155) ergibt sich odann 

l)m 1 = -..!_z2v III - · + 111
2 t[ 12 , 

24 m - 18-;:a Xm SllltCO t-ym[2(co 2t- in2t)] + 172G[2, 

Damit wird nach der er ten Gleichung (177) 

Dm" = _/!_ _ __L (4 X 2 + 4 2 [2) 2r2 32r4 m Ym -
2 'Y/2 t (2 (179) 

-37 Xm2 int-2xmYm eo t + ym2 int) +112.!cz3, 

Setzt man die Gleichungen (1 79) d ( . . r 
so erhält man nach einigen z un ~78) m die ~rste Gleichung (157) ein 

usammen a sungen m analytischem Maß ' 

T 1 = X2 y 1 - X1 y 2 1 'Y/2 t 
4r 2 + X1 X2 + Y1 y

2 
- 36 -;:a- [4 (x2 Y1 - Xi Y2) (6 Xm - L1 x) 

. - L1 y (12 Ym2 - 4 Ym L1 y + L1 y2)] + 172 Gl (IBO) 
IDlt L1 X = X - X und A 4 2 1 LJy = y2-Y1· 

Man erhält r · d . 
d 

2, wenn man in en Gleichungen (180) d' K 
1 un 2 vertauscht. ie ennziffern 
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b) Die Längenreduktion 

Aus Gleichung (136) folgt 

!_ = 1 - x2 + y2 + (x2 + y2)2 + ! 'Y/2 t (2 x3 + 3 x y2) + 2 Gl . 
m 4 r 2 16 r 4 9 r3 'Y/ 4 

(181) 

Wir ersetzen mit Hilfe der Gleichungen (158) bis (160) x und y durch i und r,. 
Aus Gleichung (156) ergibt sich 

1 z2 ß 1 ß .2 Gl d d I 1 ß Gl D = -
16 

;=i + 4 ;=i J: + r 5 un araus r, = 2r 2 J: + 4• 
(182) 

Damit erhalten wir nach einigen Umformungen für Gleichung (161) 

s = J+t ~[1 + } !)'
2

] d1 

l { 1 l2 1 ( L1 L1 )2 = ~ + l -43;:i+32r4 Xm x+Jm Y (183) 
1 14 1 112 t } + 1280 ~ + 18 7 (2 Xm L1 x2 + Xm L1 y2 + 2 Jm L1 X L1 y) 

{ 

Xm2 + ym2 112 1 l 4 

= l 1 - 4 r2 - 48 ;:i + 1280 ~ 
(xm2 +ym2)2 1 2 1 'Y/2 t 3 

+ 16r4 + 32r4 (xm L1 X + Ym L1 y) + 18 -;.a- (8 Xm 

+ 12 Xm Jm2 + 2 Xm L1 x2 + Xm L1 y 2 + 2 Jm L1 X L1 y) + 'Yj
2 

Gl4} • 

VII. Bemerkungen zu der verallgemeinerten konformen 
Lambertabbildung und insbesondere zur verallgemeinerten 

stereographischen Abbildung des Erdellipsoids 
1. Untersuchung über die Formtreue der Abbildung 

des geodätischen Strahlenbüschels 

Es ist zu untersuchen, oh auch bei der im Abschnitt IV durchgeführten 
verallgemeinerten konformen Lamhertabbildung des Erdellipsoids ein geodä
tisches Strahlenbüschel formtreu abgebildet wird. Diese geometrische Eigen
schaft ist ja, wie in der Einleitung ausgeführt worden ist, der konformen 
Lamhertabbildung der Kugel und ihren beiden Grenzfällen, der Mercator
abbildung und der stereographischen Projektion, gemeinsam. 

Aus Gleichung (150) folgt für die Krümmung k des ebenen Abbildes 
einer geodätischen Linie bei der konformen Abbildung 

y" 1 ( 1 o Zn m o ln m) 1 T k = 
3 

= ~ y -
0
---

0
- oder, wegen y = tg , 

(1 + yl2)2 11 + y12 X y (184) 

k - -
o Zn m . o Zn m 1 (om . o m ) - -~x m T - -- cos T = - - sm T - - cos T . 

u oy m ox . oy 
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Dieselbe Formel hat Lahorde ([14] S 62 G . 
Wege abgeleitet. T ist der Richt . . k :e~chunhg ( 41)) auf einem anderen 
tischen Linie. ungswm e es e enen Abbildes der geodä-

d Angenommen, der Koordinatenurs run 1 · . . 
. es betrachteten geodätischen Strahleiihüsc\etge im ~hhild des Scheitels 
m der Ebene als Geradenh .. h l l r s und dieses Büschel werde 

1 om usc e' a so 1.ormtreu, abgebildet, so müßte 

m O X ;= - ~ - 0 d um Om k = - (- Y Om X ) 
11 

. lx2+ y2 u Y yx2+ y2 - o er y ~ - x o Y = 0 (185) 

sem. Betrachtet man das Ver rößerun .. . 
zu x und y und steht die ,!Achse i:v;zhalt1;1is m als die dritte Koordinate 
der xy-Ehene, so stellt die GI . h oo~dmatenursprung senkrecht auf 
für alle Umdrehungsflächen e1c.tu~g (185~ die partielle Differentialgleichung 
[l~] III. S. 132 Gleichung (25)f:1 Da:~ m- chse als ~re~a?hse dar (Rothe 
großerungsverhältnisses m K . ~deutet, daß die Lm1en gleichen Ver 
tischen Strahlenhüschels seinreis~ um D~s Ahhil~ des Scheitels des geodä: 
Strahlen des ebenen Gerad h~us:ef' iese Kreise schneiden die einzelnen 
der Konformität - daß dieenUuhs~lde sdr.echtwinklig. Hieraus folgt - wegen 

· ' r i er ieser Kr · d · h 
torien des betrachteten geodätisch S hl h~~se ie o~t ogonalen Trajek-. en tra en uschels smd 

Wir wenden die Gleichung (185) a f d' . 
Abbildung des Erdellipsoids a E ; l ie verallg~meinerte stereographische 

n. s o gt aus Gleichung (136) 
om - om 2 'YJ2 t 

. . . Y O x X o y = - 3 r2 N Y
3 + 'Y/

2 
Gl4, (186) 

Die hnke Seite der Gleichun (185) . d 
hildung des geodätischen St~ahlenh;ir h rls~ nicht null; es ist also die Ah-
formtreu. sc e s urch den Normalpunkt nicht 

Man kann diese Tatsache h d . 
redu~tion schließen. Im Fall :uc= aus - er GI_~IChu~g (180) für die Winkel-
Ahhildung T 1 = 0 ergehen. Es ~rdy !her O müßte sICh bei der formtreuen 

1 'Yj2 t 
. Ti = 18 ?""" Y2

3 + Y 2 Gl4, (187) 

~ Ir wollen schließlich noch den Wert .. 
graphischen Abbildung berechnen E . d vonh !)m fur den Fall der stereo-

1 z2 2 • s wir nac der ersten Gleichung (155) 

!)m = - - - ß + ß l (4 2 16 r2 256 r" Xm + 4 Ym2 - [2) 

1 'Y}2 t + 12 "7 l (2 Xm2 L1 y- 2 XmYm L1 X + Ym2 L1 y) l 'Y}2t 
F + 288 7 L1 Y

3 
• 

ür Xi = Y 1 = 0 wird ß = 0 und damit 

7 rJ2t 
!)m = 288 7 lY2 3 + rJ2 lGl4. (188) 

Auch hier zeigt sich, daß die d" . . . 
punkt sich nicht als Gerade ahhilleo itlschen Limen . durch den Normal-
gegehenen Ordnung !) nur von y e°;. h e~erkenswert ist, daß bis zur an
gemeinen wird !)m un mefähr d ' .. mc t a er von x abhängig ist. Im all
tischen Linie von der g Sehne z:s ~oßt~n Ahsta~d des. Abbildes der geodä
stellen. Aus diesem Grunde soll c .en z ehln Abbildern ihrer Endpunkte dar-
E . 4 ein a enwert für " h s sei y = 50 000 m; l = 500 000 . - o vm. gege en werden: m, <p - 50 . Dann wird !)m = 0,014 m. 
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Zur Ermittlung der tatsächlichen maximalen Werte von !) wäre eine 
genauere Untersuchung der Abbilder von geodätischen Linien erforderlich, 
eine Untersuchung, die bei der stereo graphischen Abbildung zweifellos sehr 
lehrreich und wichtig wäre. Hier soll jedoch davon abgesehen werden. 

Daß es eine stereographische Abbildung mit formtreuer Abbildung des 
geodätischen Strahlenbüschels, das den Normalpunkt als Scheitel hat, über
haupt nicht geben kann, hätte schon aus dem vergeblichen V ersuch im 
Abschnitt III zu 3. d) geschlossen werden können, eine konforme Abbildung 
des Erdellipsoids mit geradliniger Abbildung eines Meridians zu finden, bei 
der im Abbild die Linien konstanten Vergrößerungsverhältnisses Kreise um 
den Koordinatenursprung sind. Denn damit war zugleich die Unmöglichkeit 
erwiesen, der Gleichung (185) gerecht zu werden. 

Die bisherigen Betrachtungen haben ergeben, daß bei der verallgemei
nerten stereographischen Abbildung des Erdellipsoids das geodätische 
Strahlenbüschel nicht formtreu abgebildet wird, wenn man von Sonder-
fällen (Normalpunkt im Pol) absieht. 

Bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung des E1·dellip
soids läßt sich dieser Nach weis nicht so einfach führen. Es läßt sich keine 
Gleichung aufstellen, die der Gleichung (186) entspricht und nur Glieder 
mit 'Yj 2 enthält, weil sich auch bei der verallgemeinerten konformen Lambert
abbildung der Kugel kein strenger geschlossener Ausdruck für das Ver
größerungsverhältnis m in Abhängigkeit von x und y ergibt, wie das bei 
der stereographischen Projektion der Fall ist. Die Gleichung (121) stellt 
nämlich - auch bei Vernachlässigung der von der Abplattung abhängigen 
Glieder mit rJ2 und rJ4, d. h. für den Fall der Kugel - nur den Beginn einer 
Reihenentwicklung nach Potenzen von x und y dar, bei der es nicht ohne 
weiteres nachweisbar ist, daß die Linien gleichen Vergrößerungsverhältnisses m 
Kreise um das Abbild des Scheitels des geodätischen Strahlenhüschels 
sind, wie es bei der konformen Lambertabbildung der Kugel der Fall ist. 
Aus diesem Grunde läßt sich ohne besondere Umstände auch nicht nach
weisen, daß die Linien gleichen Vergrößerungsverhältnisses m - gemäß 
Gleichung (121) - bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung 
des Erdellipsoids nicht Kreise sind. Wir beschränken uns daher darauf, 
dieses aus der Tatsache zu schließen, daß auch bei dem Grenzfall der ver
allgemeinerten konformen Lambertabbildung, nämlich der verallgemeinerten 
stereographischen Abbildung des Erdellipsoids, die Linien gleichen V er
größerungsverhältnisses m nicht Kreise sind. Wie bei der stereographischen 
Abbildung wird auch bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung 
durch das Hinzutreten der von der Abplattung abhängigen Glieder die 
Kreisform zerstört. Das gleiche gilt für die verallgemeinerte Mercator-

abbildung des Erdellipsoids. 
Es erhebt sich nun die Frage, ob es überhaupt eine konforme Abbildung 

des Erdellipsoids gibt, welche zugleich die formtreue Abbildung eines geo
dätischen Strahlenhüschels ermöglicht. Die Antwort muß „nein" lauten; 
wobei wiederum von Ausnahmefällen (mit den Polen als Scheitel des Büschels) 
abzusehen ist. Wollte man nämlich die Formeln für eine solche Abbildung 
aufstellen, so müßte man den Ansatz dazu derart machen, daß der Gleichung 
(185) genügt wird. Das heißt, man müßte ihn so machen, daß eine geodä
tische Linie des Büschels formtreu, d. h. als Gerade, abgebildet wird und 
daß in der Abbildung der Kreis um das Abbild des Scheitels des geodä-
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tischen Strahlenbüschels sei V b 'ld . 
schels, in ein und demselb n ~ 1 '~in; orthogonale Trajektorie des Bü-
Linie gleichen Vergrößerungesnverh~'ltst~ arst.ellt, so daß dieser Kreis eine a n1sses m ist. 

Genau dieser Ansatz ist aber im Ab h . 
gemacht worden. Es hat sich . etzt . sc rut.t IV, 1. a) Gleichung (76) 
formtreue Abbildung des ge~d ··t. g~ze1g~ daß sich aus diesem Ansatz keine 
dieser Tatsache ist nun zu fol a isc en .trahlenhüschels ergehen hat. Aus 
nicht möglich ist, weil es - ~er:, d:1ß die formtreue Abbildung überhaupt 
1. h) und 4. a) - nicht zwe~er:r:~ts mehrmals gesagt (vgl. Abschnitt III 
denen eine Linie beide Mal ~ ~dene k?nforme Abbildungen gibt, bei 
Zugleich ist anzunehmen da: bn~cd eh11;1 gleichen Gesetz abgebildet wird 

"ß A h ' e1 en ier durchgeführt Abb'ld . gro te nnä erung an die F ormtreu . h . d . .. en I ungen die e erre1c t wir die überhaupt m „ li h . W d. .c ' og c ist. 
. enn ie i.ormtreue Ahbildun des d .. . 

hch wäre, so müßten die Abbild l f eo atischen Strahlenbüschels mög-
Linien gleichen Vergrößerung::e eh~·Iotrt' ogonalen Trajektorien des Büschels 
K . . D r a n1sses und zugle' h k . reise sem. as bedeutet daß . h d. S .. ic onzentrische 
Linien vom Büschelschei;el b' sie .ie t~cke der einzelnen geodätischen 

.. 1 · h is zu emer ihrer orth l T . samt ic geradlinig und damit gleich lan abbilde .. ogona en raJektorien 
Wor!en, daß das Vergrößerungsverhältg. n m~ten oder, mit anderen 
von ihrer Länge abhängig sein dürfte D ms . auf den e.mzelnen Strahlen nur 
chung (82) gefundenen Vergrößerun~sv:sh~~l: a~er bei dem von uns in Glei
der Fall, weil m und m beim Erd lli ·~ a ms mo = mo. R: Ro. m nicht 
dem Azimut a der geod:tischen Li:e!s:thä:u1er :on d~r Länge s noch von 
(103) hervorgeht. Diese Abh.. · k . d g .g smd, wie aus der Gleichung 
bedingt zugleich, daß sich a:!~( ::e e:;:~u.zierten L~nge m vom Azimut a 
g?nalen Trajektorie _ vgl. Gleich 1BS)atisch~ Krumm1;1ng einer ortho
mcht - wie bei der Kugel k tung. - mit dem Azimut ändert und 

h 
- ons ant ist Wir „ l b zwisc en geodätischen Entfernu kr . . d mu.ssen a so eim Erdellipsoid 

Trajektorien des geodätischen S~~:hl:1s:~ (h a; s1:;/ eben die orthogonalen 
Büschels konstanten Abstand hab ) n ~sc e s.: . e von dem Scheitel des 
( das sind die Linien gleicher eod .. :~ ;:n Kg~_odatischen Krümmungskreisen 
Differentialgeometrie wird nfch a ~sc er d r;m~ung) unterscheiden. In der 
bei Flächen konstanter Krüm!:':esen, - a beide Arten von Kreisen nur 
(Blaschke [12] S. 154 § 72) E b g h (~ - konst) zusammenfallen können 
d~~ konforme und zugleich f or:itr:~:e ;bb~::: Gr~nd zu d_~r. Annahme, daß 
huschels ebenfalls nur bei Fl" h k g emes geodat1schen Strahlen-

ac en onstanter Krümmung mö 1 · h . E · h g 1c ist. 
~ sei. n?c erwähnt, daß die aus der Gleich ( 

(daß die Lm1en gleichen Vergröße h··1 .ung 185) gezogene Folgerung . h d. d . rungsver a trusses Kre. . .. ~1c .. ie geo ät1schen Linien des B .. h l t ise sem mussen, wenn 
m Ubereinstimmung mit den von L u:c : s t ormtreu, also geradlinig abbilden) 
den „Isometern" und Isomorph: ~~ et ~tg(ete~lten Beziehungen zwischen 
Da~ach wird bei der k;~ormen Ahl>'IJ e t . a .. orde [14] S. 38 Nr. 12): 
~rummung ein Maximum für solche IBJ:t die Anderu~g. der geodätischen 
liehen Fläche, die tangential zu d L. . kurven von Limen der ursprüng
nis~es, den „Isometern"' verlau~:n nne: rnst1_n:n Vergrößerungsverhält
Krummung wird zu null für di B 'ldk un ~ n erung der geodätischen 
stehen. Die orthogonalen Traje~t I. ~ve~, die enkrecht auf den Isometern 
Vergrößerungsverhältnisses oder ;~f~e~r M:~r~ttr, ~· :· ~er Linien gleichen 
d. h. formtreue Linien. Sind d. I k s a s, ~m a so „ Isomorphen" 
demnach die Isomorphen ein ;~ra~~:~:r ch;f zb~nldtnsche Kreise, so müs e~ 

1 en. 
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2. Vergleichung verschiedener „stereographischer" Abbildungen 
des Erdellipsoids 

Lamhert hatte sich bei der Ableitung seiner Formeln für die stereo
graphische Abbildung auf den Fall beschränkt, daß einer der Pole (der Kugel 
und des Ellipsoids) Normalpunkt der Abbildung ist. 

Bereits im Jahre 1779 veröffentlichte Lagrange eine Abhandlung ([5] 
S. 3), in der er eine der in der Einleitung erwähnten Eigenschaften der stereo
graphischen Projektion der Kugel, nämlich die der Abbildung der Kugel
kreise als ebene Kreise, teilweise auf eine Abbildung des Erdellipsoids mit 
beliebiger Lage des Normalpunkts übertrug. Er entwickelte eine allgemeine 
Formel für sämtliche konformen Abbildungen des Erdellipsoids, bei denen die 
Meridiane und Breitenkreise als Kreise abgebildet werden. Es gibt hierbei 
unendlich viele Möglichkeiten, die in der von ihm abgeleiteten Abbildungs
formel durch die verschiedenen Werte einer Konstanten c gekennzeichnet 
werden. Für c = 1 erhält er eine Abbildung, die der stereographischen Pro
jektion der Kugel bei beliebiger Lage des Normalpunkts entspricht. 

Als Beantwortung einer von der königlichen Sozietät der Wissenschaften 
in Kopenhagen für 1822 aufgegebenen Preisfrage brachte dann C. F. Gauß 
seine „Allgemeine Auflösung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen Fläche 
auf einer anderen gegebenen Fläche so abzubilden, daß die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich wird" ([2] S. 189). Er ent
wickelte hierin u. a. zwecks konformer Darstellung der Oberfläche des Erd
ellipsoids in der Ebene x und y als Funktion von cp und l. Aus der besonderen 
Wahl dieser Funktion ergehen sich verschiedenartige Abbildungen. V. a. er
hält er - nach seinen Worten - ,,eine der stereographischen Polarprojektion 
analoge" Abbildung mit beliebiger Lage des Normalpunkts. L. Krüger [7] 
hat diesen Fall eingehender behandelt und dabei festgestellt , daß sich bei 
ihm die Meridiane und Parallelkreise als ebene Kreise abbilden ([7] S. 10). 
Professor Eggert ([18] S. 158) hat die bereits von Grahowski ([11] S. 4) 
erwähnte Tatsache bestätigt, daß diese Abbildung auch als konforme Doppel
abbildung aufgefaßt werden kann, bei der zunächst das Ellipsoid konform 
auf eine Kugel mit dem Radius N

0 
im Normalpunkt und gleich großer Normal

breite übertragen wird und dann die Kugel unter Beibehaltung des Normal
punkts durch stereographische Projektion auf die Ebene abgebildet wird 
(d. h. A = N

0 
und a = 1; vgl. Abschnitt IV. 3. c). G. Lehmann hat gezeigt, 

daß die „stereographischen" Abbildungen von Gauß und von Lagrange 
identisch sind ([22] S. 339). 

Eine andere stereographische Abbildung des Erdellipsoids erhält man, 
wenn man bei der Doppelabbildung an die Stelle der Kugel mit dem Radius 
A = N

0 
die ·Kugel mit dem Radius r = yN0 M 0 treten läßt (statt a = 1 

hat man a2 = 1 + e '2 cos4 (fJo - vgl. z.B. [8] S. 574 Gleichung (l~) -). 
Weil sich diese Kugel in dem ormalpunkt besser an das Ellipsoid anschmiegt 
als die erste Kugel, erhält man günstigere Werte für das Vergrößerungs
verhältnis. Diese Art der Abbildung des Ellipsoids auf die Kugel ist zuerst 
1844 von Gauß angegeben worden ([2] S. 259:ff). 

Es soll noch nachgewiesen werden, daß das Ergebnis, das man erhält, 
wenn man diese Kugel mittels stereographischer Projektion unter Beibehal
tung des ormalpunkts auf die Ebene abbildet, identisch mit derjenigen 
Abbildung ist, die sich ergibt, wenn man in der erwähnten Lagrange'schen 

69 



Abbildungsformel c2 _ 1 + ,2 4 
G. Lehmann festgestellt worJen.cos CfJo setzt. Diese Identität ist auch von 

Für das Vergrößerungsverhält . h . d 
des Ellipsoids auf die Ebene gilt ms h eG ~n hLagrange'schen Abbildungen 

2 N. nac . e mann ([22] Gleichung 14d)) 
m - ocos<po - N 2 c2 ec,.1 q 

cos <p ( c sin <p )2 + 2 c L1 ( 2 . . o e q c sm2 <po) cos c l + e2c L1 q (c + sin <p )2 

Es ist e L1 q = tg (45 + <p ) (l - e sin <p~ ( 

0 

2 l + e sin ) 2 : tg 45 + <po) (l - e sin <p0 ~ 
I d <p 2 l + e sin <p ) 2 • 

st as Ellipsoid auf eine Kugel mit den . o 
nach dem Gesetz (vgl. Jordan-E rt j~o1iaphischen Koordinaten u und}. 

gge · I [8] §§ 102, 103) 

tg ( 45 + i-) = ~ tga (45 + P...) (1 - e sin <p~. 
k 2 l + e sin <p) 2 ' A = a l 

abgebildet worden, wobei 

a2 = 1 + e'2 4 d . cos CfJo un damit a cos u = V. cos . . 
sem soll . d o o %, a sm Uo = sm <p r = V M N 

K 
' so wrr ' wenn w - ln t (45 + / ) o, o o ugel ist, - g u 2 die isometrische B 't d . rei e er 

e L1 
10 

= tg ( 45 + i-) : tg ( 45 + u; ) 
= tg0 (45 + P...) (l - e sin <p)~ 

2 l + e sin <p 2 : tga (45 + <po) (1- e sin <p0) ~ 

2 l + e sin <po 2 
' 

d.h. 

Das Vergrößerungsverhält . h Kugel i'st ms ei dieser Abbildung d es Ellipsoids auf die 

m
1 

= a }~cosu 
N cos <p 

Bilden wir die K l f d. 
mit der Konstanten ugeh au ie Ebene nach der Lagrange'schen Formel 

Ci a , so erhalten wir als V ergrößerungsverhältnis 
mk = 2A cos u0 

Acosu l(~~J-~J2"2"+'"~~~~~2~c~
1
;e;c1;L1;w~:-:;--,-;--;;:--:;--;-~~~~ ,c1 sm u0 ) + 2 ec1 L1 w (c 2 · 2 ) = 2 Vo cos % i sm uo cos c i A + e2c1 L1 w ( c i + sin uo)2 

. 2a2 c12eac1 L1 q 
a cos u (ac1 sm%)2 + 2 ea c1 L1 q(a2 2 • ) c i sm <po cos a c i l + e2 a c1 L1 q ( a c + . )2 

Für den . . i sm % . 
gesamten Uhergang vom Eli' . d ipsoi zur Ebene gilt dann 

m = m1 mk, 

Setzen wir a c . B 'ld . d' i = c, so ergibt sich für d h id en ~ ie Kugel stereographisch auf d' Emh er oben angegebene Wert. 
un es wird ie ene a ' so muß c 1 . 1 = sein, 

c2 = a2 = 1 + e , 2 cos4 <p 
E . o· 

. s ist also die Lagrange'sche Abb. 
~ei. Benutzung der Konstanten c2 = a2 ildung d~! Ellipso~ds auf die Ebene 
Jemgen Doppelabbildung, bei der das Elli 1 t e c?.s4 CfJo identisch mit der
dem Radius r = fM""o7.v: d d . psoi zunachst auf die Kugel mit 

nk. o o un ann die Kugel unter B 'h h l 
pu ts „stereographisch" auf di Eh h . ei e a tung des ormal-e ene a gebildet wird. 
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Eine dritte Art von stereographischer Abbildung hat Roussilhe ange
geben ([9] S. 330). Irgendwelche Erwägungen geometrischer Art stellt er 
nicht an. Er beabsichtigt lediglich, Formeln aufzustellen, in denen x und y 
als Funktionen der geographischen Breite und Länge des Erdellipsoids er
scheinen und die eine der stereographischen Projektion der Kugel analoge 
Abbildung ergehen. Zu diesem Zweck geht er von der für die Kugel gültigen 
Formel x = 2 r tg (s/2 r) aus und entwickelt sie für den Meridian, der 
geradlinig abgebildet werden soll, in eine Reihe. Er setzt r = yNM. 

Im Gegensatz dazu legt Professor Eggert ([18] S. 160) dem Ansatz 
seiner Formelentwicklung die Forderung zugrunde, daß die erzielte Abbildung 
„azimutal" sein soll. Hierbei versteht er unter „azimutal" nicht nur, daß in 
der Abbildung die Azimute der von dem Normalpunkt ausgehenden Rich
tungen erhalten bleiben - das ist bei konformen Abbildungen stets der 
Fall -, sondern es sollen insbesondere die Vertikalschnitthögen durch den 
Normalpunkt als Gerade in der Ebene abgebildet werden. Zum Schluß seiner 
Arbeit gibt Professor Eggert noch einen Weg an, der einzuschlagen wäre, 

enn man statt der V ertikalschnitthögen die geodätischen Linien durch den 
Normalpunkt geradlinig abbilden wollte. 

In der vorliegenden Arbeit schließlich ist die stereographische Abbildung 
des Erdellipsoids als Grenzfall der verallgemeinerten konformen Lamhert
ahhildung durchgeführt worden, deren Grundgleichung mit dem Ziel ent
wickelt worden ist, in möglichst größer Annäherung die formtreue Abbildung 
eines geodätischen Strahlenhüschels zu erlangen. Als Grundgleichung dieser 
Abbildung hat sich für das Vergrößerungsverhältnis einer geradlinig ab
gebildeten geodätischen Linie der Ausdruck m0 = x/m - vgl. Gleichung 
(124) - ergehen. Denselben Ausdruck erhält man, wenn man den eben er
wähnten von Professor Eggert angegebenen Weg einschlägt. 

Die genannten Arten der stereo graphischen Abbildung wollen wir jetzt 
miteinander vergleichen. Als V ergleichungsmittel soll das Vergrößerungs
verhältnis dienen. Wir müssen daher die Vergrößerungsverhältnisse der 
einzelnen Abbildungen aufstellen. Wir beginnen mit der Doppelabbildung 
auf dem Weg über die Kugel mit dem Radius r = yM0 N 0• Für die Ver
gleichung genügt es, nur bis zu den Gliedern 'Yj 2 

• Gl3 einschließlich zu gehen. 

a) Vergrößerungsverhältnis ma für den Fall der Abbildung des 
Erdellipsoids auf die Kugel mit dem Radius r = yM0 N 0 und 
darauffolgender stereographischer Projektion der Kugel auf die 
Ebene. Hiermit identisch ist die Lagrange 'sehe Abbildung mit 

der Konstanten c2 = 1 + e' 2 cos
4 

<po 

ach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 583 Gleichung (15)) besteht für das 
Vergrößerungsverhältnis bei der Abbildung des Ellipsoids auf die Kugel mit 

dem Radius r = M 0 N 0 : 

(189) 

Bezeichnen wir die geographische Breite . und Länge der Kugel mit u und .?., 
so gilt nach Gleichung (135) für die stereographische Projektion der Kugel 

auf die Ebene 
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ma = 1 + . .!.. L1 u 2 + l 2 , 2 l 
i 4 4 cos uo l'I. - - t cos2 u L1 u ,2 't A 4 0 l'I. Illl LJ U = U - Uo, (190) 

NachJordan-Eggert Bd III([8] 
(17a) und S. 579 Gleichung (l~/{s~ Gleichung (11), S.575 Gleichungen(l7), 

und }. = a l, a cos Uo = V cos <p V tg u - t o, o - g <po 

L1 u = _!. L1 <p + 3 'Y/2 t L1 2 l 'Y/2 
V 2 V 3 <p + 2 V6 (1 - t 2) L1 <p 3, Damit wird 

,f 2 l 
LJ u = v2 L1 <p2 + 3 172 t L1 <pa, L1 l u 3 = va L1 <p 3 und (191) 

und cos2 Uo ).2 = cos2 ffJo V2 [2 

ma = 1 + .!.. J_ L1 2 + l v2 2 3 2 4 v2 <p - cos <p z2 + _ 2 t ,f a 1 
4 o 4 'Y/ LJ <p - 4 t cos2 cp0 L1 <p l2. (192) 

Somit wird 

(193) 

b) Vergrößerungsverhältnis m f" 
Erdellipsoids auf die Kugel m:t J:md~n ~all der Abbildung des 
folgender stereographischer P . . adius A = No und darauf
Hiermit sind identisch di roJ ekt1on de~ K uge·l auf die Ebene. 

L 
e „stereograph1schen" Abb'ld 

von agrange - c = 1 - und G ß (K „ I ungen au ruger) 
. Nach C. F. Gauß ([3] S. lll [4]) 'lt .. .. 

bei der Abbildung des Erdell' 'd gi f fdi~ das Vergroßerungsverhältnis m 
ipso1 s au e Kugel mit dem Radius A = J/ 

0 

ln mb1 = ln n = ..!. h cos p2 x x (l - ee sin P2) 
2 aa 

l 3 
+ 2 h sin P cos p (1 + ! h cos P 2) x3 (1 - ee sin P2) 2 

3 ~ . 

Hierin ist 

h = _e2_. P = <po ,' ( 1-e2, X = '1/J - P) a 
Jll-ee sin p2; 1P = u; 

es ist x nach Süden positiv. 

Ferner ist nach S. 112 [6] a. a. O. 

L1 u = 1P - p = l - ee c5 3 ee (l - ee) sin 2 p 
l - ee sin p2 + -4 ,51 ,51 't ,51 A .. . (1 - ee sin p2)2 u u m1 u = LJ <p = <p - <po • 

Berucks1chtigen wir noch d ß 
Gleichung (5), S. 204 Glei~hu:g (~;)eh JdorSdan-Egger~ Bd. III ([8] S. 197 

e
2 

un · 205 Gleichung (25)) 

l - e2 = e ,2; 1 - e2 sin2 <p = w2. l - e2 - l d e2 e'2 ' w2 - vz un - = - ist w2 v2 ' 
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so wird 
,f - l ,f 3 'Y/2 t ,f 2 • ,f 2 1 ,f 2 2 1 

LJ u- V2 LJ <p +
2 

V4 LJ <p , LJ u = V4LJ <p + 317 t LI cp 3
; L1 u3 = V 6 LI <pa (194) 

und damit 
(195) 

Bei der stereographischen Projektion der Kugel auf die Ebene wird nach 
Gleichung (135) das Vergrößerungsverhältnis 

1 1 1 
mb

2 
= 1 + 4 LI u2 + 4 cos2 u0 }.2 - 4 t cos2 u0 LI u ).2 

und wegen der Gleichungen (194) wird mit }, = l und u0 = ffJo 

1 1 1 3 1 1 
mb

2 
= 1 + 

4 
V4 LI cp2 + 4 cos2 ffJo 12 + 4 1J2 t LI cp 3 

- 4 t cos
2 

ffJo v2 LI <p l
2 

(196) 

und damit 
1 1 1 

mb = mb
1 

mb2 = 1 + 4 (1 - rJ4) L1 <p2 + 4 cos2 ffJo Z2 + 4 rJ
2 

t LI cp
3 

1 
(197) 

- 4 t (1 - rJ2) cos2 ffJo LI <p l2
• 

c) Vergrößerungsverhältnis mc bei der Eggert'schen stereo
graphischen Abbildung des Erdellipsoids 

Entsprechend Lehmann ([22] S. 426 Gleichung (36c)) ergibt sich als 

Abbildungsgesetz für den Meridian 

1 1 1 1 
x = s + 

12 
N

2 
(1 + 2 172 cos2 a + 174 cos4 a) s3 

- 8 N 3 1]2 t cos a s
4 

(l9S) 

1 1 5 + + 120 N 4 5 • ' ' 

Im Hinblick auf die Gleichung (19) ist demnach, wenn wir nur bis zu den 
Gliedern 4. Ordnung einschließlich gehen, 

a
3 

= 
1
\ ~

2 
(1 + 2172 cos2 a + 174 cos4 a) und a4 = -} ~ 3 17

2 
t cos a. (199*) 

Nach Gleichungen (2la) wird dann 

C3 = - _!._ N cosa<p (1- 2 t2 - 1'l4) und c = _!_Nt eo 4 <p (2 - t2 -174). (199) 
12 cosa ·, 4 24 cos a 

Setzen wir die Gleichungen (199*) in die Gleichung ( 46*) und - zur Kontrolle -
die Gleichungen (199) in die Gleichung (46) ein, so bekommen wir als Ver
größerungsverhältnis für die konforme Abbildung 

1 1 1 
m c = 1 + 4 L1 cp2 + 4 cos2 ffJo (1 - 'Y/4) Z

2 + 4 1]2 t LI cp
3 

1 ~o~ 
- 4 t cos2 ffJo (1 - 172) L1 cp z2. 
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Dieses Ve "ß rgro erungsve h ··1 . . der Meridian nach r a trus gilt für eine konforme Abbild . 
gebildet wi d H' de.m durch Gleichung (198) a b ung, bei der E r . ierzu ist zu b k ngege enen Gesetz b 

gge~ gewählten Herleitun emer _en, daß bei der Art der von Profes:o; 
formität nicht gewäh I . 9 der Übertragungsformeln die st K 

reistet ist (vgl. Lehmann [22] S. 430). renge on-

d) Vergrößerungsverhält . b . ms md e1 der R 'lh , 
stereographischen Abb "Id ouss1 e sehen 

R . I ung des Erdellipsoids 

oussilhe ([9] S. 330 Gleichung (327)) hat f" d' A . 
entsprechend der für die K .. . ur ie bbildung des Meridians 
d' GI . ugel gültigen Formel x = 2 ro tg ( s ) 

ie e1chung ~ 
X = S + __ l~ s3 l 5 

12 MN + 120M2N2s + ... (201) 

angesetzt. Wegen Gleichung (19) wird also 

1 1 
aa = 12 MN = 12 ·N2(l + r;2) und a4 = o (202*) 

und damit G wegen leichungen (2la) 

c - 1 N CO 3 <p 
3 - - 12 cos a (1 - 2 t2 + r;2} und c = ~Nt cos4 <p ( 4 24 cos a 2 - t

2 + 6 r;2). (202) 

Setzen wir die Gleichun en (202; . . 
trolle - die Gleich g (20 ) m _die Gleichung (46*) und - K r· d ungen 2) m die GI . h zur on-
ur as Vergrößerungsverhältnis den Ausd:~~k ung ( 46) ein, so erhalten wir 

- 1 1 md - + -(1- rJ2 + 4) L1 2 1 3 
4 'YJ cp + 4 cos2 cp (l + r/) z2 + 4 r/ t L1 cpa 

1 (203) 
- 4 t cos2 cp (l + 8 1J2 ) L1 cp z2. 

e) Vergrößerungsverhältnis m b . . 
verallgemeinerten t s e1 .der hier abgeleiteten 

s ereograph1schen Abbildung 

Nach Gleichung (135) ist 

1 
me = 1 + 4 (1 - 'Y/2 + 'Y/4) L1 cp2 + { cos2 cp (l + 2) z2 11 

1'j + 36 172 t L1 cp3 
1 (204) 

. - 12 t cos2 cp (3 + 8 172) L1 cp z2. 

Die verschiedenen hier bet ht 
d~s Erdellipsoids sind auch ra~ eten ebenen konformen Abbildu 
wir uns z. B di d h . vonemander konforme Abb 'ld ngen 

. e urc die Doppelabbildung üb" d' K I u?gen. Denken 
r = V M N . er ie ugel mit d R di 

o o erzielte Darstellun . . em a U.: 

abgebildet, so erhalten wi I Vg m „die anderen Darstellungen konform 
r a s ergroßerungsverhältnisse 

74 

mb' = :: = 1 + }rJ2 (1- 2 112) L1 <p
2
-}'Y}

2 
cos

2 
<fJo l

2 

1 + 72 'Yj2 t L1 <p (12 L1 <p2 + 27 cos
2 

<fJo z2) 

mc' = mc = 1 + .!... rJ2 (1 - rJ2) L1 cp2 
- -4

1 
YJ

2 (1 + 11
2
) cos

2 
({Jo z

2 

ma 4 

me' = m e = 1 
ma 

1 + 72 rJ2 t L1 cp (12 L1 cp2 + 27 cos2 <fJo z2) 

1 + 
72 

'Y}2 t L'.l cp (48 L'.l cp2 - 135 cos2 <fJo l2) 

1 + 
72 

172 t L'.l cp (16 L'.l <p2-39 cos2 <fJo l2). 

(205) 

Die Gleichungen (205) bestätigen uns, daß hinsichtlich der Verzenungen 
die Unterschiede zwischen den betrachteten fünf „stereographischen4' Ah
bildungen des Erdellipsoids äußerst gering sind. Das liegt daran, daß die Ab
plattung des Erdellipsoids äußerst gering ist. Ausschlaggebend bei der Aus
wahl unter den fünf Abbildungen werden daher etwa gewünschte geometrische 
Eigenschaften der Abbildung, wie z. B. die kreisförmige Abbildung der Me
ridiane und Breitenkreise oder die möglichst große Formtreue in dem Abbild 
eines geodätischen Strahlenbüschels, oder überhaupt nur lediglich rechen-

technische Erwägungen sein. 
Es soll noch erörtert werden, in welchem Fall das geodätische Strahlen

büschel mit dem Scheitel im Normalpunkt ( x 1 = y 1 = 0) am formtreuesten 
abgebildet wird. Bei der Eggert'schen Abbildung ist das zweifellos nicht der 
Fall, bei ihr werden vielmehr - entsprechend ihrer Herleitung, wenn wir 
sie streng konform durchführen - die Vertikalschnitte durch den Normal
punkt nahezu geradlinig abgebildet. Nahezu das gleiche läßt sich, wie 
G. Lehmann nachgewiesen hat ([22] S. 431), von der Lagrange'schen Abbil
dung mit der Konstanten c = 1 (identisch mit der stereographischen Doppel
abbildung über die Kugel mit dem Radius A = N0 und mit der Gauß - Krüger-
schen stereographischen Projektion) sagen. 

Unter den Lagrange'schen Abbildungen ist nach G. Lehmann ([22] 
S. 376) die Abbildung mit der Konstanten c2 = 1 + e'

2 
cos

4 
<fJo (identisch 

mit der stereographischen Doppelabbildung über die Kugel mit dem Radius 
r = -y M

0 
N

0
) diejenige, bei der die Abbilder der Strahlen des geodätischen 

Strahlenbüschels durch den Normalpunkt die geringsten Abweichungen von 
geraden Linien zeigen. Es ist in diesem Fall ([22] S. 376) die Richtungs-
reduktion im ormalpunkt 

1 X 2 y 
-r = -'Y}2t~ "1 6 ra • 

(a) 

Hristow ([23] S. 468) vermutet, daß die Roussilhe'sche stereographische 
Abbildung des Erdellipsoids, für die er die Formeln neu abgeleitet hat, die 
beste Annäherung an den Fall der formtreuen Abbildung des geodätischen 
Strahlenbüschels durch den ormalpunkt darstellt. Für die Richtungs
reduktion im Normalpunkt ergibt sich "bei der Roussilhe'schen Abbildung 

1 2 Y2 ( 2 2 2) 
T 1 = 6 'YJ t °;:ä y 2 - X2 • 

(b) 
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Bei der hier abgeleiteten verallgemeinerten stereographischen Abbildung 
ergibt sich - vgl. Gleichung (187) -

1 2 Y2
3 

( ) 7:1 = 18 17 t 7. c 

In allen drei Gleichungen ist im Nenner r 3 für den genaueren Wert r 2 · N
0 gesetzt. 

Zur Vergleichung der drei Werte (a), (h) und (c) für die Richtungs
reduktionen berechnen wir ihre Maximalwerte für die Länge l der Verbin
dungsgeraden zwischen Anfangs- und Endpunkt der ebenen Abbilder der 
vom Normalpunkt ausgehenden geodätischen Linien. Berücksichtigen wir, 
daß für x1 = y 1 = 0 y 2 = l · sin t und x2 = l · cos t ist, so erhalten wir bei 
der stereographischen Doppelabbildung über die Kugel mit dem Radius 
r = Y Mo No O 064 2 l3 ( ) 

Tmax = , 17 t ;:ä' a' 

bei der Roussilhe'schen stereographischen Abbildung 

l3 
'!max = 0,167 172 t 3 (b ') 

r 

und bei der verallgemeinerten stereographischen Abbildung 
l3 

Tmax = 0,056172 t a' (c') r 

Für die entgegengesetzte Richtung zum Normalpunkt hin, also für 
x2 = y 2 = 0, erhalten wir als entsprechende Absolutbeträge der Richtungs
reduktionen jeweils das Dreifache der vorgenannten Beträge. 

Aus Vorstehendem geht hervor, daß die hier abgeleitete verallgemeinerte 
stereographische Abbildung das geodätische Strahlenbüschel mit dem Scheitel 
im Normalpunkt am form treuesten abbildet, was ja dem Ziel der Ableitung entspricht. 

VIII. Sonderfall der Kugel 
l. Die Übertragungsformeln 

Sämtliche in dieser Arbeit erhaltenen Formeln gelten für die Kugel, 
wenn man in ihnen 17 = 0 setzt. Wir wollen uns hier darauf beschränken, 
die Formeln für die verallgemeinerte konforme Lamhertahhildung und die 
stereographische Projektion der Kugel anzugehen (vgl. auch Abschnitt IV. 2.). 

a) Verallgemeinerte konforme Lamhertahhildung der Kugel 

Entsprechend den Gleichungen (116) bis (121) erhalten wir 

X 1 1 1 . N cos a O • x = L1 <p + 2 cos2 <p t l2 + 6 L1 <pa -
2 

sm2 <p L1 <p z2 
1 1 + 24 ctg L1 CfJo L1 cp4 + 4 cos2 <p (t - ctg L1 %) ·LJ q;2 z2 
1 1 + 24 cos

4
cp(ctgL1 (f)o-t-t 3)l4 + 

120 
(5 + 3 ctg2 L1 %) L1 cp5 (206) 

1 
- 12 cos2 

<p (5 t2 - 7 t ctg L1 CfJo + 3 ctg2 L1 <fJo) L1 cpa z2 
1 

+ 24 cos
4 cp (3 ctg2 L1 <fJo - 10 t ctg L1 <fJo + 7 t2 + t4) L1 cp [4 
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, A l - .!.. t 2 COS a ({J l3 Y - cos <p l - sm <p LJ cp 6 N cos ao ·x -

- .!.. cos cp (2 t- ctg L1 CfJo) L1 cpa l 
6 

_ .!.. cos 3 cp ( ctg L1 CfJo - t - t3
) L1 cp l3 

6 

2 ,1 ) L1 m4 l - _!_ cos cp ( 4 t ctg L1 CfJo - 3 ctg CfJo .,, 

24 ) L1 2 l3 _ .!.. cos3 cp (2 t2 - 3 t ctg L1 CfJo + ctg2 L1 CfJo cp 

4 L1 + 7 t2 + t4) zs 
+ _!_ coss cp (3 ctg2 L1 <fJo - 10 t ctg CfJo 

120 
xy2 

X 1 y
2 1 s a x1 _ .!.. t2 cos ao · x 7 _ _ t - - - CO o · x r3 2 L1 <p = cos ao · x N 2 r 2 6 

2 2 
1 3) X y 

(207) 

_ _!_ctg L1 CfJo ~ + 4 (ctg L1 (f)o- 2 t 7 x5 
24 r _ (208) 

) y4 + _1_ (5-3 ctg2 L1 CfJo)cosao. x r5 
+ _!_ (3 t2 + t-ctg L1 CfJo r4 120 

4 24 xy 
A 3 tg2 L1 m ) cos ao . x -5 1 4 + 4 t2 - 4 t ctg LJ CfJo - C 't'O T + 24 (9 t x1 y2 

A 3 tg2 L1 <p ) cos ao . x -5 _ _!_ (6 t4 + t2 - 2 t ctg LJ CfJo - C O T 

12 

t xy 1 t2 cos ao · x ( 3 x2 y _ y3) 
l - ~L +-7 + 3 r3coscp - cos cp r cos 'P 3 

- .!.. _2_1_ ( ctg L1 CfJo - t - 6 t3) ( x3 y - x y ) 
6 r cos 'P 8 2 

(209) 

__ 1_~ (3 ctg2 L1 <po + 5 t ctg L1 CfJo- t 
120 r 5 cos 'P 5 

- 24 t4) (5 x4 y - 10 x2 ya. + y ) 

1 1 A L1 ro3 + .!.. cos2 cp (t-ctg L1 CfJo) L1 cpl2 

m = 1 + 2 L1 cp2 + 6 ctg LJ CfJo .,, 2 

+ _!_ ( 5 + 3 ctg2 L1 CfJo) L1 <p4 

24 ) L1 2 z2 
1 2 (2 t2 _ 5 t ctg L1 CfJo + 3 ctg2 L1 CfJo <p --cos cp 
4 )~ 
1 4 (t2 2 t ctg L1 CfJo + ctg2 L1 CfJo + scos cp -

(210) 

xy2 
2 1 x1 _ .!.. ctg L1 cp cos ao · x 7 _ 1 + .!.. =.... + _ ctg L1 CfJo cos ao · x r3 2 ° (211) 

m - 2r2 6 22 1 y4 
x4 3 2 L1 X y + - Ctg2 L1 CfJo ~· + _!_ (1 + 3ctg2 L1 9'o) r4 - 4 ctg CfJo r 4 8 

24 „ die Bedeutung der Funktio~en 
D'e Bemerkung hinter Gleich~ng (l!l{/be~s ist wahrscheinlich, daß diese 
;tg L1 %" und „ctg2 L1 CfJo" gilt aul c l!:h soll hier von einer Unter uchung 

" .. k b . d Kugel streng ge ten, Ausdruc e ei er 

darüber abgesehen werden. . d odätischen Linie vom 
a ist das Azimut er ge nk O 

Es ist L1 CfJo = CfJc •• -: CfJo· o . x hl nhüschels zum N ormalpu t . 
Scheitel C des geodatischen tra e 
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Die angegebenen Form I d. 
sein. dürften, entsprechen ~:~en1e auch fü~ di~ Kugel noch nicht bekannt 
ahhildung der Kugel. Doch ist di/r gewohnlich~n konformen Lamhert-
Strahlenhüschels belieh· S age des Scheitels C des geodätisch 
h k ig. etzt man LI - 900 en 
. e annten Formeln der konformen % - . - %, so erhält man die 
im Pol; die positive Richtung d L~nt_ertah~1ldung mit dem Scheitel C 

er x- c se zeigt nach Süden. 

h) Stereographische Projektion der Kugel 

x Entsprechend den Gleichungen (131) bis (136) wird 

7 cos ao. x = LI <p + ..!._ cos2 m t z2 + 1 A 3 1 
3 2 T 12 LI <p + 4 cos2 <p (l - 2 t2) LI <p z2 

- 8 t cos2 <p LI <p2 z2 + 2\ t eo 4 <p (2 - t2) [4 + _1_ L1 s ( 
1 120 <p 212) 

- 24 cos2 <p (l + t2)LI <pa z2 + 418 cos4 <p (2 + 2 t4 - 11 t2) LI <p [4 

y 
;- cos ao . "' = cos <p l - sin <p LI m l 1 1 , - 4 cos <pLI cp2l + 

12 
cos3 <p (l- 2 t2) zs 

1 . 1 
-12 sm <p LI <ps z -6 t cos3 <p (2 - t2) LI <p l3 

1 
- 24 cos <p LI cp4 Z - 214 coss <p (2 - 7 t2) LI cp2 zs (213) 

+ 1 5 240 cos <p (2 + 2 t4 - llt2) zs 

LI X 1 2 1 <p = cos a0 • x - - _ t :2:'... _ x3 1 2 
r 2 r2 12 cos ao·x a--(1+2t2)cosa ~ 

I 1 r 4 O·x 3 

- 4 t ( 1 + 2 t2) x2 t + ..!._ t ( 1 + t2) y4 + 1 x5 r 
1 r 8 r" 80cosao· x~ (214) 

+ 16 (1 + 6 t4 + 6t2)cos ao· x xy4 _.!._t2(3+4t2) xay2 
r5 8 cosao,x --

r5 

l _ cos a 0 • x y t x Y 1 - ---- +--- + cosao·x 
cos <p r cos <p r2 12 r3 cos <p (l + 4 t2) (3 x2 Y - y3) 

1 t 
+ 2 r4 cos <p (l + 2 t2) (x3 y- x y3) (215) 
+ 1 cos a0 . x ( 

80 r 5 eo <p 1 + 16 t4 + 12 t2) (5 x4 y - 10 x2 y3 + y5) 

m = l + .!..LI 2 + 1 2 2 1 4 <p 4 eo <p l - - t cos2 <p <p z2 
1 4 

+ 24 L1 CfJ
4 + 4

1
8 

cos4 <p (2 - t2) [4 
(216) 

m = 1 + x2 + y2 
4T· (217) 
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c) Mercatorahhildung der Kugel 

Entsprechend den Gleichungen (146) und (147) wird 

~ sin a
0

• x = cos <p l - t cos <p L1 <p l - } t2 cos3 <p l3 - } t cos <p L1 cp
3 

l 

1 1 + 
6 

t cos3 <p (1 + t2) L1 <p l3 - 2 t 2 cos3 <p L1 cp2 l3 (218) 

1 + 120 t2 coss <p (7 + t2) zs 

~ sin ao • X = - L1 <p -} t COS
2 <p l2 - i- L1 <p3 + } t2 

COS
2 

<p L1 <p l
2 

1 1 1 -
4 

t cos2 <p L1 cp2 l2 + 
24 

cos4 <p (t3 + t) l4 - 24 L1 <p
5 (219) 

5 . 1 + 12 t2 cos2 <p L1 <pa z2 - 24 t2 cos4 <p (7 + t2). 

2. Umformungen von Koordin~ten eines Systems 

in Koordinaten eines anderen Systems 

a) Allgemeines 

Wir betrachten lediglich den Fall, in welchem die Nullpunkte der in
einander zu überführenden Koordinatensysteme und die Urbilder ihrer 
Abszissenachsen auf ein und demselben Kugelmeridian liegen. Die Betrach
tung erstreckt sich nur auf Umformungen zwischen den in dieser Arbeit 
behandelten Ahhildungsarten (verallgemeinerte konforme Lamhertahhildung, 
verallgemeinerte stereographische Projektion und verallgemeinerte quer-

achsige bzw. Mercatorahhi.ldung). 

Abb.3 

O' 
2 

In Ahh. 3 sei der Meridian C1 C2 01 02 das Urbild der Abszissenachsen x 
und ~' 0

1 
und 02 seien die Urbilder der Nullpunkte 0/ und 02' der beiden 

ebenen Koordinatensysteme, und es sei LI s0 die Entfernung von 01 nach 02. 
L1 s

1 
sei die von 0

1 
aus und L1 s 2 sei die von 02 aus in der Richtung 01 02 

gemessene Meridianhogenlänge. In der ebenen Abbildung entspreche x der 
Strecke L1 s

1 
und ~ der Strecke L1 s 2. Für den Fall, daß es sich bei der einen 
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oder bei beiden Abbildungen um die verallgemeinerte konforme Lamhert
ahhildung handelt, sind auf dem Meridian noch die Büschelscheitel C

1 
und 

C2 dargestellt, von denen 01 bzw. 02 um s
01 

bzw. s
02 

entfernt sein sollen, 
die Entfernung C1 C

2 
sei L1 c

0
• 

Es ist 

(220) 

Für die Abbildung des betrachteten Meridians gelte bei den beiden 
Abbildungen 

und X = L1 S1 + a3 L1 S1
3 + a4 L1 S1

4 + a5 L1 S1 5 + . . . (221) 

Es sollen die Koordinaten x und y in die Koordinaten ~ und 17 umgeformt 
werden. Hierzu kehren wir die Gleichung (221) um. Die Umkehrung ergehe 

(223) 

Die Gleichung (223) setzen wir in Gleichung (220) ein und erhalten 

L1 s 2 = - L1 s0 + x + b3 x 3 + b4 x 4 + b
5 

x 5 + ... 
L1 sl = L1 s0

2 
- 2 L1 s0 x + x

2 
- 2 L1 s0 b3 x 3 - (2 L1 s

0 
b

4 
- 2 b

3
) x 4 

-(2L1s0 b5 -2b4)x5 + ... 
L1 s 2

3 = - L1 s0
3 + 3 L1 s0

2 x - 3 L1 s0 x 2 + (1 + 3 L1 s
0

2 b
3

) x 3 

+ (3 L1 s0
2
b4-6 L1 s0 b3) x4+ (3 L1 s0

2 b5-6 L1 s
0
b

4 
+ 3 b

3
) x 5+ ... 

L1 s 2
4 = L1 s0

4 
- 4 L1 s0

3 
x + 6 L1 s0

2 
x

2 
- (4 L1 s0

3 b3 + 4 L1 s
0

) x 3 (224) 
- (4 L1 s0

3 b4 - 12 L1 s0
2 b3 -1) x 4 - (4 L1 s

0
3 b

5 
-12 L1 s

0
2 b

4 + 12 L1 s0 b3 ) x 5 + ... 
L1 s 2

5 
= - L1 s0

5 + 5 L1 s0
4 x - lO L1 s0

3 x 2 + (10 L1 s
0

2 + 5 L1 s
0

4 b
3

) x 3 

+ (5 L1 s0
4 b4 - 20 L1 s0

3 b3 - 5 L1 s0) x4 + (1 + 5 _L1 s
0

4 b
5 

-20 L1 s0
3 b4 + 30 L1 s0

2 b3) x 5 + ... 

Die Gleichungen (224) setzen wir in die Gleichung (222) ein; es wird 

~ = - L1 so (l + aa L1 so2 - a4 L1 soa + as L1 so4) 

+ {l + 3 a 3 L1 s0
2 

- 4 a 4 L1 s0
3 + 5 a

5 
L1 s

0
4) x 

-(3 a 3 L1 s0 -6 a 4 L1 s0
2 + 10 a

5 
L1 s

0
3) x 2 

+ [a3 + b3 - 4 a 4 L1 s0 + (3 a 3 b3 + 10 a 5) L1 s0
2] x3 

+ [a4 + b4 - (6 a 3 b3 + 5 a 5) L1 s
0

] x 4 

+ (a5 + 3 a 3 b3 + b5) x 5 

oder, abgekürzt, 

(225) 

~ = Co + C1 X + C2 x
2 + C3 x

3 + C4 x 4 + C5 x 5 + ... = f (x) (226) 

Die Bedeutung der Vorzahlen Ci ist leicht erkennbar. 

Ferner ist ~ + i 'YJ = f (x + i y), d. h. 
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c (x2 _ 2) + c 3 (x
3 - 3 x Y 2

) 

t = Co + C1 X + 2 y 4) + ( 5 - 10 x3 y 2 + 5 X y4) + ... + c 4 ( x4 - 6 x2 y2 + y c 5 x 

(227) 

2 + c (3 x 2 y - y 3) 
'YJ = Cl y + C2 X y 3 4 10 x2 3 + 5) + '• . + C4 (4 x3 y -- 4 X y 3) + C5 (5 X y - y y 

(228) 

h) Sonderfäll e 

f d · · h die Koordinaten x , Y und t' 'Y/ 
Je nach den Abbildungen, au ie s1~ b . f" d' e Vorzahlen in den Glei-

beziehen, ergeben sich di~ W(;;xe) aW~; ~:her: :. e1 Vorzahlen für folgende 
chungen (221), (222) un . I 

sieben Umformungen an: . h " . L mbert' sche" Koordinaten, 
.c t eograph1sc er in " a 

a) Um.1ormung „s er " . . hi ehe" Koordinaten, 
L bert'scher in „stereog1ap . 

ß) Umformung " am ' ·" . Lambert 'sche" Koordinaten mit 
y) Umformung „Lambert sche1 m " al unkt 

d B .. schelscheitel und anderem orm p ' 
an erem u , h " . Mercator" Koordinaten, 
U .c Lambert sc er in " 

15) m.1ormung " " . Lambert'sche" Koordinaten, 
) U f I von Mercator 1n ,, 

e m ormung " h' h ·" . Mercator" Koordinaten, 
f stereo,rrap isc eI in " 

C) Um ormung " o - . . h' sche" Koordinaten. 
'Y/) Umformung v on „Mercator" in " ternograp I 

Wir erhalten 

1 1 
zu a): a 3 = 12 r2' a 4 = 0, a 5 = 120 r4 

1 _ _ l_ ctg ~ cos a o · ! 
a3 = 6 r2' a 4 - 24r3 r 

- _ l _ (s + 3 ctg2 ~ ) 
a 5 - 120 r4 , r 

1 1 
ba = -12 r2' b 4 = 0, b5 = 80 r"' 

l 1 So a = _ l _ (s + 3 ctg2 ~) 
) a - - - ctg - cos ao · "'' 5 120 r"' r zu ß : a 3 = 6 r2' 4 - 2-~ r3 r 

1 _ _ l _ 
a - -- a 4 = 0, a5 - 120 r 4 

3 - 12 r
2

' 1 ( s ) 
1 1 so b = -- 5 - 3 ctg2 ..2. b _ _ -- ctg - cos ao · x, 5 120 r"' r b3 = - 6r2' 4 - 24 r3 r 

1 ( - + 3 t 2 So') 1 a = _l_ ctg so, cos ao . x, a 5 = 120 r"' ::> c g r 
zu y): a3 = 6 7 2, 4 24 r 3 r ) 

1 1 So2 - _l _ (s + 3 ctg2 So2 
- -- ctg - cos ao · ~' a5 - 120 r 4 r 

a3 = 6 r2 ' a4 - 24 r3 r 1 ( 2 so, ) 
1 1 so1 b _ -- 5 - 3 ctg -b = _ -- ctg - cos ao . "'' 5 - 120 7 4 r b3 = - ~ ' 4 24 r3 r 

1 1 So1 a - _l _ (s + 3 ctg2 So1) _ _ = __ ctg - cos ao . ..,, 5 - 120 r4 r zu c5) : aa - 6 72, a 4 24 r3 r 

1 _ _ l_ 
a = -2, a 4 = 0, a5 - 24 r4 

3 6 T 1 ( 2 So1) 1 1 so1 b - -- 5 - 3 ctg -b = ___ ctg - cos ao . "'' 5 - 120 r4 r ba = - 6 72 , 4. 24 r~ r 
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zu .s): a3 
= _l_ a _ 0 1 

6 r2' 4 - ' a5 = 24 r4 

1 
aa = 6 r2 ' 

1 s 
a4 = 24 .,.a ctg ;2 eo ao. e, 

b3 = - -1
- b O b l 

6 r2 ' 4 = ' 5 = 24 r 4 

zu C) : a = _1_ _ 1 
3 12 r2 ' a4 - 0, a5 = --

120 r 4 

a = - 1- _ 1 
3 6 r2' a4 - 0, a5 = --

24 r4 

b3 = - -
1
- b - 0 b l 

12 r2 ' 4 - ' 5 = 80 r4 

zu r;): aa = _1_ a4 = 0, a 1 
6 r2 ' 5 = 24 r4 

1 
aa = 12 r2 a4 = 0' a 5 = _1 _ 

120 r4 

b3 = - -1
- b - 0 b 1 

6 r2 ' 4 - ' 5 - 24 r4 

a5 = J2i r4 (5 + 3 ctg2 S;2) 

c) Beispiel für die Berechnung der Vorzahlen C· 

Für den Fall.,,) d h h · d U ' 

h " r ' • · ei er mformung L h , h " . 
sc e Koordinaten soII d' B hn " am ert sc er lll Lamhert-

gleichungen (227) und i(e22;)rec ~ng der Vdorzahlen ci für die Ühe;tragungs-

w d d ß d gezeigt wer en Es soll h 
~r en, a . er Büschelscheitel beiden Ahh :1 a er. vorausgesetzt 

Buschelsche1tel liege für beide Abbild . I dungen gememsam ist. Der 

also Ie.digl'ch die Normalpunkte O u:11e; Ir Nord~ol der Kugel; es seien 

verschieden. 1 2 zw. 01 und 02 ' voneinander 

Es wird dann 

L1 c0 = 0 und 
L1 So = - So1 + So2 = L1 <p 21 · r mit 

wenn (JJ1 die N ormalhreite bei der · 
anderen Lamhertahhildung ist. einen und (JJ2 die Normalbreite bei der 

Ferner wird 

1 1 
aa = 6 r2 ' a4 = 24 -"t t1 cos ao. x, a 1 (5 

' 
5 = 120 r4 + 3 t12

) 

1 1 
aa = 6 r2 ' a4 = 24 _"\ t2 cos ao . ~, l (5 

r "' a5 = 120 r4 + 3 tl) 

b3 = _ _!_ b l 1 
6 r 2, 4 = - -- t eo b ( 

24 ra 1 ao · "'' 5 = -- 5 - 3 t 2) 
120 r4 1 
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und damit ent prechend der Gleichung (225) 

Co = - ,1 so [ 1 + i ,1 (JJ212 - 214 t2 cos ao. e ,1 (JJ21a + 1!0 (5 + 3 t22) ,1 (JJ214] 

C1 = 1 +} ,1 (JJ212 - i t2 CO ao. ; L1 (JJ213 + 2~ (5 + 3 t22) L1 (JJ214 

1 
c2 = - 12

r (6 ,1 <p 21 - 3 t 2 cos ao. ~ ,1 cp 21
2 + (5 + 3 t 2

2) ,1 <p 21 3] 

1 
Ca = 12 r2 [- 2 t2 cos ao. ~ ,1 (JJ21 + (4 + 3 t22) ,1 (JJ212] 

1 
C4 = 24 ,-3 [t2 CO ao, ; - t 1 CO ao·x- (1 + 3 t 2

2) ,1 cp 21] 

1 
C5 = 40 r4 (tl- t12). 

IX. Zur Abbildung von Groijräumen 

1. Unmittelbare Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene 

oder Doppelabbildung 

(226y) 

Im Hinblick auf die bei der Vergleichung der verschiedenen stereo

graphischen Abbildungen des Erdellipsoids erhaltenen Ergebnisse soll noch 

kurz die Frage erörtert werden, oh die unmittelbare Abbildung oder die 

Doppelahhildung des Erdellipsoids vorzuziehen ist. Die erwähnten Ergebnisse 

zeigen, daß es zur Erzielung günstiger V erzerrungsverhältnisse gleichgültig 

ist, oh man das Ellipsoid „unmittelbar" oder auf dem Wege der sogenannten 

Doppelabbildung in die Ebene abbildet; weil, wie gezeigt worden ist (vgl. 

hierzu außer Abschnitt VII. 2. auch Abschnitt IV. 3. c) über die Eigenschaft 

der eigentlichen konformen Lambertabbildung des Erdellipsoids ), eine und 

dieselbe Abbildung auf beiden Wegen erhalten werden kann. Entscheidend 

für die Beantwortung der Frage bleibt daher der Grad der Zweckmäßigkeit 

und Wirtschaftlichkeit bei beiden Abbildungsverfahren. 

L. Krüger hat in seiner Arbeit „Zur stereographischen Projektion" 

((7] S. 26) in dieser Frage keinen eindeutigen Standpunkt eingenommen. 

Er sagt aber zum Schluß: ,,Indessen wird doch im allgemeinen die Doppel

projektion vor der direkten stereographischen Projektion die größere Einfach

heit der Rechnung besitzen." Dieses dürfte nicht nur bei der stereographischen 

Abbildung zutreffen. Es ist zu bedenken, daß allein die mehr oder weniger 

einfache Form der Formeln für die Übertragung der geographischen in die 

rechtwinkligen Koordinaten und der rechtwinkligen in die geographischen 

nicht ausschlaggebend sein kann, denn bei der Benutzung von Koordinaten 

verursachen vor allem auch Umformungen aus älteren Systemen in das 

gegenwärtig gültige und umgekehrt oder zwischen zwei benachbarten Syste

men umfangreiche Rechenarbeiten. Diese sind aber in der Regel bei den 

Doppelabbildungen einfacher und vor allem auch ühersich~licher als bei der 

unmittelbaren Abbildung des Ellipsoids. Hierbei ist vorausgesetzt, daß allen 
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Doppelabbildungen die Art der Übertragung de Ellip oids auf die Kugel gemeinsam i t. In diesem Falle handelt es ich dann nämlich nur um Umformungen auf de1· Kugel. E ließen sich z.B. für die Umformungen bei unmittelbarer Abbildung de Erdellipsoid nur in Sonderfällen so einfache Formeln aufstellen, ·wie es in Abschnitt VIII, 2. für die Kugel geschehen ist. Bei den Rechnungen, die mit der Anbringung der Längen- und Richtung -reduktionen ve1·bunden sind, ist ebenfall eine Doppelabbildung vorzuziehen. Die hierüber von O. chreiber in den „ Verhandlungen der Conferenz der permanenten Kommis ion der Internationalen Erdme ung in Nizza 1887" gemachten Ausführungen, in denen er die Vorzüge de Verfahrens der Doppelabbildung schildert (vgl. Jordan [4] . 6) dürften heute noch zutreffen. 
Auch die in Deutschland eingeführte unmittelbare Abbildung in den Gauß-Krü.ger'schen Meridianstreifen y temen besitzt - wie Thilo ([10] S. 39) dargelegt hat - keine besonderen Vorzüge vor dem V erfahren der Doppelabbildung. Thilo stellt fest, daß die umfangreiche Arb it der Umrechnung bei Zerlegung der bereits vorhandenen Schreiber'schen Doppelabbildung in Meridianstreifen viel chneller durchzuführen gewesen wäre. 
Zusammenfas end läßt sich al o sagen, daß die Doppelabbildung der unmittelba1·en Abbildung vorzuzi hen i t. 

2. Zur Abbildung der Fläche des Deutschen Reiches 
Bei der Gauß-Krüger' chen Meridianstreifenabbildung sind die Verzerrungen am Rande der Meridianstreifen am größten. Für das Vergrößerungsverhältnis gilt hier näherungsweise m = 1 + 1/2 · y 2/r2 + . . . Im Süden Deutschlands (etwa bei Graz) erreicht y einen Betrag von 1·und 115 km. Damit wird m ~ 1 + 1/6160. Dem ent pricht ein Vergrößerung der wahren Längen durch die ebene konforme bbildung um etwa 1,6 cm auf 100 m. 
Wir wollen jetzt zwei andere Abbildung a1·ten bet1·achten. Beschreiben wir um Deutschland einen Kreis o hat die er Kreis einen Radius von etwa e = 680 km ~ 700 km. Dei· Mittelpunkt dieses Kreises liegt südlich von Hirschberg i. Schl. in ungefähr 50° 50' n. Br. und 15 o 45' ö tl. . Länge. Aus den oben dargelegten Gründen wählen wir das Verfahren der Doppelabbildung, und zwar auf dem Wege über die Kugel 

mit dem Radiu r = y M 0 N 0 • Al ormalpunkt diene der Mittelpunkt des Umkreises um Deutschland. Ehenfall mit diesem Punkt als ormalpunkt bilden wir sodann die Kugel durch tereographi ehe Projektion in die Ebene ab. Damit das Vergrößerung verhältnis nicht zu groß wird, sollen Punkte in größerer Entfernung vom ormalpunkt mit Hilfe der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung der Kugel in die Ebene übertragen werden. Der Scheitel des hierbei ich fo,rmtreu abbildenden Büschels von Größtkreisen falle mit dem ormalpunkt der stereogra phi chen Projektion zu-ammen. 

Zur überschläglichen Ermittlung der Größe der durch diese Abbildungen bedingten Längenänderungen können wir den Einfluß der Abbildung des Ellipsoids auf die Kugel vernachlä igen. Ist S der Abstand eines Punktes in der Ebene vom ormalpunkt der stereographischen Projektion und LI S der Abstand eines Punktes in der Ebene vom ormalpunkt der verallgemei-
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. eme en in der Richtung zum 01·mal-nert n konformen Lamhcrtabb1l~ukn~, g o u-ilt ent prechend den Gleichungen h . hen ProJ e t1on, o- · k · punkt der stereograp l c . f'" die tereographische ProJe tion (211) und (217) näherung weise ur 
c;.2 

ms = 1 + ;r2 + ... 

und für die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung 

L1 52 
m, = 1 + 2 r2 + · · · 

(229) 

(230) 

. Abh"ld des ganzen Umkreises Die beiden Abbildungsar;n sollen d~~ der :te::!graphischen Projektion (mit dem Radiu~ e) um den orma pun 
bewirken. Es wird al O 

(231) 
Smax + 2 LI Smax = 'B • 

. . 1 Vergrößerung verhältnisse bei beiden Abbildungsarten Sollen die maxima en 'bt si"ch · 1 · h ·n so ergi näherungsweise g eic sei ' 

S2 L1 S2max 
max 1 +-mmax = l +~ = 2r2 

• 

(232) 

In Verbindung mit Gleichung (231) folgt hierau 

,M und LI Smax = !_2 (2 - ß). Smax = e (v2- l) 
(233) 

290 k Smax ~ 205 km Mit e = 700 km wil'd Smax ~ m, 
1 

(234) 
und mmax = 1 + 1938 ' 

. tun für den Fall anstell n, ~aß nicht Würde man dieselbe Betrach b g ' h System sondern em tereo-. d . Lam ert sc es ' d h d ß ein tereographi ches . un e:, ' h Systeme gewählt we1·den, . . a ra hische und zwei Lam e~t sc. e ~ 183 km und L1 Smax ~ 129 km. g P 4 LI S - e i t o ergibt sich Smax ,__, d Werte nahe Smax + max - \ lso die maximale Verzerrung .em ' In diesem. Falle ~omm i:ben Me1·idianstreifen erreicht \Vlld· 
der auch Jetzt bei de~ . 234 ent richt eine Vergrößerun~ der Dem Werte mmax lil Gleichu~g1Jo ) Doc{ werden von dieser Max1ma~
wahren Länge um etwa. 5,2 c~ .. ru. ..;~ kleine Gebietsteile betroffen, wie verzerrung flächenmäßig ver „a tm ma rhältni e auf Beilage 1 hervorg~ht. aus den Linien gleichen V ergroßerunjsv~te in den strichpunktierten Kreisen D' Zahl der aufeinanderfolgend~n un d" 100 m wahrer Länge durch ie . h t die Zahl der Zentimeter, um ie kennzeic ne d 
die Abbildung vergrößert wer en. 't einem Reduktions-

h d h Multiplikation von m mi .. d Man kann auc urc d' b Abbildung bewirkte Längenan erung - 0 99975 die durch ie e ene faktor mo - , .. E · ·d dann auf die Hälfte herabdrucken. s wu 
1 

1 + 
1 und m0 mxwn = l -3878; mo mmax = 3876 

(235) 
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d. h. es ergibt · h · 
h 

ic eine L·· .. at dafür eine d . angenanderung von nur 2 6 daß die Flächenerart1ge Abbildung, wie die Beila e 2 ' _cm auf 100 m. Doch mäßig klein sm/er Gebiete mit dem Vergröße.':mgsz:;rh~-lut. ~· dlen achteil, 
. · 

a ms verhältnis-
Eme Berücksichti un d . so wie der Höhenla g g e~ Jeweiligen V ergrößerun sv .. . erforderlich. Das ist gt - bei den Katastermessunget _e;h:iltms.ses - eben· 

Ö

Meridianstreifenabhil~ er st;eng genommen auch bei de:sG ':O hi1d~n Fällen sterreich - h d ung er Fall und wird in . . a - ruger'schen . auc urchgeführt. e1mgen Ländern - z, B 
Die der verallge . 

. Fl ·· h . meinerten k r . ac e ist zweckmäßi . . o~ormen Lamhertahbild liehen - zu zerle g m zwei Teile - einen w tli ung unterworfene Koordinatennull ~nk dam_it die Koordinatenwerte :eh chen und einen öst· durch kleine K ~ nbte mussen dann - etwa an d . tdzu groß werden. Die reise eze · hn en in en B il werden, daß die d ,_c eten Stellen - auf der K e agen 1 und 2 900 zugleich durch °,;'eh diese Punkte gehenden Größti::.g~l der:'rt ausgewählt und gleiche Abständ::onoralpuf t der stereographisch:: ::.~ -t~m Azimut ::rd!;d{~!i:oids sind dann r::~e i?::k!' ~1:n der ost~estliche~ s~!:~:~ östlichen un~r::ssttli~mhe konstant. Durch Dreh~nngtedreschiAedhe der Koordinaten 
li 

. c en ull k k r c senkre · d netz wen parallel d d pun t ann erreicht w d d u~e m em 
. enen er stereographischen p . er _en, aß dte Gitter· Die Berechnungen für die L roJektion werden. gesamte Gebiet . d andesvermessun :fi d für die Berechnu::' er „ster.eographischen Projekiio n en am h~sten für das Koordinaten kön gen junst1gsten Formeln gelten An s~att, weil bei ihr die worfenen Gehiet.:'n die "'i'.' ~ den der . konforme~ L:"m:,:.tb~~ographischen formung erhalten d a ertkoordmaten der H a ildung unter-

wer en. auptpunkte durch Um-
~n den vorstehenden Ausf" den, m welcher Weise . h . uhrungen sollte andeutu . . Lamhertahhild s1? dte stereographische p . k ~gswe1 e gezeigt wer· verwenden Ias:::,g ~:-:n:m ~ür die Abbildung :r!:s t~1n und hdie konforme hildung - e' _E .c er ist - ebenso w' h . er me rerer Länder der Gauß-K:::;er-~~~~rung i~ beliebigem ur:.}an et ~:r li;auß-Krüger-Ahstreifen, so erhält ~g em System nehenein~ d Tu h. Hat man bei konzentrischer Krei::'n bei _dem hier heschriebenenn.J: /knder. MeridianVerringerun d „ nge. Fur Deutschland würd . r a. en em System Systeme -gz:~e!f:t~t erz_ielen lassen, in welch:!ich !a";i't eille erhebliche oordinaten zu berech „ n er Grenze zweier nen waren. 

3. Zur Abbildun .. Eh . g von Großraumen 
f" . en o wie man in Deut hl d ur die einzelnen de sc an von den besonderen Ab . ra~emenh üh~rgegang:::h:.nsoL!:t zu den e~eitlichen ~!~~:!rt te;;en noc weiterer Großrä . . man auch emmal in E ~e en· Arten der Abbild ume die bis dahin für die . 1 uropa oder inner· verfahren setzen ~-g auf~~h~n und an ihre Ste;'nz.::e~ ~änder benutzten noch kurz erörte;ni Aesef ~oglichkeit wollen wir zuemeiAbeithlliche Abbildung -
G 

· u eine gru" dli h sc uß di A b egenstandes muß hi n c e und erschö E d B eser r eit sprengen würde er verzichtet werden weil d ~ enRe ehandlung dieses 
. ' as en ahmen dieser Arbeit 

Bei der" Erörterung der Frage gehen wir nur von den Bedürfnissen der Geodäsie aus, in der die konforme Abbildung als Mittel zur Berechnung rechtwinklig-ebener Koordinaten dient, die entweder als Grundlage für weitere Berechnungen oder als Hilfsmittel zur Herstellung großmaßstählicher und topographischer Karten benutzt werden. Abbildungen als Grundlage für die Herstellung kleinmaßstäblicher Karten, z.B. von Karten für geo· graphische Anwendungen oder von Sonderkarten in der Nautik, sind ent· sprechend den verschiedenartigen Zwecken dieser Karten auszuwählen, Die Benutzung rechtwinklig-ebener Koordinaten ist aber bei diesen Karten im allgemeinen nicht erforderlich und auch nicht möglich, weil sie bei der Größe der in den kleinen Maßstäben dargestellten Gebiete ihren Sinn verliert; denn die Verzerrungen bei der ebenen Abbildung so großer Teile der gekrümm· 
ten Erdoberfläche werden zu groß. In der Geodäsie besteht die Aufgabe darin, ein bestimmtes Gebiet so abzubilden, daß bei der Anwendung der durch die Abbildung gewonnenen rechtwinklig-ebenen Koordinaten die aus der Verebnung herrührenden Fehler entweder vernachlässigt oder auf einfache Weise berechnet und in Rechnung 
gestellt werden können. Der im ersten Absatz der Einleitung erwähnte Grundsatz, nach welchem die jeweils zu verwendende Abbildung so auszuwählen ist, daß die durch sie bedingten unvermeidlichen Verzerrungen für das abzubildende Land möglichst gering bleiben, läßt sich im allgemeinen nur in den Fällen befolgen, in denen das Land so klein ist , daß für die Abbildung ein einziges System oder jeden· falls sehr wenige Systeme rechtwinklig-ebener Koordinaten ausreichen, ohne daß die Verzerrungen das bei der Verwendung der Koordinaten erträgliche Maß überschreiten, Die verschiedenen Möglichkeiten für die Abbildung auch eines größeren Landes durch ein einziges System werden durch Lahorde [14] eingehend behandelt. Je größer aber das abzubildende Land ist, desto schwieriger ist es, eine derartige Abbildung mit einem einzigen oder auch zwei oder drei Koordinatensystemen zu finden, Im vorangehenden Abschnitt haben wir gezeigt, wie Großdeutschland mit Hilfe von nur zwei Systemen bei einer maximalen Verzerrung von 2,6 cm auf 100 m abgebildet werden kann. Bei noch größeren Ländern sollte man aber nach Möglichkeit darauf verzichten, für sie ein oder mehrere „individuelle" Abbildungssysteme zu suchen, sondern statt dessen, weil man der Größe des Landes wegen mit ein, zwei oder drei Systemen nicht auskommen kann, die Abbildung einheit· lieh durch eine Reihe von möglichst schematischen und rationellen Systemen 

vornehmen. olche Systeme sind insbesondere die Meridianstreifensysteme, Ihrer Einführung für Deutschland lag zweifellos die Absicht zugrunde, diese Abbildungsart auf größere Räume anzuwenden; denn lediglich das Deutsche Reich hätte mit Hilfe einer geringeren Zahl von Systemen al jetzt abgebildet werden können, ohne daß die erträglichen Verzerrungen über chritten worden wären. Der Hauptvorzug der Meridianstreifensysteme ist ihre vollkommene Gleichartigkeit und Symmetrie. E ent teht nun die Frage, oh es nicht auch eine andere Möglichkeit gibt, Großräume, Kontinente oder gar das ganze Erd ellipsoid auf eine im vorgenannten Sinne einheitliche Weise für geodätische 
Zwecke zu verebnen. Bei der Beantwortung dieser Frage müssen wir weniger vom mathe· matischen als vom praktischen Gesichtspunkt ausgehen. E dürfte zweifellos 
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allein auf mathematischem Wege, z. B. durch Ermittlung der. günstig ten 

das abzubildende Land einschließenden Ellipse nach Tis ot, die Abbildung 

zu finden sein, die für ein bestimmtes Gebiet die geringste Maximalverzerrung 

ergibt. Doch dürfte diese mathematisch günstigste Lösung in der Regel nicht 

so einfache Berechnungen bei der Übertragung der Koordinaten, bei der 

Ermittlung des Vergrößerungsverhältni ses sowie der Winkel- und der 

Streckenreduktionen ermöglichen, daß ihre AnwCndung in der Landesvermes· 

ung noch praktisch und zweckmäßig ist. Bei der Auswahl unter den möglichen 

konformen Abbildungen wird aus diesem Grunde Wohl immer auf die konforme 

Lambertabbildung (konforme Kegelprojektion) und ihre Grenzfälle, die 

stereographische Projektion und die Mercatorabbildung, sowie auf die in 

dieser Arbeit behandelten Verallgemeinerungen dieser Abbildungen, d. h. die 

entsprechenden schiefachsigen Abbildungen und auf die querachsigen Ab

bildungen - bei beliebiger Lage der Hauptachs~. - zurückgegriffen werden 

müssen. Als querachsige Abbildung - mit dem Aquator als Hauptachse -

ist auch die Abbildung, die die Gauß-Krüger-Koordinaten liefert, anzu

sehen. Insbesondere die verallgemeinerte konforme Lamhertabbildung, bei 

der der längentreu abzubildende Kleinkreis und damit auch die diesem 

Kleinkreis parallelen Kreise maximaler Verzerrung beliebige Krümmungen 

annehmen können, ist äußerst anpassungsfähig. Wie an dem Beispiel Deutsch

lands gezeigt worden ist, wird sie in manchen Fällen zweckmäßig in Verbin

dung mit der stereographischen Abbildung zu verwenden sein, bei der be

kanntlich die günstigsten Verzerrungsverhältnisse vorliegen. Auf die Betrach
tung weiterer Beispiele wollen wir aber hier verzichten. 

Statt dessen wollen wir eine Möglichkeit näher betrachten, mit deren 

Hilfe das ganze Erdellipsoid auf einheitliche Weise abgebildet werden kann 

und die ein Gegenstück zu der Abbildung in Meridianstreifensystemen 

bildet. Zwei Tatsachen sind hervorzuheben, die die Anwendung der Meridian· 

streifensysteme nachteilig erscheinen lassen: die Trennung von Erdzonen 

gleicher Art und Entwicklungsstufe durch die Meridianstreifensysteme, die 

infolge ihrer Erstreckung von Nord nach Süd die verschiedenartigsten Klima

zonen und damit Kulturzonen in einem System erfassen, und die Bevor

zugung der weniger erschlossenen polaren Gebiete hinsichtlich der Verzerrung 

infolge der Verjüngung der Streifen zu den Polen hin (vgl. Tabelle 1). 

Wir suchen daher für die einheitliche Abbildung von Großräumen und 

insbesondere des Erdellipsoid Abbildungssysteme, die die beiden erwähnten 

Mängel nicht besitzen, die sich also von Ost nach We t erstrecken und somit 

in einem System Erdzonen gleicher Art abbilden und außerdem an ihren 

Rändern konstante maximale Verzerrungsverhältnisse haben. Unter diesem 

Gesichtspunkt drängt sich nachstehende Lösung als naturgegeben auf: Die 

Abbildungsbereiche mü en Breitenkreiszonen sein, d. h. es wäre die kon

forme Lambertabbildung (die sogenannte konforme Kegelprojektion) anzu

wenden. Weil die arktischen (nördlich 70° n. Br.) und antarktischen (südlich 

56° s. Br.) Gebiete in absehbarer Zeit einer erheblichen Besiedlung und Be

wirtschaftung nicht unterliegen werden, käme für sie die stereographische 

Projektion in Frage. Am Äquator könnte die Merkatorabbildung angewendet 

werden. Für die Verwirklichung dieser Lö ung gibt es verschiedene Möglich
keiten. Eine von ihnen sei nachstehend skizziert: 

Anzuwenden wäre aus den unter Nr. l dieses Abschnitts angegebenen 

Gründen eine Doppelabbildung. Es sind dann auch die Umformungen zwi-
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. r h auf einer Kugel durchzuführen. E 
sehen den Abbildungssrsteme~ ~'!:Nr~chen bzw. südlichen Hälfte des E~:; 
wäre demnach die Abbildung e ehmen. hierbei könnte etwa cp = 
ellipsoids auf einer einzigen Kugedl vorDz':1nKonst~nte a (vgl. Abschnitt IV 3.c)) 

als Normalbreite genomm .. . leich 1 zu setzen, weil ann ie · en wer en. ie . d d" Längen-

wäre wahrscheinlich zweckm~füg g f die Kugel nicht verändert we~den. 

unterschiede durch die _Abbildung au auf der Kugel größer als bei d~r 

Wenn auch zunächst dte Verzerrunxen wie eine Vergleichung der Gle'.· 

Wahl von a2 = 1 + e'2 cos~ (f)o wer en! d eh eine Vergleichung der Glei

chungen (189) und (195) er~;, s? {';;::•~uso der Doppelabbildung he~or· 

chungen (193) und (197),. a. sie Werten a nur unerheblich unterschei en. 

gehenden Verzerrungen bei _be~de'?, D pelabbildung gemachte Feststellun1 

Diese bei der „stereographisc e~ op utreffen. Über die gewählte Kuge 

wird auch bei der Lamb~rta~bi~ung ~oordinaten der einzelnen Sys.teme 
ht man zu den rechtwmkhg-e enen .. - wie auch jetzt bei den 

ge b" di Systeme waren 
"b r Für die Randge iete eser d" . bei'den aneinander grenzen-
u e · d" Koor 1naten 1n · 
Meridianstreifensystemen - ie l B für die Umformung von emer 

den Systemen zu be~echnen. Forme~· linden Gleichungen (227) m:'d (228) 

Breitenkreiszone in d1e„ben~chbarte, :~~se Umformung könnten vereinfachte 
und (226y) gegeben. Fur die massen 
V

erfahren benutzt werden. . e1"t bei der Abbildung 
h darüber wie w . 

Zum Anhalt bei der Untersuc. unk . ~ in nordsüdlicher Richtung 

der Kugel auf die Ebene die. Br~1t~n :~;~:i:henden Tabelle 1 auf Grund 

ausgedehnt werden können, s11;1d m .er len Verzerrungen zusammengestel13to 
. h B hn ng die maxima . n l = 

überschläghc er erec u . f" h ten Meridianstre1fensystemen vo 
die bei den in Deutschland emge u r h" d en Breiten auftreten. 

k · den versc 1e en ostwestlicher Erstrec ung m 

52° 30' 

Abbildung in Meridianstre~fensystemen 

( Gauß-Krüger-Koordmaten) 

Geographische Breite 

38° 300 200 90 

Addis Abeba Viktoria-See A h Kairo Port Sudan B 1· Graz t en 

er In . (1 / l - 1 so): 
. km für die halbe Systembreite 2 - ' 

Lineare Längenerstreckung m 1 165 1 167 

102 114 1 132 1 144 1 157 

, h b t :· t die maximale Verzerrung: Demnac e rag 

1:7800 1:6300 1:4700 1:3900 1 1:3300 1 1:3000 1:2900 

d. h. auf 100 m Länge: 

1 
3 3,4 cm 

1 1 6 cm 1 2,1 cm 1 2,6 cm cm 

1,3 cm ' . .. di Werte halbiert werden: 
· R duktionsfaktors mo konnen ese 

Bei Anwendung emes e l · 7800 1 1: 6600 1 1: 6000 1 1: 5800 

1: 15 600 11: 12 600 1 1: 9400 1 . 1 5 1 7 cm 1,7 cm 

1,1 cm 1 3 cm ' cm ' 

0,65 cm 0,8 cm ' .. o a 24 für das ganze Erdellipsoid 
li h f" Großdeutschland 7' fur Eur p ' 

Es sind erforder c : ur 120 Systeme 

3,5 cm 

Tabelle 1 
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. Den vorstehenden ngaben . d . 
Breitenkreiszonen verschiedener n::d ~~l '!tbel~ 2 die Randverzerrungen für 

ic er rstreckung gegenübergestellt. 

.!.b = lO• 2 . 

111 

1:6600 

1,5 cm 

1: 13 200 

0,8 cm 

5 

17 

64 

Bei 

Abbildung. in Breitenkrei zonen 
(Lambert-K oordinaten) 

N ordsüdliche Erstreckung der Breitenkreiszone : 

1 
2,so 

Lineare Län . generstreckunO' m km f·· . di h 
Systemb~eite: m e alhe 

1 2b = 1,250: 1 -b = 150. 2 ' . 
139 167 

1 

1 

Demnach beträgt die maximale V 

I 
erzerrung: 

1:4200 1 1:2900 

d. h. auf 100 m Länge: 

2,4cm J 3,4 cm 

Anwendung eines Redukt" f k d. IOns a tors 
iese Werte halbiert werden: 

mo können 

1 
1 :8400 1:5800 

1,2 cm 1,7 cm 

Erforderliche Zahl von j 4 Ionen für ~eutschland: 

Für Europa: 

14 12 1 
Für das Erdellipsoid ohne zwei Polk 

1 51 1 42 appen: 

Tabelle 2 _ 

1 0 

3 3 

1:2400 

4,2 cm 

1:4800 

2,1 cm 

3 

10 

38 

Bis zu welchen maximalen V 
ab, ob man die Berücksicht. erzerrungen man gehen kann hängt da 
auch i d L igung von Strecken- d w· ' von 
f h n er. andmessung zulassen will D' B .:Un . mkelreduktionen 
ac ster Weise (z.B. unter Benutzu . ies.e eruck ichtigung i t in ein-

genommen ist eine solche B .. k . hn~ graphischer Tafeln) möglich St 
g 

d H""h eruc sic tigung b . . reng 
_ung . er. o enlage - auch bei un -: ~ enso wie die Berücksichti-

hch; sie ISt z.B. auch bei· d seren Mendianstreifensystemen erc d en eumessu f·· d .1or er-
v~rr~ommen worden. Wir wollen d. njen ur . as Kataster der Ostmark 
~ugTic der Größe der maximalen V iese rage hie~ nicht entscheiden. be-
in abelle 2. erzerrung verweisen wir auf d' A 'b ie nga en 
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Als Beispiel wollen wir lediglich die Abbildung unter Benutzung von 
Breitenkreiszonen mit 31/

3
° nordsüdlicher Erstreckung kurz betrachten. Bei 

Anwendung eines Reduktionsfaktors m0 läßt sich hierbei die maximale V er
zeuung auf 1 :4800 der Länge, das sind 2,1 cm auf 100 m, herabdrücken. 
In der Beilage 3 ist die Ausv.rirkung dieser Breitenkreiszonenabbildung auf 
Europa dargestellt, wobei in einer Zone die Abstufung der Vergrößerung 
in Zentimeter auf 100 m wieder durch die Zahl der Punkte in den strich-
punktierten Linien angedeutet ist. 

Auf je 10° Breitenunterschied entfallen drei Breitenkreiszonen. Geht 
man bei der Abbildung des Ellipsoids im Norden bis zu etwa 70° nördlicher 
Breite und im Süden bis zu 56° 40' südlicher Breite, so wären die restlichen 
Polkappen je durch die stereographische Projektion abzubilden. Für das 
Gebiet beiderseits des Äquators - vielleicht bis zu 2° nördlicher und 2° 
südlicher Breite - ist zweckmäßig die Mercatorabbildung zu wählen, die 
beiden nach Norden und Süden anschließenden Breitenkreiszonen könnten 
dann je 4° nordsüdlicher Erstreckung haben, so daß ab 10° nördlicher bzw. 
südlicher Breite die vorgesehene nordsüdliche Erstreckung von 3

1
/ 3° für die 

Breitenkreiszonen eintreten kann. Insgesamt wären somit 1 südliche Pol
kappe + 16 südliche Breitenkreiszonen + 1 Mercatorzone + 20 nördliche 
Breitenkreiszonen + 1 nördliche Polkappe = 39 Systeme erforderlich; für 
Europa etwa 10 Systeme und für Großdeutschland 3 Systeme. Die ent
sprechenden Zahlen für Zonenerstreckungen von 2°, 2,5° und 3° sind in 
Tabelle 2 angegeben und für die Vergleichung außerdem in Tabelle 1 die 
entsprechenden Zahlen für die Abbildung unter :ßenutzung der in Deutsch
land eingeführten Meridianstreifensysteme von 3° ostwestlicher Erstreckung. 

X. Zusammenfassung 
In der Einleitung ist als Hauptziel dieser Arbeit angegeben worden, 

Formeln für konforme Abbildungen des Erdellipsoids zu entwickeln, die 
soweit als möglich der konformen Lambertabbildung der Kugel und ihren 
Grenzfällen entsprechen. 

Als Vorbereitung dazu werden Grundformeln zur Berechnung ebener 
konformer Koordinaten x, y aus den geographischen Koordinaten für den 
Fall hergeleitet, daß eine geodätische Linie das Urbild der geradlinigen 
x-Achse wird. Die Formeln enthalten Konstanten, die von dem Gesetz ab
hängen, nach welchem die betrachtete geodätische Linie abgebildet wird. 
Für den Fall, daß ein Meridian als Urbild der x-Achse gewählt wird, werden 
außerdem Formeln für die umgekehrte Berechnung und entsprechende 
Formeln für die Berechnung des Vergrößerungsverhältnisses aus den geo
graphischen oder den ebenen Koordinaten abgeleitet. Die Konstanten dieser 
Grundformeln werden für die gebräuchlichsten konformen Abbildungen 
unmittelbar aus den Formeln für das Vergrößerungsverhältnis ermittelt. 

Hierauf wird au dem Wesen der konformen Lambertabbildung der 
Kugel heraus das Gesetz der geradlinigen Abbildung einer geodätischen 
Linie einer beliebigen Fläche entwickelt. Durchgeführt wird dann die analoge 
Abbildung des Erdellipsoids für den Fall, daß ein Meridian geradlinig ab
gebildet wird. In gleicher Weise werden Formeln für eine der stereographischen 
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Projektion der Kugel analoge Abbildung des Erdellip oid hergeleitet. Da
gegen wird an Stelle einer der Mercatorabbildung der Kugel analogen Ab
bildung des Erdellipsoids die querachsige Abbildung durchgeführt. Hiermit 
sind zugleich die Formeln für die in der Geodä ie gebräuchlichsten Abbil
dungen nach gleichartigen Grundsätzen abgeleitet worden. In einem wei
teren Abschnitt werden Formeln zur B rechnung der Längen- und Rich
tungsreduktionen bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung 
und der verallgemeinerten stereographi chen Abbildung gebracht. 

Eine Erörterung der gewonnenen Ergebnisse zeigt, daß die formtreue 
Abbildung eines geodäti chen Strahlenhüschels - abgesehen von Ausnahme
fällen - heim Erdellipsoid nicht möglich ist. Anschließend werden die ver
chiedenen bekannten „stereographischen" Abbildungen des Erdellipsoids 

miteinander verglichen. 

odann werden die Übertragung formeln noch für die bhildung de1· 
Kugel angegeben. Hierbei gehen die Formeln auch bei der konformen Lambert
abbildung mit beliebiger Lage des Bü chelscheitel (,, chiefe Kegelprojek
tion") die Koordinaten x und y unmittelbar als Funktion der geographischen 
Koordinaten. Außerdem werden Formeln für die Umformung der behandelten 
Koordinaten angegeben. 

Zum Schluß wird an den Beispielen Großdeutschlands und des ganzen 
Erdellip oids gezeigt, in welcher Wei e sich die stereographische Projektion, 
die konforme Lambertahbildung und die Mercatorabbildung bzw. ihre Ver
allgemeinerungen gemeinsam für die Abbildung von Großräumen verwenden 
lassen. 

• 

/ 
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Anhang 

von Bezeichnungen für Abbildungen Gegenüberstellung 

In der Literatur üblich: 

1. ( ormale) Kegelprojektion 

2. Mercatorprojektion 

tereoe:raphische Projektion 3. (Polare) ~ 

4. Schiefe Kegelprojektion 

h ·ge Koordinaten 
5 Abbilduna durch querac s1 

· · l" entreue 
( . Koordinatenachse ist ang 
eine h L. ·e die senk-

Ahbild einer geodätisc e~. im ' 

h um Meridian verlauft) rec t z 

hi h Projektion 6. Schiefe tereograp c e 

In vorliegender Arbeit: 

Konforme Lambertabbildung 

Mercatorabbildung 

Stereographische Projektion 

V'erallgemeinerte 
ahhildung 

konforme Lambert-

oder _ bei der 
Querachsige Abbildung Mercatorahbil-
Kugel - verallgemeinerte 

dung 

h . h ProJ· ektion . rte stereograp isc e 
V' erallgememe all einerte stereogra-
(bei der Kug~l); ver b~: Ellipsoid; denn 
phische Abbildung ( . p · kt. on im 

. . d lie t eme roJe I 
heim Ellip 

01 
g . . bei· der Kugel . h s· e wie sie eigenthc en 1nn , 

stattfindet, nicht vor) 
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Beilage 1 

Nachrichten aus dem Reichsvermessungs
dienst, Sonderheft 26 

F. Hunger: 
Beitrag zur konformen Abbildung 
von Großräumen in der Geodäsie 

Doppelabbildung Gro(Jdeutsdilaods 
durch zwei Koordinatensysteme 

(Verallqemeinerte 
stereoqraphisdle Projektion und ver
allqemeinerte konforme Lambertab

bildunq) 

Die Zahl der Punkte in den strichpunk
tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen
timeter, um die 100 m wahrer Länge durch 
die Abbildung vergrößert werden (m0 = 1) 



Beilage 2 

Nachrichten aus dem Reichsvermessungs
dienst, Sonderheft 26 

F. Hunger: 
Beitrag zur konformen Abbildung 
von Großräumen in der Geodäsie 

Doppelabbildung GroMeutsdilands 
durch zwei Koordinatensysteme 

(V erallgemeinerle 
slereographisdte Projektion und ver
allgemeinerte konforme lambertab

bildung) 

Die Zahl der Punkte in den strichpunk
tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen
timeter, um die 100 m wahrer Länge durch 
die Abbildung vergrößert bzw. verkleinert 

werden (m0 = 0,99975) 
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Beilage 3 

N achri~hten aus dem Reichsvermessungs
dienst, Sonderheft 26 

F. Hunger: 
Beitrag zur konformen Abbildung 
von Großräumen in der Geodäsie 

Doppelabbildung Europas 
durdi rd. zehn Koordinatensysteme 

im Rahmen der Ahhildunq 
des qanzen Erdellipsoids 

(Konforme Lambertabbildunq 
für Breitenkreiszonen von 31

/ 3° nordsüdlicher 
Erstreckung-) 

Die Zahl der Punkte in den strichpunk
tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen
timeter, um die 100 m wahrer Länge durch 
die Abbildung vergrößert bzw. verkleinert 

werden (m0 = 0,99979) 






