TN \\'h/,iJ'

® FT MEADE
GenColl

’ Beitrag zur konformen Abbildung

von Grofriaumen in der Geodisie

Von

A
Wil

Fritz Hunger | 3.

Mit 3 Beilagen

Verlag des Reichsamts fiir Landesaufnahme, Berlin

Sonderheft 26

zu den ,Nadhrichten aus dem Reichsvermessungsdienst
Mitteilungen des Reichsamts fiir Landesaufnahme* 1943




LIBRARY OF CONGRESS

{ 1 H Ul 8

0012110656 5




Heerenatot...

p
it oY

Beitrag zur konformen Abbildung
von GroBriumen in der Geodésie

Von

Fritz Hunger

Mit 3 Beilagen

Verlag des Reichsamts fiir Landesaufnahme, Berlin

Sonderheft 26

zu den ,Nachrichten aus dem Reichsvermessungsdienst
Mitteilungen des Reichsamts fiir Landesaulnahme” 1943




7

=

3

MLCM 85/474

Von der Technischen Hochschule Berlin
am 4. Mai 1942

genehmigte Dissertation

Gedruckt bei Wilhelm Limpert, Berlin

. Einleitung
. Reihenentwicklungen

. Die konforme Abbildung im Falle der geradlinigen Abbildung einer

geoditischen Linie. Grundformeln zur Aufstellung von Gebrauchs-
formeln fiir die Koordinateniibertragung und fiir das VergroBerungs-
verhiltnis.

1. Vorbemerkung
2. Geradlinige Abbildung eines Meridians
3. Beispiele fiir die Anwendung der Grundformeln

4. Geradlinige Abbildung einer beliebigen geoditischen Linie

. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung des Erdellipsoids

und ihre Grenzfille.
1. Die Grundgleichung der konformen Lambertabbildung bei einer beliebigen

. Sonderfall der Kugel

. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung des Erdellipsoids
. Die verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoids
. Die verallgemeinerte Mercatorabbildung des Erdellipsoids

. Die querachsige Abbildung des Erdellipsoids fiir den Fall, daBl der

Meridian die Hauptachse ist

. Die Richtungs- und Lingenreduktionen.

1. Allgemeines
2. Die Reduktionen bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung . ..

3. Die Reduktionen bei der verallgemeinerten stereographischen Abbildung ...

. BemerkungenzuderverallgemeinertenkonformenLambertabbildung

undinsbhesonderezur verallgemeinertenstereographischen Abbildung
des Erdellipsoids.

1. Untersuchung iiber die Formtreue der Abbildung des geoditischen Strahlen-
biischels

2. Vergleichung verschiedener ,,stereographischer* Abbildungen des Erdellipsoids

Sonderfall der Kugel.
1. Die Ubertragungsformeln

2. Umformungen von Koordinaten eines Systems in Koordinaten eines anderen
Systems

. Zur Abbildung von GroBriumen.

1. Unmittelbare Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene oder Doppelabbildung
2. Zur Abbildung der Fliche des Deutschen Reiches
3. Zur Abbildung von GroBriumen

. Zusammenfassung

34
37
39
50
53

55




I, Einleitung

Die konforme Abbildung hat sich in der Landesvermessung als Mittel
zur Berechnung rechtwinklig-ebener Koordinaten durchgesetzt. Die besondere
Art der jeweils verwendeten Abbildung hingt meistens von der Form der
Grenzen des Landes ab, welches abgebildet werden soll; denn die Abbildung
ist im allgemeinen derart zu wihlen, da83 die durch sie bedingten unvermeid-
lichen Verzerrungen mdglichst gering bleiben. Die Abbildungsart ist also nach
geometrischen Gesichtspunkten auszuwihlen; z. B. lingentreue Abbildung
eines Meridians (GauB-Kriiger-Abbildung) fiir Linder von nordsiidlicher,
lingentreue Abbildung eines Breitenkreises (konforme Lambertabbildung
— Kegelprojektion —) fiir Liander ostwestlicher Erstreckung und kreisférmige
Linien konstanten VergroBerungsverhiltnisses (stereographische Abbildung)
fiir Gebiete mit kreisférmiger Begrenzung.

Die Gebrauchsformeln zur Berechnung der rechtwinklig-ebenen Koordi-
naten aus den geographischen Koordinaten (und umgekehrt) und zur Berech-
nung des VergroBerungsverhiltnisses bei der gewiihlten Abbildung sind bisher
wohl stets aus differentiellen Beziehungen, die fiir die einzelne Abbildung
gelten, von Grund auf hergeleitet worden, ohne daB man die Verwandtschaft
aller konformen Abbildungen dazu ausgenutzt hitte, nach einem einheitlichen
Verfahren vorzugehen und damit schneller zum Ziel zu kommen.

Im ersten Teil dieser Arbeit sollen daher Grundformeln aufgestellt
werden, mit Hilfe deren man auf einheitliche Weise die Abbildungsgleichungen
und die Formeln fiir das VergroBerungsverhiltnis finden kann.

Von den konformen Abbildungen der Erdoberfliche in die Ebene gilt
die stereographische Projektion der Kugel (s. Wagner-Meinardus [21] S. 312)
als die erste, die bekanntgeworden ist. Hipparch soll sie bereits vor mehr
als 2000 Jahren angewandt haben. Auler der Winkeltreue weist sie mehrere
Eigenschaften auf, die andere konforme Abbildungen nicht besitzen: Man
kann die Abbildung durch perspektive Projektion herstellen; simtliche Kreise
auf der Kugel werden in der Ebene wieder als Kreise abgebildet, und die
durch den Normalpunkt der Abbildung auf der Kugel gehenden GroBtkreise
werden zu Geraden. Die GroBtkreise durch den Normalpunkt bilden ein
Biischel geoditischer Linien (,,geodatisches Strahlenbiischel”) mit dem
Normalpunkt als Scheitel. Weil dieses geoditische Strahlenbiischel in der
Ebene als ein Biischel von Geraden abgebildet wird, wollen wir die Abbildung
in Anlehnung an den von Laborde ([14] S.38) gepriigten Ausdruck ,.iso-
morphe** als ,,formtreue Abbildung eines geoditischen Strahlenbiischels* be-
zeichnen. Die Strahlen seines Abbildes schneiden sich unter den gleichen
Winkeln wie die Strahlen des Urbildes (azimutale Projektion).

Ein zweites Beispiel fiir die konforme und zugleich formtreue Abbildung
eines geoditischen Strahlenbiischels bietet die altbekannte Mercatorabbildung
der Kugel, die wahrscheinlich schon vor Mercator (Versffentlichung 1569)
von dem Niirnberger Kartographen Etzlaub (um 1510), vielleicht sogar noch
eher, durchgefiihrt worden ist (s. Wagner-Meinardus [21] S. 291). Bei ihr wird
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ein GroBtkreis lingentreu und geradlinig abgebildet. Die Abbilder der zu
diesem GroBtkreis senkrechten GroBtkreise, die hier das geoditische Strahlen-
biischel bilden, sind wieder gerade Linien. Im Gegensatz zur stereographischen
Projektion schneiden sich aber die Strahlen des Abbildes nicht unter dem
gleichen Winkel wie die GroBtkreise des Urbildes, sondern unter einem
Winkel von 0°: die Strahlen sind einander parallel. Der Scheitel des geodi-
tischen Strahlenbiischels ist fiir die konforme Abbildung ein singulirer Punkt.

Von diesen gegensiitzlichen Eigenschaften der stereographischen Projek-
tion und der Mercatorabbildung ging Lambert aus und stellte sich die Auf-
gabe, eine konforme Abbildung zu finden, bei der die Schnittwinkel der
Strahlen des ebenen Abbildes des Biischels in einem beliebigen, aber kon-
stanten Verhiltnis zu den Schnittwinkeln der geoditischen Strahlen auf der
Kugel stehen (Lambert [1] S.134 §47ff.). Er betrachtete dabei als geoda-
tisches Strahlenbiischel auf der Kugel die Gesamtheit der Meridiane. Als
Ergebnis fand er eine Abbildung, die wir konforme Lambertabbildung nennen
wollen und die oft als konforme ,,Kegelprojektion* bezeichnet wird. Sie ist
das dritte Beispiel fiir die formtreue Abbildung eines geoditischen Strahlen-
biischels. Auch bei ihr ist der Scheitel des geoditischen Strahlenbiischels fiir
die konforme Abbildung ein singulirer Punkt. Die Bezeichnung ,,Kegel-
projektion® ist miBverstindlich und sachlich kaum begriindet. Sie stammt
weder von Lambert, noch hat sie C. F. GauB angewendet.

Bezeichnet man das Verhiltnis der Schnittwinkel der Strahlen des
ebenen Abbildes zu den Schnittwinkeln der geoditischen Strahlen des be-
trachteten Biischels auf der Kugel mit n, so ist bei der konformen Lambert-
abbildung 0 < n < 1. Fiir n =0 und n — 1 ergeben sich als Grenzfille die
Mercatorabbildung und die stereographische Projektion. Gemeinsam ist allen
drei Abbildungen die formtreue Abbildung eines geoditischen Strahlen-
biischels.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden Formeln fiir eine konforme Abbil-
dung des Erdellipsoids entwickelt, die soweit als méglich denen der konformen
Lambertabbildung der Kugel entsprechen sollen. Die Abbildung soll als
»»verallgemeinerte konforme Lambertabbildung des Erdellipsoids* bezeichnet
werden. Auch bei ihr wird es Grenzfille geben, die der Mercatorabbildung
und der stereographischen Projektion der Kugel entsprechen.

Nach der Entwicklung der Formeln fiir die erwihnten Abbildungsarten
soll erértert werden, in welcher Weise sie sich praktisch anwenden lassen.
Diese Betrachtung soll an dem Beispiel GroBdeutschlands und des Erd-
ellipsoids zeigen, welche Maoglichkeiten fiir die rationelle Abbildung von
GroBraumen in der Geodisie bestehen. Dabei ist vorweg auf die Frage ein-
zugehen, ob die unmittelbare Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene oder
die Doppelabbildung auf dem Wege iiber eine Kugel vorzuziehen ist.

Die Anregung zu dieser Arbeit danke ich Herrn Professor Dr. Dr.-Ing. h. c.
Eggert, der in seiner Arbeit ,,Die stereographische Abbildung des Erdellip-
soids* ([18] S. 153) als erster eine geometrische Eigenschaft der stereo-
graphischen Projektion der Kugel, nimlich die Azimutalitit, dem Ansatz
fiir die Entwicklung von Formeln zu einer analogen stereographischen Ab-
bildung des Erdellipsoids zugrunde legte. Herrn Professor Dr. Brennecke, der
insbesondere die Untersuchung iiber die Méglichkeiten fiir die Abbildung
von GroBriumen anregte, danke ich ebenfalls fiir seine die Arbeit fordernden
Hinweise.
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II. Reihenentwicklungen

Zur Erleichterung der Ubersicht sollen zunichst die wichtigsten Reihen
zusammengestellt werden, die spiter zu benutzen sind.
Bezeichnungen
@ = geographische Breite,
q = isometrische Breite,
I = geographische Linge,
a = Azimut,
x und y = rechtwinklig-ebene Koordinaten,
M = Meridiankriimmungshalbmesser,
N = Querkriimmungshalbmesser,
NM=V2=1+e? cos?p =1 + 7% t =tg @,
m = dS/ds — VergroBerungsverhiltnis bei der konformen Abbildung,
m = reduzierte Linge der geoditischen Linie,
g = geoditische Kriimmung,
o = 1/g = geoditischer Kriimmungshalbmesser,

K =1/MN = Kriimmungsma8 der Flache.

Reihen
1. V2 =1 _+_7}2; Vi=1 +27]2 +7/4; Ve=1 +3772+3774+7/6;
Ve=1+47n+ ...
1 .
%:1_‘772+7/4_776+"';W:1_2n2+37l4+”" (1)
¢ 1
%:1—3772 + 69t + ... 77_321—47/2 + ...
. Beziehungen zwischen einander entsprechenden Unterschieden in der
geographischen und der isometrischen Breite:

a) Berechnung des isometrischen Breitenunterschieds 4 g aus dem
geographischen Breitenunterschied 4 ¢: .
In Ubereinstimmung mit GroBmann ([16] S. 483) und Hristow
([17] S. 649) ist:
Vit ¥
4q = coiq,(l—nz+n4—n“) 4¢+3 551+ =304
L 1+22+2—3nt+6229%) 4 ¢°
6 cos @ : A
o b ;
+ﬂco:¢(5+6t2—r/2)A¢4+MC05¢(5+24t (2)
+281%) A g5+ ...
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Agt= Lh (1—2n2+39% 4 ¢+ 2 (1—37% Ag3 4. Fiir den Meridian wird

cos? @ cos? g

3
+ s B 20 —dn2) A gt Ag=¢—p=u(l +7)— 37t +7)u

- 1
+ 35 s (14+208) A g5 ... § — I —®) Ut Inteut 4.
{ gl 2 Vi T Y N SR B et B s Sl
A¢* = o (L—372 + 6% Ag® + 3 L (1—2) A9t A0 20k 2 R LUK o AT i ()
_+_l L 0176 405 A¢*=Q1+37n) u?—sn?tut + ...
4cos3<p( 5 S S s A Agt =(1 44752 ut + ...
Agh = (1—4) At +2 5 Agb i ... Ags=us + ...

cost @ cost @

49° + 20 ; . Aus Gleichung (4) erhalten wir durch Umkehrung die Meridianbogen-
linge und Funktionen von ihr als Funktion des Breitenunterschieds,
b) Berechnung des geographischen Breitenunterschieds 4 ¢ aus dem wenn wir v = 0 setzen. Zur Abkiirzung schreiben wir =% =8
isometrischen Breitenunterschied 4 q: e wird 5
' Il'l Ubereinstimmung mit den zu a) angefiihrten Stellen er- ST 3 ”
gibt sich: u:ﬂ+§772t52+§772(1—t2+772+4772t2) B3
4 ¢ = cos 1+2A_l 20t(l +4n2 4 2 1 1
@ ;P( 7)) dq—gcos’pt(l+4924+39% Agq — s (L — ) B ...
mE cos3 @ (1 —12— 13 52 ¢2 + 52 —27 i u =2 + 392108 + 2 (1—12) Bt— 2t B5 + ...
jE =00 +%n2tﬂ4+%n2 1—1e) g%+ ...
. ut = R4 6nieps 4. ..
+56772)Aq4—i—%cos5(p(5+t4_18t2)Aq5_}-... u5:§5+”77. p (7)
1 1 3

1 1
3. Nach Jordan-Eggert Bd. IIT ([8] S.442) ist s FrTan tgn @720 h2nt =0 ) B0k S 10
1
et A—?) ..
1 1

~mitu=1—\‘;—cosa, v:]%sina— 8 1
il ==—3n2t> — (4 —41 +492—11 %% 4 5t
. il SIS 1t172 3172tu2 1(1+3t2+ 29 y2g2) p2 p? i " 1 "l /
=u—5tv:— ——= — viu
Iz 2 2 6 /) n +%n2 At 2 ...

__%,72 (1 —1¢2) ud

2 cos®p

digb =

cos® @

+ 77 Aq3+21—400$4<pt(5—t2—40772t2

’

1 z s A . Der isometrische Breitenunterschied 4 q in Abhingigkeit von der
+at(1+32 +7*—992e% o Meridianbogenlinge s und s als Funktion von 4 gq.
Durch Einsetzen der Gleichungen (6) in die erste Gleichung (2)

1
t (4 § T g AL G e
i3 (4 + 6t 13 4 972 t?) viu erhalten wir:

1 1
+gnttut 4+ oo (1 + 3042 4 4514 viu cosp Aq = u+—;-tu2+%(1 + 282 + 9?) ud

120
1 8)
_%(2 +15¢ + 159 v2ud 4 ... +21—4t(5 + 62 + 7?) ut +%6(5+24t4+28t2)u5—{—...

Reihenumkehrung ergibt die Meridianbogenlinge in Abhingigkeit von

lcosp = t _lt2 s 1 2 2 2
P Rtjaiey - 4 +3(1+3t trf)ou der isometrischen Breite:
1

—3t(1+32 +92)0du u:%cosa:coswdq—%tcoshp qu—%’l—cosﬁp(l—t2

1 1
+3t@+32 +p)vud+ o2 (1438208 () +772)Aq“’vL%tcosMp(5—t2+9772)41‘14

1 1
+15@+1524+ 15t vut — o (142012430 19) o3 u? ... +ogscosSg (5 + 1 —18¢%) A g + ...




Dieselben Vorzahlen zu A4 ¢q, 4¢?% ... erhilt man, wenn man die
Ableitungen der Meridianbogenlinge nach dem isometrischen Breiten-
unterschied bildet und fiir die Bogenlinge die Taylorsche Reihe auf-
stellt. Diese Ableitungen sind in Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 498)
vollstindiger angegeben, als sie sich aus der Reihe in Gleichung (4)
errechnen lassen. Sie sollen daher von dort iibernommen werden.
Die hier gebrachte Ableitung sollte nur zeigen, in welcher Weise das
Azimut o der Richtung, in der s positiv gemessen wird, zu beriick-
sichtigen ist.

Es wird
s=bAdq+b,Aq> +b;A¢®>+b,4¢* +b;4¢q°+ ...

1
cos ¢; by = — 5 i t cos? @3

1 2 cosa

cos a
Lii N

by === s cosl o (1 —2 +7%);

1

24 cos a

9

120 cos a e

by =5 ——tcoste (5—12+ 99 +49Y;

by — 5 (5 + t4— 18142 + 14 92 — 58 52 12).

. Entwicklung des Ausdrucks als Funktion von 4 g.

Wir setzen

1 <
m =p (q) Dann ist

1 1 ’ | 1 7
pl9 = = Neosg, TP @dg+35P" (@4

N cos g

(11)
) G 1 ;
+5P” @4+ 5" () A4+ ...

dp dg do i N 1
Esist p’ (q) = e T Hierin ist e THTOR V2 cos . Ferner

beachten wir, dal V2 =1 + 2, N = %und ‘;—22 = — 2n%t ist. Esl

wird dann
v 1 (dV :
r'(g = prme i <W cos ¢ + Vsin tp) V2cos ¢
PRl <‘;—V Vecos ¢+ stinqv)

ccosq)

Ncosq) [— e2sin @ cos? ¢ + (1 + e’2 cos? @) sin ¢]

1 & *
.t i1 sin . Entsprechend wird
1

Ny (1L u'geelg)

1 &
= Ncos¢51n¢[1—’720052¢(3 + 4 7?)]

Ncos<p (1—2 52 cos? ¢ + 12 %2 % cos? ¢)

Durch Einsetzen der Ableitungen (12) in die Gleichung (11)
erhilt man p (¢). Wir bilden noch p (¢)? = . Der Index |,
wird der Emfachhelt halber weggelassen.

p (g)? —m— [l +2sin @ 4 g+ (1 + sin® ¢ + 72 cos? ¢) 4 ¢*

-l—%—sm(p(tl‘-——lln cos? ¢) 4 ¢3

N2 cos?

(13)

—}—%(1 + sin2 9 — 52 cos? @) A g* + ..

. Ubergang von den Ausdriicken N’, 7’2 und ¢’ und den aus 1hnen

gebildeten Funktionen fiir eine Brelte @’ zu Ausdriicken N, 7% t
usw. fiir eine Breite ¢.

Nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 217 Gleichung (o)) ist mit

Hieraus folgt
1 1 Aq)
N,—z:-m 2 (1'—‘t2+7/ _772t)

4 7)2t 4¢°

3 Ve N2 K

;s 7t A
=3 R 2y

(14)

nzt/‘tp
+2W N®

2
e ’7 S (1 —2 4 o2 —328?) A_‘P‘_

8 72t 4 ¢
T3 N

tde
4V2 N4

e
=

Nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S.216 Gleichung (m)) ist
2= —2n2tdep—(1—1%) 24 ¢® —{—%nztd @2+ .
Hieraus folgt

n

2 A 2
;\]J/z:]vz 2nt(1+27/)_—ﬁ( — 2+ 32— Ty ¢;
VR i
A<p9
2—212 4 Ty? ——19172t2)w-
4 ¢
+§7]
72

=+ ..

A 2

= ~__2’7 ‘(1+3T)7V_4—%( —z2+4r,2_127,2z2)—")
+ipedRiy .

49
N

2 2 2
3 :L—%(2+5n2) —

l
N = N 35

2 2¢ A
_%(2+77»,2)T‘f+...




Es ist nach Taylor

1 &
V=t +;;’2§A¢2+6d¢'41<p +.

—2—{—8t2 + 614 Also wird

dt
mltd—(’; =1-4¢ 2,d s,_2t(

::t—f—(l—{—tz)A(p—}-t(l—!—tz)A(p2+§(l—f—4t2—{—3t4)z]<p3+

Hierausfolgt
i Vi | 1
Rt =15+ 5 (1——t2+17~4172t2)% ’7‘(4+177,
A ¢? 2 7
— Ittt =5 3%(1—t2)7v?+...
4
=Tt (1 =3 Rt (5 —3m) 48 4 ...

— e+ n—e ity —6n2t2)A"’ +.

12 =24 2¢(1+1) Ao+ (L4 +31) A g +§:(4+10z2
+61%) 4¢3+ .

’2t’2 2 A

L =T 2 (1 42— 2420 ¢+V4(1—t2+2n

A9t 4
— 129282 + 2 52 t4)N 2tN4—}—
Beschrinken wir uns auf eine Bewegung des betrachteten Punktes
lings des Meridians, so kénnen wir mit Hilfe der Gleichungen (6) den
Breitenunterschied 4 ¢ durch die Meridianbogenlinge N - u = s - cos a
ersetzen. Wir erhalten
1 i} #
N =N 2N t——cosa—(72—r/2t2—{—1'/4——41/4t2);[—0052a
3
+ ; nzt—s—cns’ o i A AN
NZ —(2n%t + 44 t)——cosa

—(n*—n t2—10n4t2+3)/)—cos a—}-—r/ tw—gcos‘*a—{— i
’2 47 2
ans "N:Jr—(?; — 22 —4qpt t2+77) scosa—27%t —
g AP ,
—Nw=m+(’/—3’7 tz)m—f—... s
1 1 ( )
NG = i —4 5%t cosa+

N5 cos2q .

2

;{,,4— 2172t(1+37;)—cosa

/2472 2

17N—,t4=nNt4 +272t (1 4+ n2—2 92 t2)—3—cosa
e

]W—Ng'—ﬁ (2+7r/)—cosa

n2t 72t
=y tnrl—a —{-r,2—-6172t2)—1\%cosa.

[II. Die konforme Abbildung im Falle
der geradlinigen Abbildung einer geoditischen Linie

1. Vorbemerkung

Als Grundlage der folgenden Entwicklungen benutzen wir zwei Sitze,
die wir als bekannt voraussetzen.

a) Sind x und y isotherme Parameter auf einer Fliche und u und v
isotherme Parameter auf einer zweiten Fliche, so bewirkt die ana-
lytische Funktion w =u 4 iv =f(2) =f(x +iy) stets eine kon-
forme Abbildung der einen Fliche auf die andere. Diese Beziehung
ist eindeutig umkehrbar.

b) Wird durch eine derartige konforme Abbildung eine Linie der einen
Fliche nach einem bestimmten Gesetz auf die andere Fliche ab-
gebildet, so gibt es keine andere analytische Funktion, etwa w0 = ¢ (2),
die eine konforme Abbildung derart bewirkt, dal die Abbildung der
betrachteten Linie nach demselben Gesetz erfolgt (Laborde [14] S.150).
Wir stellen nun die Forderung auf, daf} eine geoditische Linie nach
einem gegebenen Gesetz in die Ebene abgebildet wird. Das ebene Abbild
der geoditischen Linie soll eine gerade Linie und zugleich die x-Achse eines
Systems ebener rechtwinkliger Koordinaten x und y sein.

Das Gesetz sei als Funktion der Bogenlinge 4 s der geoditischen Linie
gegeben. 4 s zihlt von dem Normalpunkt der Abbildung aus, in welchem
das VergroBerungsverhiltnis m = 1 ist. Es sei also

x=As+ay4s* +a;4s%3 +a,4s* +a;4s5+ ...
Es ist aber die Vorzahl a, bei jeder konformen Abbildung gleich Null. Ent-
wickelt man nimlich m in eine Reihe, die von dem Werte im Normal-

punkt ausgeht:
dx

m =g =14+2a,4s+3a;4s2+4a,45s%+..

so muf} fir 4s =0 die erste Ableitung

dm

m = ay —f— s
sein; denn im Normalpunkt hat m ein Minimum. Wir miissen also ansetzen

x=A4s4+azds® +a,4s* +a;4s°+ ... (19)

Das gilt fiir jede vom Normalpunkt ausgehende Richtung. Hierin liegt der
Grund, daB bei zwei gegebenen Koordinatensystemen auf den beiden Flichen
(z. B. geographische Koordinaten auf dem Ellipsoid und rechtwinklig-ebene
Koordinaten in der Ebene) die Umwandlungsformeln bis zur zweiten Ordnung

einschlieflich unabhingig von der besonderen Art der gewihlten Abbildung
sind (Laborde [14] S.48).

2. Geradlinige Abbildung eines Meridians

a) Allgemeines

Wir beziehen die Gleichung (19) auf den Meridian und gehen von der
Bogenlinge A s auf dem Meridian zu einem isothermen Parameter, und zwar
zum isometrischen Breitenunterschied A q iiber.
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Wir benutzen hierzu die Reihe in den Gleichungen (10).
As =b;Aq+byAq®+b;A¢> +b,4¢* +b; A%+ ... (20)
In den Vorzahlen b,, b,, ... gibt o das Azimut der positiven Richtung der
x-Achse an. Wir werden daher cos ay.. statt cos a schreiben. ¢, 7 und N

sind an der Stelle des Normalpunkts der Abbildung (Koordinatennullpunkt)
zu nehmen.

Die Verbindung der Reihen (19) und (20) ergebe:
x=cA4q+c;4q®+ec3A4¢ +cydqg*+c;4¢°+ ... =f (44q). (21)
Hierin ist
¢; =by; €3 =by; ¢cg =a3b,® 4+ bg; ¢, =a, 0,4 +3a50,2b, + by;
cs =agzb® +4a,b,2b, +3a3b,2b; + 3agb, b2 + by
Von der Gleichung (21) gelangt man zur gesuchten Gleichung fiir x + iy
dadurch, daB man in ihr 4 ¢ durch 4 q + il ersetzt:

x+iy=f(4q+il). (22)

Da fiir I =0 auch y =0 ist, erhilt man fiir I = 0 wieder die Glei-

chung (21). Die Funktion x +iy =f (4 q +il) ist die einzige Funktion,

die fiir I = 0 die Gleichung (21) ergibt, denn, wie bereits erwihnt, kénnen

zwei analytische Funktionen lings einer Linie nur dann iibereinstimmen,
wenn sie in ihrem ganzen Existenzbereich iibereinstimmen.

(21a)

.Die Anwendung moge zunichst an dem Beispiel der GauB-Kriiger-
Koordinaten gezeigt werden. In diesem Fall ist ay =a, =a5;=... =0
und cos .. = 1. Also wird ¢; = b; und damit wegen der Gleichungen (22),
(21) und (10)

x+iy =Nycos ¢, (4q —{—il)—% Ny tycos? @, (4 q + il)?
i *
— g Nocos® go (1 —1 + %) (4 g + 31 + ...
in Ubereinstimmung z. B. mit GroBmann ([16] S.534).

Hieraus erhilt man die Koordinaten der Gauf-Kriigerschen Abbildung,
indem man die reellen und imaginiren Bestandteile trennt und den Ab-
szissen x die Meridianbogenlinge B, vom Aquator bis zum Normalpunkt
hinzufiigt: :

x =B0—i—Nocos%Aq—%Notocoszgv(A > — 1)

— 2 Nycos® gy (1 —1,2 +7o?) (Ag°—3AqP) + ...
y = Nycos gyl — Nyt,cos? g, 4 q1

— £ Nycos® gy (1 —1g + 1) BAGI—D) + ...

Diese Gleichungen nehmen die im Jordan-Eggert Bd.III ([8] S. 498
Gleichungen (19) und (20)) angegebene Form an, wenn man 4 ¢ = 0 setzt
und dementsprechend B und ¢ als verinderlich ansieht:

x =B +%Ntcos2(pl2+...

y=Ncosgl —}—%Ncosaq) l—e+9) B4+...

Um allgemein von den rechtwinklig-ebenen Koordinaten x, y zu den
ijsothermen Koordinaten 4 ¢, ! iiberzugehen, fithren wir die Abkiirzungen
x+iy =2z und ¢; (4q +1il) = ¢, w ein und bringen Gleichung (22) in
die Form

3= (cw) + {l—’s(% w)? + ;_33(01 w)? + ;?2(01 w)*

(22a)
+ (e w)f + ... =f(dg +iD.

Setzen wir

c—zzdzgﬁzdw&:d@%:ds (23)

und betrachtecxll wir als Umkehrung der Reihe fiir z die Reihe
w=A4q+il =e,z+ e2z2‘+e3z3+e4z4+ es P+ ... =g (x +iy), (24)
so mul} sein

s =cl3 €2 :"'?3 €3 :;1; (2 dy* —dy);

2 P s

1

e4=—cll (5dy3—5dydg + dy); (25)
es :cll (14 dy* — 21 dy2 dy + 3 dg? + 6 dyd,— dy).

Die Gleichungen (22a) und (24) sind die Ausdriicke, von denen meist
ausgegangen wird, um die Formeln fiir die Ubertragung der geo“gra}?hlgchen
Koordinaten 4 ¢, I in rechtwinklig-ebene Koordinaten x, y_und fur die _Uber-
tragung der rechtwinklig-ebenen Koordinaten in geographische Koordinaten
zu entwickeln. Es ist in den Gleichungen (22a) und (24) nur noch der Para-
meter A q durch den Parameter 4 ¢ zu ersetzen. Das hat in allgemeiner
Form bereits 1937 Hristow gemacht ([19] S.86 Gleichungen (8), (9), (12)
und (13)), indem er die Vorzahlen in den Gleichungen (2) -und (3) durch
Buchstaben kennzeichnete. Wir gehen noch einen Schritt weiter und setzen
die Ausdriicke fiir die Vorzahlen selbst ein. Hierzu sind die Gleichungen (2)
bzw. (3) in die Gleichungen (22a) bzw. (24) einzusetzen, so daBl an Abkiir-
zungen nur die Buchstaben c; und e; vorkommen, die von der %)esonderen
Art der Abbildung abhingig sind, die durch die Vorzahlen a; in Gleichung (19)
charakterisiert wird.

b) x und y als Funktion von 4 ¢ und I

Aus den Gleichungen (22) und (21) folgen die Gleichungen
s=cydq ey (Ag—P) + oy (AP —34gP) 2
+e, (Aqg—6Ag1 +18) +¢c; (A¢°—1043 2 +54q1%) + ... -
y=cl+2c,dql +¢3 (34¢1—1) @7)
+c, (441 —4A4q1) +¢5 (54 1—104¢1B +1°) + ...
Agq, Ag ... ersetzen wir durch die Gleichungen (2) und beriicksichtigen
zugleich, daB8 nach Gleichungen (21a)

N i 1 9
clzblzcosanlx-coscp und czzbz——gcosao'xtcos o (28)

ist. Da cos a,.. entweder gleich + 1 oder gleich — 1 ist, ist es gleichgiiltig,
ob cos ag.. im Zihler oder Nenner steht. Ebenso kénnen die erste Potenz
fiir jede ungerade Potenz und der Wert 1 fiir jede gerade Potenz von cos ao.»
treten.
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Fithren wir zur Abkiirzung noch die Bezeichnungen ¢/, ¢, ¢;’”’, ¢,/
und ¢;” ein, deren Bedeutungen durch die Gleichung

ci=Ncosgpe;"=Ncos?pc;”” =Ncos® pc;/”” =Ncostpc;”V =NcosPpec” (29)
festgelegt sind, so ergibt sich
% =(1—n +9*—18cosay.. 4 ¢ +%772t(1——2772) cosag. A ¢?
—f——;-cos2 @tcosag..l? —f—%[l—t2 + % + 15942 —3 5
+6¢3"" cosag..(1—3 524 6nY] cos ap.. 4 93 —3 ¢’ (I—n?
+ %) 4 (;912—21—4 [Se3—t—27283 + 752t —36 ¢’ tcos ag..(1—n?)
—24 ¢,V cosay.. (1 —475?)] cosao.,A(p“——% [es’t (1 + %?)
+de” (1—270)] 4 B + 31 + ...
1
* 12

+ 120 ¢;” cos ag..] cosay.. 4 (p"’—% [es” 14212 + 12 ¢, ¢
+20¢/] A3 +5¢5'Aplt 4+ ...

[6—262*—7T12 +6¢c5""' cosayg. (10 +352%) +240 ¢,V tcosag. .

Entsprechend wird

%:costpcosao.,l—sin(p (L—n®+7% cosao..4 ¢l

1
—gcosg [P+ 28 —3n'2 — 6y cos ag.. (1—27%+379%)]

cos ag.. A <pzl——1%l3—%cos<p[2t3 4+t +7n2t—18 ¢y’  tcosag.
—24 ¢yMeosag.. (1 —3%%)]cosag.. d¢*l—4 ¢,/ (1—n2)A¢l3
—21—4cos<p[6t4+5t2—6c3"’ cos ag. (4 —}—‘11 t?) — 144 ¢,V cos ay . 5t
— 120 ¢¥ cos ag..].cosag. . A ptl— [2 ¢/t + 10 ¢’ 4 @213

+ 205 +.

¢) 4 ¢ und I als Funktion von x und y

Aus der Gleichung (24) folgen die Gleichungen
Ag=extop (F—3) bey (=353 +a(H—baty 438
+e; (x°*—1023y2 +5x9%) + ...
l=e1y+2exy +e;32°y—5%) e 42’y —4 2y (33)
+e; (5xty—102%y3 4 y5) ...
Von 4 q gehen wir mittels der Gleichung (3) zu 4 ¢ iiber und bilden hierzu
Ag® =e?x% +2e,e,2°—2e e,xy2 + (€2 + 2 e, ;) x4
—(2e® +6e e5) 2y + eyt + (2 ;€4 + 2 5 €4) B
— (12 e;e, +8eye3) 2 y2 + (2 e,e, +6ege) xyt ... (34)
A¢®=e22% +3e2e,x0—3 e,2e,22y2 + (3 ¢, €, + 3 e,2 e,) x5
—(6e;e? +9e,2e;) 23y +3 e e2x 9% + ...
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Ag* =elxt +4ede;x5—dedeyx3y? ...
Aigs = e, 5ix
2=c¢2y? +4e,exy2 4 (6e,e3 +4e,%)x2y2—2e, e5y°
+ (Be e, +12e5e5) x3y2—(Bey ey +4deye5) vyt 4 ...
B=e3y3 +6e,2e,xy3+(9e,2e5+12¢€,e,2) a2 y3—3 e 2e3 %)+ ... (34)
I*=e,2yt +-8e;% e, x ¥y +. .. und fiir spiitere Rechnungen gleichnoch
AqR =e®xy? +5e%e;22y2—e2e;, y* + (T e;2 ¢5 + 8 e, €,%) 2 y2
—(5ele; +4ee)xyt 4 ...
APPR =e*2y? - 6e2e23y2—2¢3eaxyt 4 ...
Wir setzen die Gleichungen (32) und (34) in die Gleichung (3) ein und be-
achten, dal nach Gleichungen (25)
_d_z____ci_thcosz(p gosda, il t ( )

1 cosS a ,.x
¢; ¢, 2 cosa,.x N3cosp 2 NZcosg

=—= und e, =
s ¢y N cos ¢ 3
ist. Fithren wir zur Abkiirzung noch die Bezeichnungen e;’, e;”’, e;”
und e;” ein, deren Bedeutungen durch die Gleichung

ei’ ei” ei/// (.’iIV ?iV

~ Ncosg :Nzcostp :N3cos¢p e N*cosg ~ Nocosg

’ w
» €

€; (36)
festgelegt sind, so ergibt sich
3 2 1 4
A ¢ = (1 4+ 52 cos ao.,%—gnzt(l - ﬁz)]%—ft(l +7]2)%
——%[1 +282—n22 +592— 18922 4 Tyt

2
—6 ey cosag. . (1 +7%)] cosao. . 775

2
—}—é[ﬁ + 472> + 39212 —06 ey’’’ cos ap. » (1+ 7?)] cos ozo.,c%[};3
— (1 —22— 26722 —2672) +24 ey teosag.. (1 +47?)
4
— 2 e (L + P 5

F =92 £502) +12e tcosap.. (1 +477)

—24 e, (1 + 93] ¥

x2
Nd

4
— 3B+ —8e (1 +7]
1
120

+ [5+6t* +17t2—60 e cosay..—120e,V t

5
x
-+ 120 €5VCOS ap . Jt] CcoSs ao.,m

1
+gt—*—12e" 1> cosay..—8 aprt
A

Yy
+ 40 e;” cos ag . o] cos a9 [

— 212 —6ey cos ap. . (3+1)—T2e,1+120e  cosaq-.]

8
cos ao.,W{f +




Aus Gleichung (33) folgt:

cos agp.x ¥

G N+cos¢pN“‘+ea(3x2 y3) +e,(4x3y —4xy3) 38)
+e;(5xty—102%y% 4 y5) 4 ...

Entsprechend Gleichung (19) sind in den Gleichungen (30), (31), (37) und (38)
die Glieder 1. und 2. Ordnung von dem jeweils fiir den Meridian gewihlten
Abbildungsgesetz unabhiingig.

d) Das Vergroflerungsverhiltnis

a. Das VergroBlerungsverhiltnis als Funktion von 4 q und !/

Ist ds ein Linienelement auf dem Ellipsoid und dS sein konformes Ab-
bild in der Ebene, so ist das Vergroflerungsverhiltnis

LS ARTRIR L CICY T Rl WY 39
2 ds Ncosp Vdg + dI? Ncostp/f (w)/. (39)

Hierin ist

i) = V52 + (32) = V&) + ()

LiiHe 2 dx\2  1/(0y\2 dy\2

= V59 + i) = V67 + )
(vgl. Rothe [13] Teil I S. 183 § 31, 2 Gleichung (5) und S. 178 § 30, 2 Glei-
chung (2), (3) und (4)).

Zur Errechnung von /f’ (w)/? benutzen wir den Radikanden der dritten
Wurzel. Es folgt dann aus Gleichung (26)

ﬁ_j; —¢,+2¢c,dqg+3c, (AP —1) +4c,Aq (4g2—3 D)
+5¢c;4¢2 (Ag2—612) +5¢;1*+ ...
=—2¢cl—06c;Aql—12¢,A¢*1 +4¢c,13—20c;44¢%1
+20c;4ql3 + ... und

(40)

(41)
ol

(g—;>2:c2‘1_46102Aq+2(2c22+3c103) Agt—6cycyl?

+4 (2¢ce4+3cyc5) Aq3—12 (cae5 +2¢,¢4) Aql?
+ (10 ¢, ¢5 +16c5¢4 +9¢c3?) Aq*— (60 ¢y ¢ +48 ¢y¢y
+ 18 ¢g?) 4 212 4 (10 ¢yc5 + 9 ¢c5?) 14 4 ...

(%—7)2:4622l2-f—24 cocs Aql® +48cyc, 4?12 —16 cyc I
+36c24¢22 + ...

und es wird unter Beachtung von ¢; = b, und ¢, = b,
I ()2 = b2 +4b,b, Aq + (4b,? + 6 b, cp) Aq? + (b2—6 b, cy)
+ (8bycy +12by¢5) Ag® + (12by¢5—24 by ¢,) Aq12 (43)
+(10byc5+16byc, + 9 cs?) Aq*+ (18 ¢2—60b, ¢;) 4212
+10b;¢5 +9¢c;2—16by¢c,) 1+ +

Das Produkt aus dieser Gleichung (43) und der Gleichung (13) gibt:

m2 =1+ <1-—-2 sin?@ + 72 cos? ¢ + 6 c;?czg;p" ca)Aq2

+ (sin? g — 6 P20z cy) 2

(zsm(p + 2 n? smqocosztp—f— 7 sin @ cos? ¢

sin @ cos ag - x 3
0 N "0t o=ty 8Ncos<p c4>Aq

cos ag. 5 €3 — 24 ;35;2'; c4> Aql2
|

.2
Necostg 3
sm(p

€oS ag - x 4
s g P08 -x Cq + 10 Wom ¢ 65} Aq

; sin @
—{—(2 sm3<p—18Nc

S —;-—%sinzqy—}—sinf‘(p—{—écos €08 Qp.»C3 + 95—

+8%
in2
+ (sin2 @ + sint @ + 18 0’ c,2— 18 ]51:05";) COS . Cy

cos2
0, ot c5> A ¢ 12

cos ag - x 4 sin @
N cos ¢

c3—48 ———cos ag.. €
Ncosgp 3 N cos ¢ 5 s

2 sin @ cos ap - x >4
s —{—BNmsq)cosao « € + 10 Nobsg % F i

1
+<9Nzcosz<p

Diese Glelchung hat die Form m2= 1+ x. Es ist alsom =1 + 1/, x—1/g a2

Lt ety 4 ) a0 g2

1 cosag-
(3 sin ¢ +7%sin @ cos?p + ntsin @ cos? (p—3 (Pcos ap- "03-4Ncos ;c4>A q°
sin @ i g cos ag- x 2
N oo cosozo.,;c3 12Ncos¢c4>Aql

] 3cos ao - x sin @ €os g - x >A 4 (45
—SIH ¢+2Ncos<p 3+4Ncostpcosa0"c4+5NcostpC5 9 ( )

g 21 sin*g

1
2 4
1n<p+s1n<p+1 Necos? g 2 Ncosg

cos?
3 cosap-.x 4 sin @

A - 30°°”°"C)A 22
2 Ncosg €3 Ncosg Ne b 1
3 sin? g sin @ 500800« )4

S L. - PPt e cs |14+
2Ncos<pcos Go-« Cg 4‘Ncosxpcosao €a Ncosgp ° 4

&3* — COS . 5 Cg

CO8 Qg.5 Cy—

! R
- <§ sint

B. Das VergroBerungsverhiltnis als Funktion von 4 ¢ und [

Wir gehen mittels der Gleichungen (2) von 4 g zu 4 ¢ iiber und erhalten
m — 1 +%[1_t2+2n2t2_7]2_3r/4t2+ 774
1 4 6¢3"" cosag.. (1—24%+ 3 n%)] 4 ¢?
+<§sin2<p—3 ¢y’ cos ao.x) 2 (4€)
= [—5t3—}—t+6r)2t3+3772t—3174t3—77]4t+18c3"’tcosa0 «(2—37? +3174)
+24¢,Mcosag.. (1—37n%+67%] 4¢3
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+[sin2 @t (1—o2 £ %) —9 ey’ teosap.. (L—n%+ 1)
— 12 ¢, cos ag . « (1—n%+ Y] Aol

+%[5—26t4—7t2—}—6c3"’cosa0.,(10 + 35 %) n
+ 240 ¢,V tcos ag. .+ 120 ¢V cos ag..] 4 p* (46) |

—f-% [6sin® @12 4 12— 6 c3” cos ap.. (1 + 13 %) + 72 ¢g'"? !

— 120 ¢,”" t cos ag.— 120 ¢;'" cos ay..] 4 @2 I2 d

+% (—sin* @ + 12 sin? @ ¢3" cos ag. «
4+ 32sin @ ¢, cosag.x + 40 c;" cos ao. .| 1%

y. Das VergréBerungsverhiltnis als Funktion von x und y

Man erhilt m als Funktion von x und y, wenn man in die ‘Gleichung (45)
die Gleichungen (34) einsetzt. Die in den Gleichungen (35) angegebenen Werte
fiir e; und e, werden dabei benutzt. Aulerdem wird an Stelle von eg ein Aus-

druck mit ¢, eingefiihrt. Nach Gleichung (25) ist

1 cgd c

—_ — . FE s 2 3 £

o gl 2d, dg) =2 e8 T et
Es wird damit

o8 ap-x

e -
37 N3cos¢

1
(5 t2—cos ag. 03”’>.

Fiir das VergroBerungsverhiltnis ergibt sich dann

m=1 -4 ﬁ (I—2+n2+6cy" cosag. ) x* + 2_}1V2 (12—6 5"’ cos ag. x) ¥>

-+ #, (—5134+1—3n2t—4n2t+36tcy” cosay. .+ 24 ¢,V cosay. x)cos ag. 23

1
- W(St3—t—r,2t——36tc3”’cosao.x—24 ¢,V cosay . ) cosay. . xy>

+ —241N_4 [1—30¢% 412+ 6 ¢y cos ap.» (2 + 43 12) — 144 ¢;"’"?
+ 240tC4IVCOS Ay - x + 120 csV cos aO-x] x4

(48)

1

+2N4

[16#* — 21t + 3 ¢’ cos ag. . (1 —471%) + 108 ¢;'"?
— 120 ¢ ¢, cos ay..— 60 ¢5” cos ag..] x%y?

+ ! (—102* + 2 + 8612 ¢y cosag..— 48 ¢y’'’?

8 N4
+ 80t ¢,V cos ap.. + 40 ¢;” cos ap..) ¥y

Zur Priifung der Formeln (30), (31), (37), (38), (46) und (48) sind mit
den von GroBmann ([16] S.489 Gleichungen (20), (21) und (23)) angegebenen,
den Ausdriicken c; und e; entsprechenden Vorzahlen die Umwandlungsformeln
und Formeln fiir das VergroBerungsverhiltnis bei der konformen querachsigen
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Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene nochmals aufgestellt worden. Es
zeigt sich Ubereinstimmung. Nur fiir die Vorzahl a,, (S.498a.a.0.) findet sich

s = + 2_4%7 to (1 43152 + &2 — 9go?ty?) statt ag, = + EQN?to(l 4 31,2—8¢y?).

Der hier gefundene Ausdruck ist richtig.

e¢) Die Grundformeln fiir die Aufstellung der Abbildungs-
gleichungen und der Formeln fiir das VergroBerungsverhaltnis

Ersetzen wir in den Gleichungen (30), (31), (37), (38), (46) und (48) die
Vorzahlen ¢; und e; gemiB den Gleichungen (21a), (29), (25), (23) unq (36)
durch Ausdriicke, die nur die Vorzahlen a; enthalten, so bekommen wir die
gewiinschten Abbildungsgleichungen und Formeln fiir das Vergriiﬂerungs-
verhaltnis, die fiir simtliche konformen Abbildungen gelten, bei denen ein

Meridian geradlinig als x-Achse nach dem Gesetz
x:As—|—a3As3+a4As4—{—a5As5—{—... (19)

abgebildet wird.

Wir erhalten

3
2 (e cosao. A g+ gt (l— 2 cos aa. . Ag?

—}—%cosztptcos ap . 12

—%rﬁ 12 —1—12772—{—%774 tz—n4+a3N2(1—37/2+6174)J cosay. -4 3

1 12 1 22__}_ 4 42
E—"—t +-2—?’]t 27]t

L

—3ag N2 (1 —n? —i—n‘*)]cosz(pcos an.. Aol?

+ 7—%7/2t+—3—a3N2r/2t—|—a4N3cos ag - » (1—4 172)] cosag. . A ¢t
; 3 3 3

-+ {—'t—*—zﬁzt—z’)’]zts +EG3N2t(5——13772)

— 6.a, N3 cos ao.x(l——2n2)] cos? @ cos ag. .- A PP

5

o (30

13 32_?_ 2
T —{—§77t 2a3Nt

4

+ a4N3cosa0.,]cos4<pcos R
+ a5 Nicosag.. 4 ¢°
+[—% —}-—13—t2 +%a3N2(1——t2) + 14 a, N3tcosap - «

—10 a5N4] cos2gcosag .. A @l
—{—[2—2—-3—# +%;t4—-i—a3N2(2—5t2)—10a4N3tcos o =

+5a5N4]c0s4(pcosao.,-A(pl“.




=costpcosa0.,l—sin¢(1_n2 _{_774)005010.14'(},1 lcos¢:COSao-x%+t%
1

—[—[K —f—%—ﬁ —{—%7}2—a3N2}

1 3 1
A [__2___517%2 +3te2 +§712_%7/4 4 %(3 22y —y°)
; +3a3N2(1——2172+3174)}cos<pcosa0.,A¢2l +(-2-51t+%t3+—2%172t——a3N2t (38%)
1 1 ~ 38
+[g‘—‘gtz +3172—a3N2} cos3 @ cos ag . . I3 ' ' —a4N3cosao.x>—1%(4x3y~——4xy3)
1 5

LIsys 1 :
+[6t st + g2t —3a; N2t (1 —62) +% + a5 t? + 10— 3o N (L +2¢) +3as? N

—a,N*tcos ap »x—a5N4]E%‘(5 xty —10 22 y3 4 ¥9).

+4“4N3005a0~x(1—37]2)Jcos¢pcosao.,-d<p3l
+[_i‘+lt3—1 A o :
5% IRE RN oy B EAd AN ) (31%) 1

m=1+3a;N2(1—22+39*) 4 >+ [5(14—772)—3 a3N2]l2c052<p

el 8 : 9a, N2tn2(1—372) +4ay;N3cos ag.. (1 —3 %%+ 69%)] 4°
dlh T8 N N e . +[9as Nty 1 1 0-x 7+ 67 ¢

24 3 0sqag..+5a-IN :

[ ' i 7 . ]cos‘pcos‘?"" e . | F[—t—2nt +9a; N2t (1 —® + 1Y)
—12a,N3cos ag.. (1 — 7% +7%)] cos> o 4 @ I?

—4 ay N3 cos ao.,(l——n2)J cos® pcosag.. A ¢l3

; 5 13 1
o [_‘ﬁ +* Etz +3a3 N2(10—19¢%) + 18 a, N3t cos ay. .
+ 5a; N A ¢*

+[—%+%t2+%a3]\72(5—4t2) + 18 a;2 N
+30a4N3tc0sao.,—30a5N4]c052(pA @? 12

2, 4 ; : +—10:a; N4] cosd pcosag.. A ¢g?l3 (46*)
tr—m+ m e N E—5

— 2a, N3t cos ao.,‘+a5N4J cos® ¢ cos ap. , - 15,
5 1 1

+[—_—t2 + 5 a5 V2 (742 —10)
6 4

24
: —6a4N3tcosa0.x+5a5N4‘cos4<pl4.

Aq)=(1+n2)cosa0.,%_%n2t(1 +772)%22_Et( 2)

¥
Nt
x8
N3

l 2 42 1
[2 Cibtmo 3 +3714‘2*’74—%1\72(1+n2)]cosao.x w8 g 2 a
' m:l—|—3a3N2W§-I-\—2-(1+7/2)—3a3N2]73\}_z+4a4N3%5

2

g
1 1 .-

+': E‘—?t2+7]2t2+5n4t2_7}2_%n4 <

+[—2n2t(l +7?) —12a, N3cos ao..] cosao.,l—vyg

+3az3 N2(1 + 7]2)J COS Q.. fi:
Liia i

+[‘2‘7/t+3a3N2172t—a4N3cosa0.,,(l —{—y/?)J% : ! e
Py A . 1 _ 14 N2—6a2Nt+5a; N2,

+[_E‘-—§t3+27]2t+%7)2t3+3a3N2t(1—2r/2) +<24 g N %3 T ,>N4

+ 6 a, N3 cos aq.. (1 +772)]x2y2

4 [l 3 4 S 41,0y Voo 130 : 3. Beispiele fiir die Anwendung der Grundformeln
8 't T F TV g e NP1 o ) (37%)

2 Mo Y
+ (—6a32N4+5a5N4)N—4+‘7—§a3N2+ 54a32N4——30a5N4] at

$ ] Sind fiir eine bestimmte Abbildung die Vorzahlen a; bekannt, so braucht
—a,; N3cos ag.. (1+ 7?) ]%; man sie nur in die vorstehenden Grundformeln einzusetzen, um die Ab-
bildungsgleichungen und die Formeln fiir das VergroBerungsverhiltnis zu

5
‘f'(3‘1:32N4—-a5N4)c0sozo.,,Ni5 5
gewinnen.

3 T 5
+ [ * 8 e, 12 ehaLs 3 3 N2 (1+41¢) 415 az? N4 : Im zweiten Teil dieser Arbeit werden einige Beispiele dafiir gebracht.
54 g N 8 Dort werden auch auf Grund der jeweiligen Forderungen an die Abbildung
» g : " tcosag..—5a; N 4J COS Qg . x -I—VD;— die entsprechenden Vorzahlen a; berechnet. In vielen Fillen kénnen aber
+ [—— SISV ool 3 g 3 N2 PR auch die Grundformeln selbst, insbesondere die Formeln (46*) und (48%)
6 3 ol s 2 %3 (1 + %) —30 a2 N* fiir das VergroBerungsverhiltnis, dazu dienen, die Vorzahlen a; zu ermitteln.
Das gilt z. B. fiir die wichtigsten in der Landesvermessung gebriuchlichen

+4a,N3tcosay., + 10 4} = y?
’ s T 1005 N'j.008 0., N© konformen Abbildungen. An einigen Beispielen soll das gezeigt werden.

5.
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a) Liangentreue Abbildung des Hauptmeridians, d.h. des
Urbildes der x-Achse (das VergroBerungsverhiltnis ist
unabhingig von x und 4 ¢)

Bei lingentreuer Abbildung des Hauptmeridians muB x — A s sein,
d. h. aus Gleichung (19) folgt

a3 —=a,=a;,=... =0,

AuBerdem muB bei lingentreuer Abbildung des Hauptmeridians das Ver-
groBerungsverhiltnis fiir den ganzen Meridian gleich 1 sein und ebenso fiir
das Abbild des Meridians, die x-Achse. Auf Grund dieser Bedingungen finden
wir auch aus Gleichung (46*) vorstehende Werte fiir a,, a4, a;, wenn wir in
ihr I = 0 setzen, und auch aus Gleichung (48*), wenn wir in ihr y = 0 setzen.

Die entsprechenden Ubertragungsformeln und die Formeln fiir das
VergroBerungsverhiltnis erhalten wir demnach aus den Gleichungen (30%*),
(31%), (37*), (38*), (46*) und (48*), wenn wir in ihnen ag = g =B 1)
setzen. Sie stimmen iiberein mit den Formeln fiir die GauB3-Kriiger-Koor-
dinaten, wie es sein muB}, weil bei der GauB-Kriiger-Abbildung die x-Achse
das lingentreue Abbild des Hauptmeridians ist.

Setzen wir in den Gleichungen (30*), (31*) und (46*) 4 @ = 0 und sehen
wir dafiir das Argument ¢ als veriinderlich an, so erhalten wir Gleichungen,
die im Rahmen der mitgefithrten Glieder den Gleichungen (19), (20) auf
S.498 und der Gleichung (20) auf S.510 in Jordan-Eggert, Handbuch der
Vermessungskunde 1923 ([8]), entsprechen. Dabei ist in Gleichung (30*) fiir
x rechts noch die Meridianbogenlinge B bis zur Breite ¢ hinzuzusetzen. In
entsprechender Weise erhalten wir aus den Gleichungen (37*), (38*) und (48%)
Gleichungen, die den Gleichungen (21) und (22) auf S.503 a.a. O. und der
Gleichung (21) auf S. 510 a. a. O. entsprechen, wenn wir x = 0 setzen, wobei
dann 4 ¢ den Unterschied ¢ — ¢, zwischen der gesuchten Breite @ und der
FuBpunktbreite ¢, bedeutet und die FuBpunktbreite ¢, als Argument zu
nehmen ist.

b) Lingentreue Abbildung des Urbildes der y-Achse
(das VergroBerungsverhiltnis ist unabhingig von ¥)

Bei lingentreuer Abbildung des Urbildes der y-Achse ist das Ver-
groBerungsverhiltnis zunichst auf dieser Achse unabhiingig von y. Das
bedeutet aber, dal es iiberhaupt unabhingig von y sein muf}, weil diese
Voraussetzung die erstgenannte mit einschliet. Wire dem nicht so, so miite
es zwei verschiedene konforme Abbildungen mit lingentreuer Abbildung der
y-Achse geben, nimlich eine solche, bei der nur auf der y-Achse das Ver-
groflerungsverhiltnis unabhiingig von y ist, und eine solche, bei der es iiberall
von y unabhiingig ist. Das ist aber nicht moglich (vgl. III. 1. Satz b).

Auf Grund der Bedingung, daB das VergroBerungsverhiltnis iiberall
von y unabhingig sein muf, lassen sich aus der Grundformel (48*) die Vor-
zahlen a; ermitteln, indem wir alle Vorzahlen in den Gliedern, die y enthalten,
gleich 0 setzen.

Dabei ergibt sich

2t (1 4+ 52 cos ag. .

Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundfor.r'neln erhalte"n wir die
Gebrauchsformeln fiir die Koordinateniibf:rtragung"und f:ur da}s VergroBerung"s-
verhiiltnis. Diese Vorzahlen stimmen mit denen iiberein, die Grolmann fur
die ebenen querachsigen Koordinaten gefunden ha.xt ([16] S. 488 Umkf':hrung
der Gleichung (16)); die Meridian})ogenlénge A s ist dort mit &, bezeichnet.

ie hier fiir die lingentreue Abbildung des Urbildes der y-Achse ge-
fund?xiz konforme Abbildﬁng ist also bis zur mitgefi‘ihrten O_rdnung lden“tlsch
mit der sogenannten querachsigen Abbildung. Beide Abbildungen miissen
aber iiberhaupt identisch sein; denn erstens weist .GroBmann a. a. 0 ([16
(S.494/495) nach, daB bei der querachsigen Abbildung des Erdellipsoids
auch bei der Entwicklung hoherer Glieder im Falle x — 0, d. h auf der
-Achse, das VergroBerungsverhiltnis stets gleich 1 ist, und zweitens wu‘ld
auch bei der querachsigen Abbildung der Hauptmeridian geradlinig als
x-Achse abgebildet. Aus der Identitit beider Abblldur}gen fo.l'g-t, da .b?l
der hier gefundenen Abbildung das Urbild der y-Achse die geoda}tlsche Linie
sein muB, die auf dem Hauptmeridian im Normalpunkt der Abbildung senk-
recht steht; denn auf Grund der Forderung nach lingentreuer Abbfldung
dieser geoditischen Linie werden ja die Formeln der querachsigen Abbildung
abgeleitet. ok
Eine besondere Ableitung der Formeln zur Berechnung der 1.~echtw1nk11gen
aus den geographischen Koordinaten fiir die querachsige Abbll(iu.ng aus .dt.ar
Bedingung heraus, dafl die zum Hauptmeridian senk.rechte geqdatlsche Linie
lingentreu abgebildet wird, wird in Abschnitt V dieser Arbeit gegeben.

¢) Lingentreue Abbildung des Hauptbreitenkreises
(das VergréBerungsverhiltnis ist unabhingig von der
geographischen Linge )

Wird der Hauptbreitenkreis, d.h. der Breitenkreis, der durch den
Normalpunkt der Abbildung geht, lingentreu abgebildet, so l')edeutet “das,
daBl das VergréBerungsverhiltnis iiberhaupt von der geog'raphlschen Linge
unabhiingig sein muf}, weil damit auch die lingentreue Abblldu[.lg des Haupt-
breitenkreises erreicht wird. Wire dem nicht so, so miiflte es zwei ve.rschxed.ene
konforme Abbildungen mit lingentreuer Abbildung des Haup.tbreltenkrelses
geben, nimlich eine solche, bei der das Vergroflerungsverhiltnis nur auf d(.em
Hauptbreitenkreis unabhiingig von der geographischen Linge ist, J.ln(.l eine
solche, bei der es iiberhaupt von der geographischen Linge unabhingig ist.
Das ist aber nicht moglich (vgl. III. 1. Satz b).

: . Sl il 1

Auf Grund der Bedingung, daB das Vergroferungsverhiltnis .ubera
von I unabhiingig sein muB, lassen sich aus der Grundformel (.46*) die Vor-
zahlen a; ermitteln, indem wir alle Vorzahlen in den Gliedern, die ! enthalten,
gleich 0 setzen.

Dabei ergibt sich 1
a3=ﬁ(1 +7?) a, :% N‘g(l——3r/2———4r/4)cos W-x 85 =735 Ty (5 + 31?).

Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundformeln erhalten wir die

Gebrauchsformeln fiir die Koordinateniibertragung und fiir das VergroBerungs-
verhiltnis. Sie stimmen mit denen fiir die konforme Lambert-Abbildung
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(»Kegelprojektion*) des Erdellipsoids iiberein ([6] S.19 Gleichungen (4)
und (3), S.23 Gleichungen (9) und (9a), S.22 Gleichungen (5) und (5a),
S.16 Gleichung (8), S.26 Gleichung (4)).

d) Das Vergroferungsverhiltnis ist konstant auf Kreisen um
das Abbild des Normalpunktes, d.h. auf Kreisen um den
Koordinatenursprung in der Ebene

Es soll also sein m — 1 = ¢ (x? 4 y?), andererseits ist nach Gleichung (48*)
m—1=3a, N5 +[L(1 + ) —3a,N2| 2, 140, N %
+[—27*t(1 + %% —12 ay, N3 cos qq - ] cosao.,fNi: 4L .a
Aus der geforderten Identitit beider Gleichungen folgt zunichst
1 1
3agN* =5 (1 +7%) —3agN? oder a3 =155 (1 + %?).

Die Vorzahlen von x%® und x y? konnen aber wegen des Ausdrucks
—2 %2t (1 + %?) in der Vorzahl von x y? nicht gleichzeitig zum Verschwinden
gebracht werden. Daraus folgt, dal eine Abbildung von der hier fir das
Vergroflerungsverhiltnis geforderten Eigenschaft beim Erdellipsoid nicht
moglich ist, jedenfalls nicht unter der hier gemachten Voraussetzung, daf3
ein Meridian geradlinig als x-Achse abgebildet wird.

Bei der Kugel dagegen ist eine derartige Abbildung méglich, weil bei
ihr 72 = 0 ist. Bei der Kugel wird
il 13 1
BEthE . %% = 120 N

Durch Einsetzen dieser Vorzahlen in die Grundformeln erhalten wir die
Gebrauchsformeln fiir die Koordinateniibertragung und fiir das Vergrofle-
rungsverhiltnis. U. a. wird
1 As® 1 As® x? 4 y2
2N TN T iy
Diese Ausdriicke sind bereits von der ,stereographischen Projektion* der
Kugel her bekannt.

ag =

5

x:As+ und m=1 -+

e) Das VergréBerungsverhiltnis ist konstant auf einer
beliebigen Geraden durch den Ursprung des ebenen
Koordinatensystems

Ist die Gerade durch die Gleichung y = nx gegeben, so miiite man aus
Gleichung (48*) die Werte a; ermitteln kénnen, wenn in ihr nx fiir y eingesetzt
wird und dann die Vorzahlen der Potenzen von x gleich 0 gesetzt werden.
Das aber ist wiederum nicht gleichzeitig fiir alle Vorzahlen méglich, und zwar
diesmal nicht nur beim Ellipsoid, sondern auch bei der Kugel. Auch diese
Feststellung -gilt nur unter der bei der Ableitung der Formeln (30%*), (31%),
(37*), (38*), (46*) und (48*) gemachten Voraussetzung, dafl ein Meridian
als x-Achse in die Ebene abgebildet wird.
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Hiervon abgesehen kann aber das geradlinige Abbild jeder beliebigen
geodiitischen Linie x-Achse eines ebenen Koordinatensystems werden. Und
fiir eine solche x-Achse kénnen wiederum beliebige VergroBerungsverhiltnisse
gelten. Nur kann man dann nicht auch erwarten, daB zugleich ein Meridian
geradlinig abgebildet wird.

Anschlieend werden fiir einen derartigen Fall die den Formeln (30*)
und (31*) entsprechenden Formeln (71) und (72) zur Berechnung der ebenen
Koordinaten aus den geographischen Koordinaten abgeleitet.

Der Abschnitt IV bringt weitere Anwendungen der Grundformeln.

4. Geradlinige Abbildung einer beliebigen geodiitischen Linie
a) Allgemeines i

Eine geoditische Linie auf dem Erdellipsoid sei das Urbild der x-Achse
eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten x und y. Die geoditische
Linie sei bestimmt durch die laufenden Koordinaten 4 ¢ und l. Es miissen
fiir die betrachtete geoditische Linie, der in der Ebene der Wert y =0
entspricht, 4 g und [ je eine Funktion von x sein:

A g(y=0) = 4 q (x) liy=0) = L(%). (49)
Setzen wir

A qp=0) +iliy=0) =4 q(x) +il(x) = P (), (50)

so kennzeichnet die Gleichung
Aqg+il=D (x +iy) (51)
eine konforme Abbildung der Ebene auf das Erdellipsoid, bei der das Abbild
der x-Achse die betrachtete geoditische Linie auf dem Erdellipsoid wird.
Denn aus Gleichung (51) erhalten wir fiir y = 0 die Gleichung (50), die wieder

in die Gleichungen (49) zerfillt; d. h. wir bekommen fiir y = 0 die Glei-
chung der betrachteten geoditischen Linie, des Urbildes der x-Achse.

Die Umkehrung der Gleichung (51) kennzeichnet diejenige konforme
Abbildung, bei der das Abbild der gegebenen geoditischen Linie x-Achse
des ebenen Systems ist. Auch hier ist diese Abbildung wieder die einzig mog-
liche, weil es eben nicht zwei verschiedene konforme Abbildungen gibt, bei
denen eine Linie beide Male nach dem gleichen Gesetz abgebildet wird.

b) Durchfiihrung der konformen Abbildung

Wir bilden zunichst die Gleichung (49):
Die Abbildung der geoditischen Linie erfolge nach dem Gesetz
x=As+azA4s®+a,As* +a;4s%+ ... (52)
Die Umkehrung dieser Reihe ergebe
As =x 4+ hyx® +hyx*t+h;x5 4 ...
As2= 22 Ryt 2R %%l
A 8 =2 403 hyxd 4540 (53)
Ast =4 ...
As® =25+ ...




Die Gleichungen (53) setzen wir in die Gleichung (4) ein:

x

¢'—@=(1+7?)cosay %t[(l + n?) sin2a + 3 7% (1 + #?) cos? a]%

1
— g cosa [—6 N2hy(1 + %2) + (1 +3¢% + 2 % — 6 %* *) sin’a

+ 372 (1 —?) cos? a] l%

1

+24

{24N3h4(1 1 g% cosa — 24 N2hyt[(1 + ) sin?a + 3 72 cos?a]
+t(1 4382 +4272—6 52t?)sinta—2sin’ a cos?at (4 4612

— 992 —39%t?) +l2n2tcos4a}1—f;

e %{120 N4 hy cos a — 60 N2 hy cos a sin® a (1 + 3 1)
4 cosa[(1 -+ 3022+ 45t%) sin®a—4 (2 + 1562+ 1514) sin®a cos?a]

3 in2 lxs 1
— 120 N3 h t sin a[TV_5T X

Von A4 ¢ = ¢’ — ¢ gehen wir unter Beachtung der Gleichungen (2) zu 4 ¢
iitber und bilden dazu

A =(14+27%+ 174)cos2a—;;—tcosa[(l +2 5?)sin? a + 3 7? cos? a]—]%

1
b —l—i{cosza[—24 N2hy(1 +272) +2(2 + 62 + 692—15721?) sina

+ 1272 (1 —12) cos?a] — 3 (1 —}—2172)t2sin401}-;:,—A‘l

+11—2cosa[——36 N2hytsina +24 N3h,cos a +3 ¢ (1 +3 t?) sinta
—4t(2 4313 sinzacos2a]—;% +...

Ae3=(01+3 172)cos3a—§5——%tcos2a[3 (1 +3%*sin?a +9 17‘~’c0s201]7\,3‘i«1

—-—%cosa[—36 N2hgcos?a + 6 (1 + 3 %) sin® a cos® a

5
—9tzsin4a]%+

Pl

dot=1{1 +4n2)cos4a%—2tcos3asin2a—N—5+...

x5

A(p5———cos5aN5+...

Es wird dann

490m0 e 5+ 3 g 1=

[—6 N2hy+(1 +622+9%2) sin?a—(1 +212+7?) cos?a] 1%
[24 N3 h, cos a + 24 N2 hyt (cos® a — sin’ a)

+t(1 +6¢+72)sinta—2¢(9 41812

+ T2 sin a cos?a + t (5 4 6 12 + %?) cos* a] 1%

(cos? a — sinz'a) £
N2

| B -

+ 24 cos g

—}—llﬂc—}—{cosa{mo Nthy + 120 N3 h,t cos @ (56)

0S @

+ 60 N2 hy [cos® a (1 + 2 ?) —sin®a (1 + 6 t%)]
+ (1 + 6022 +120¢%)sin*a—2 (9 +1002241201*) sin*a cos®a

5

S (5+28t2+24t4)cos4a] —120 N3k, sin? a |35+

Die Gleichung (5) fiir I - cos ¢ ergibt in Verbindung mit den Gleichungen (53):
x2

Sinax+ ! sinacosa
cos @ N

Lo=0) =Cosp N
na : &
— 3 v [—3N?hg+ttsin®a—(1+3¢+7%) cosa] 5
— 3 e {_3 N3 hy— 61t cos a N hy
cos L
+ tcosa [(1+ 312 +%?)sin2a— (2 + 312+ ?) cos? a] }ﬁl
1 si {
+_ﬁg‘£ {{15 N*hg + 30t cos a N b
— 15[sin%a2— (1 4 31%) cos?a] N2hy+13(1+3#%)sinta
5
+(2+1524+151%) costa—(1 +2Ot2+30t4)sin2acosza}]xvs+...

Aus Gleichungen (56) und (57) wird gemiB Gleichung (50) @ (x) =4 g(y=v)
+ 1 l(y=0) gebildet. Man erhilt daraus w = 4 ¢ +il, wenn man in @ (=)
gemill Gleichung (51) iiberall x durch z = x + iy ersetzt. In den Gliedern
von hoherer Ordnung als 32 werden bei den Vorzahlen allgemeine Bezeich-
nungen angewendet, deren Bedeutung sich durch Vergleichung leicht ergibt
und in Gleichungen (73) angegeben ist.

(cos a +isina)z + m —;— (cos? a — sin? a)
1 1

-+ i sin a cos a] 22 S~ m;—(;(w,3 + i w;g) 28 (58)

1 1 ; 1 1 §
R ] ox g e
4 5 Nicos g (w,y + Twiy) 2% + 120 Nocosp (wrs +iwig) 2% 4 ...

w=A4q+il= s

Eine Trennung der reellen und imaginiren Teile ergibt Formeln fiir die
Berechnung von A q und [ aus x und y. Unter Benutzung der Reihe fir 4 ¢
in Gleichung (3) kann man von 4 ¢ zu 4 ¢ iibergehen. Wir wollen hier davon
absehen und beschrinken uns auf die Herleitung von Formeln zur Berechnung
von x und y aus 4 ¢ und L Die Reihe fiir w in Gleichung (58), die die Form

w=e;z+e22+e2®+eztte;z®+ ... (59)
hat, kehren wir um. Setzen wir

e b Wy 4 s :
d, = =% dy = & R T doi== o 80 wird (60)
1 1 1 1

z=c;w+ caw? + cgw? + c w +c w® + ..., (61)
wobei fiir die ¢; die Gleichungen

e;cp=1,e¢5= —d,y, e, 3 =2dy2—d; e,¢, = —5d,% +5d,d;3—d,,
e, c5 = 14 d,t —21 d2d; +3d?® +6dydy—d; (62)

gelten.




1 ia (63)

e . - Eee w i
5 Necosp °

=m(cosa +isina) =

also wird

! Necos A L _ e CO8% @ o ¥ids lﬁ ='IN3'cos? @ - em8sas | 1 (64)

e, e,? e,

und wegen der Gleichungen (60):

de=— %tcos Qs g = —%cos2 @ e (w3 + i wiy), (65)

' | - . 1 ; ”
dy = 5;c08 - e~ (w,y +iwyy), dy = 130008 @ e3¢ (w, 5 +iwig).
Aus den Gleichungen (62) folgt dann unter Einfithrung weiterer Abkiirzungen
¢; = N cos ¢ (cos a —i sin a)
Cois —éNtcosztp(cosa—isina)
cg =Ncosgp-e—ia %tz cos® ¢ + % cos @ - e—3i% (w,, + 1 w,3)}

A= %Ncos"qz-e“"“ [32+w,5c083 a+w;gsin3a+i(w;gcos 3 a—w,4sin3a)]

1 . E .
=& N cos® ¢ [, cos a + x, sin a + i (x5 cos a — #, sin a)]

(66)
= é— N cos® ¢ (2,3 + 1 2;,5). In dhnlicher Weise wird

L _21—4Ncos4¢p[llcosa + Ay sin a 41 (A3 cos a — 4, sin a)]
1 .

= —gg Neos ¢ (24 +1 2

:%Ncosﬂp[vl cos a + vy 8in a i (v, cos a — v, sin a)]

1 :
= 135 IV c0s® ¢ (25 + 1 25).

Hierin ist
=31 4 w,3cos 3 a + wiysin 3a %y = Wiz €08 3 & — w,5 8in 3 a
=15t + 10t (w,3cos 3 a + wigsin3 a) + w,,cos4 a + w;,sin4d a
=101 (wigcos 3 a —w,3sin 3 a) + w;ycos 4 a —w,,sin4d a
=105 t* 4 105 #2 (w,3 cos 3 a + wig sin 3 a) + 10 (w,32—w;,2) cos 6a
+ 20 w,3 wig sin 6 @ + 15t (w,4 cos 4 a + w;, sin 4 a) (67)
— W,5€08 5 a — wi;sin 5 a
= 105 #* (wizg cos 3 @ — w,3sin 3 @) + 20 w,; - w;z cos 6 a
— 10 (wry® — w;i3?) sin 6 a + 15 ¢ (w;, cos 4 @ — w,, sin 4 )
—Wi5€085 a + w,;sin 5 a. ’

Wegen Gleichungen (61) und (66) wird
x +iy=Ncosg(cosa—isina)(4dq+il)
——;—Ntcos2<p(cosa—isina) 4¢—0B +1i24ql)

v %Ncossqj(zra +izg)[Aqg®—3A4q2 +i(34¢1—13)] (68)

— g3 Neostp(z,g i) [Aq'—6 4 2 B+ 1 +i(4 4 ¢* 1—44)]

+ l;—ONcos5(p(z,5 +iz;)[4¢F—104¢3 12 +54q1*
+i(54¢*1—104¢* B + 18] — + ...

und damit

=
N

= cos ¢ (cosad q + sinal)
1

— =tcos?p(cosadg®?—cosal® +2sinadql)

—}—%cosstp(z,aAqa—?)z,:;A qi2—3 zi34 @1 + 23 13)
(69)
—21—400s4<p(z,4Aq4—6 Zg AQRER + 2, P—4 2, 4¢3 1 + 4 2144 ql3)
+ 35085 @ (5 A °— 10 2 AP + 55, A gl —5 554 ¢*1

+ 10 z;5 4 ¢ 13 — z;5 15)
e O

= cos ¢ (cos al —sin a 4 q)
—%tcosz(p(2cosaAql—sinaAq2+sina12)

+%cos3(p(3z,3qul—z,3la+zi3Aq3—3zi3Aqlz)

—% costp (42, 4¢*1—42,4qP+ 2,4 ¢*—06 2i, A @2 I + 23, 1)

+%COSE‘P(SZ'5Aq4l—102r54q213+zr515+zi5z]q5
—10z, 4¢° B +55;4q1%

(70)

i R

Mit Hilfe der Gleichungen (2) ersetzen wir A q durch 4 ¢ und erhalten:
=cosa(l—n2+n*—9%Ad¢ —}-%nztcosa(l—er)A @?
—}—%—[cosa(l—t2 + 72 + 25 (1 —395%)] 4 ¢?

—i—%tcosztpcosal2

-+ % [tcosa(l—52—n2+2728%) + 61 2,5 (1—1%) — 24 (1—477)] 4 ¢*

rod
N

——%cosztp(l—-nz) zs 4 @ I?




1 1
—zcopltzg (1 +9°)—z,(1—22]4 (;0212——ﬂcos4(pz,4 "

1
+ 135 [cos @ (5—268—T12) 4 52,5 (2 4 T12)—10 z,, ¢ + 2,5] 4 ¢°

1
—ygcos? [z (1 +288)—3tz, + 244 ¢3l2+%z,5cos4(pd pl*

+cospsinal —tcos psina(l—n2 +94) A ¢l
—2cosp[sina(l +72) + 25 (1 —272)] 4 g2l
- cos3(pzi3l3—% cos @ [tsin a (1l + 2 124-2?2)
+3tz3—zi,(1—392)] 4 (p3l—%cos3 @ zi,(1—n?) A gl3
— g cos p[Psina (5 +61) + zg (4 + 116 — 61 51, + 5] 4 gl
—11—2cos3<p(t Ziy— 2ig) 4 @2 13

 §
—apcost @z 1P+ ...

und
—X,L =cos pcosal —tcospcosa(l—n2 +9) A gl
—%cosqo[t2 cosa(l +n?) —z4(1—292)] 4 ¢21
—%cos3(pz,3l3—%cos @tecosa(l + 212 4 4?)
—3tz3+ 2,1 —379)] 4¢3
-{—%cos"zpz,‘l(l-—r/z)z](pls
— 5 008 P[t2c08 a(5+612) — 2,5 (4+1112) +6 ¢ ,,—2,5] A g 1

1 1
+ T cos3 @ (t 2,y — 2,5) 4 @213 + 1% cos® @ z,4 I°

—sina(l —»% + y*t—9%) 4 q)—%r/2tsina(l—2r/2) 4 ¢?
1

— 5 tcos? gsin a I?

— —z— [sina(1—e2+n?)—zi3 (1—37?)] 4 @3 — %cos2 pzig(l—n2) A4 @ I2
1 1
Pt cos? @ ltzig(l +92)—zi,(1—29%)] 4 22— 33 cost ¢z, It
—- 21—4 [tsin a (1—582—% + 29%1%)—612;3(1—?%) + 2iy (1—49?)] 4 ¢*
— o5 [5in @ (5 —26 4 — T18) — 5 55 2 + T12) + 108 53, — 5;5] 4 ¢
— 11—2cosz<p[zi3(1 +22)—3t2;,+ 2i5] 4 @212+ %cos4 ez dplt 4 ...
Eine Anwendung dieser Formeln wird in Abschnitt V gebracht.
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Die einzelnen Abkiirzungen bedeuten:
w,g =co8 a[—6 N>hg 4+ (1 + 6% + 5?) sin?a — (1 + 2 4 %2) cos? a]
w,y =24 N3h,cosa + 24 N2hgt (cos>a—sin%a) + ¢t (1 4 6 2 + %2) sint a
—2t(9 4+ 1812 + T5?) sin2acos’a +t(5 + 612 4 73 costa
w,5 = cos a {120 N*h; + 120 N3 h,t cos a + 60 N2 hy [cos® a (1 + 2 12)
—sin?a (1 + 6¢?)] + (1 + 60 ¢ + 120 ¢*) sin*a — 2 (9 + 100 ¢2
+ 120 t4) sin a cos® a + (5 + 28 12 + 24 1%) cos* a} —120 N3 h, t sin®a
Wiy =2sina[—3 N2hy + ®sin? a — (1 + 3 2 4 #?) cos? a] (73)
wiy =—8sina {—3 N3h,— 61t cosa N2hy
+tcosal[(l + 3t +9?)sin2a—t (2 + 3 12 + 7?) cos? a]}
wi; = + 8sina { 15 N*h, 4+ 30t cos a N3h,
— 15 [sin? a2 — (1 + 3 1) cos® a] N2hy + > (1 + 3 ?) sin a
+ (2 4+15¢ 4 15t costa — (1 + 20 % + 30 ¢4) sin® a cos2a}
Zrg = %, CO8 a + %4 8In a Zig = %9 COS 0. — %7 8in @
Zy = Ay co8a + Ay sin a Ziy = Ay cos a — 4, sin a
Zr5 = ¥, CO8 0 | ¥, 8in a Zi5 = ¥, COS @ — ¥, sin a.

Bedeutung der %, 2 und » ist in den Gleichungen (67) angegeben.

Wir betrachten zwei Sonderfille, nimlich

a) suhg = 05 B) cos g =9,

a) sina = 0; d. h. ein Meridian wird geradlinig abgebildet:
Es wird
Wiy = Wiy — Wiz = 0
%, = 3 1% + w,5 cos 3a %g =0
A =15t +10tw,5cos 3 a + w, co84d a Ay 240
v; = 1058 + 105 2 w,g cos 3 a + 10 w, 52 cos 6 a
+ 15 t w,, cos 4 a — w,; cos 5 « vy =10
Zjg = 21 €08 a,\%,} == A; €08 @, 'Z;5 ="v;'c08'a PRl R e
Hieraus folgt, daB8 die in den zwei Gleichungen (71) und (72) fiir x/N und y/N
als zweite Gruppe zusammengefaBiten Glieder null werden, wenn sin a = 0 ist.

B) cos a = 0; d. h. die geoditische Linie hat das Azimut + 90° oder — 90°.

Es wird

=0; wy =—24 N2hytsin?a +t(1 + 61 + %) sina;

=—120 N3h,tsin®a

=312 +w;ysin3a %5 =30

=151 + 10t wizsin3 a + w,y.cos8d4a Ay, = +wycosda

= 105 t* + 105 12 w;y sin 3 a — 10 w,5% cos 6 & + 15 t w, 4 cos 4 a (75)
— Wz sin 5 a

= +15tw;,cos 4 a + w,;sin 5 a

=0, z,=212s8na, 2;=7yy8ina
—x,8lna@, 2, =—A;sina, 2z =—7 sin a.




IV. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung
des Erdellipsoids und ihre Grenzfille

1. Die Grundgleichung der konformen Lambertabbildung
bei einer beliebigen Fliiche

a) Allgemeines

Wir wollen eine konforme Abbildung des Erdellipsoids finden, die der
konformen Lambertabbildung soweit als moglich entspricht. Als Haupteigen-
schaft dieser Abbildung haben wir in der Einleitung die formtreue Abbildung
eines geoditischen Strahlenbiischels festgestellt. Wir gehen daher von der
Betrachtung eines® geodétischen Strahlenbiischels aus.

Abb:1

Abb. 1 zeigt ein geoditisches Strahlenbiischel auf einer beliebi i

Wir wollen einen Strahl dieses Biischels betrachten, der mit ein:i(inazl;:;z
gegebenen Strahl den Winkel a, bildet. Andern wir den Winkel ¢, um den
Betrag d a, so entspricht dieser Anderung eine Linge myd o auf doer ortho-
gonalen Trajektorie (geoditischer Entfernungskreis) des Biischels im Abstand
so vom Scheitel C des Biischels. Hierbei bedeutet m die reduzierte Linge
der geoditischen Linie. Es ist zu beachten, da m auBer von der Bogenlinge s
auch vom Winkel a abhiingig ist. y

: Der betrachteten geoditischen Linie entspreche in der Ebene ein Strahl
C’ R (Abb. 2). Der Linge s, entspreche die Lange R, und dem Winkel d o
entspreche die Anderung d y. Dann entspricht dem Bogenstiick m,d a der
(;?rthogorlczilen Trajektorie das Stiick Rydy des Kreises mit dem’ Radius

o um C’.

D('ar Strahl C’ R sei Abszissenachse eines Systems rechtwinklig-ebener
Koordinaten x, vy. ;

Setzen wir nun fest, daB3
. : Rydy =myda (76)
ist, so haben wir eine der konformen Lambertabbildung entsprechende Ab-

bildung im Differentiellen vor uns. Aus Gleichung (76) folgt fiir d
hiltnis des Winkels d y zu dem Winkel d « g (76) folgt fiir das Ver-

_dy m
B e T (17)

Uber die GroBe von R, ist noch nichts gesagt. Um auch diese festzu-
setzen, gehen wir davon aus, daB8 bei der konformen Lambertabbildung des
Erdellipsoids, bei der die abzubildende orthogonale Trajektorie ein Parallel-
kreis ist, Ry = N, ctg @, ist. Das ist die Linge der Mantelseite des Beriihrungs-
kegels von der Kegelspitze bis zum beriihrten Parallelkreis, der nach der
Abwicklung des Kegels in die Ebene diesen Radius hat. Wegen der Invarianz
der geoditischen Kriimmungen bei Abwicklungen ist R, = N, ctg ¢, der
geoditische Krimmungsradius des Parallelkreises. Dementsprechend soll auch
in unserem Falle R, der geoditische Kriimmungsradius der orthogonalen
Trajektorie an der betrachteten Stelle sein.

Aus der Bedingung in Gleichung (76) wollen wir das Vergroferungs-

~ verhiltnis auf dem Abbild der betrachteten geoditischen Linie, d. h. auf der

Abszissenachse, ableiten. Es seien d R das Linienelement des Abbildes und
d s das Linienelement der betrachteten geoditischen Linie. Weil diese Linie
mit dem Ausgangsstrahl den Winkel a, bildet, nennen wir das Vergréflerungs-
verhiltnis m,. Es ist

d R
m, = ﬁ . (78)

b) Das VergroBerungsverhiltnis auf der Abszissenachse

Wir konnen s und « als geoditische Polarkoordinaten auf der jeweils
betrachteten krummen Fliche ansehen. In diesem System gilt fiir das Linien-

element
do® =ds? +m2da2

Die Gaufi’schen FundamentalgroBen erster Ordnung sind also E =1, F =0
und G = m?2 Die Gleichung fiir das Linienelement zeigt, dal s und a keine
isothermen Parameter sind, weil sie sich nicht auf die isotherme Form

do? =2(s,a) (ds*+da?
bringen liBt. Wir gehen daher mit Hilfe der Formeln (vgl. z. B. Blaschke
[12] S. 178 Gleichung (148))

Fns— Enq G s —F g /
= — T Bl g ST T JEG—F

zu den isothermen Parametern £ und # iiber. Im vorliegenden Falle wird

R rein . By N I P ! 79
53 - m = m 7/‘1 == m 7/5- ( )
In der Ebene berechnen wir das Linienelement aus den Parametern R

und y, die als ebene Polarkoordinaten angesehen werden konnen:
dS? =dR?+ R*d 2

Auch R und y sind keine isothermen Parameter. Bezeichnen wir mit y
die Bogenlinge des Kreises mit dem Radius R, und rechnen wir y’ von dem
Schnitt des Kreises mit dem Strahl R ab, so konnen wir zu isothermen
Parametern x’ und y’ iibergehen, indem wir bilden (vgl. Abb.2)
dy" R\, (R,? B
dst—dR + R(EP=(5) (md B +dy?).

’




Wir haben jetzt eine isotherme Form des Linienelements. Setzen wir

R
RIR=dx, (80)

so sind x” und y’ die gesuchten isothermen Parameter.

Eine k.onforme ebene Abbildung des betrachteten Bereichs der Fliche
erhalten wir, wenn wir die Isothermen beider Flichen, d.h. der gegebenen
Fliche und der Ebene, einander entsprechen lassen. Wir setzen also

2= sland iy =
und erhalten entsprechend Gleichung (79) fiir den Strahl R

dx’

ey
da' Pmda *

’

Beriicksichtigen wir die in Gleichung (76) enthaltene Bedingung

i dy’ g
myda = Rydy=dy’ oder dy = My, so wird
ds' _ m,
ds m’

Durch Verbindung der Gleichungen (78), (80), (81) erhalten wir fiir das ge-
suchte VergroBerungsverhiltnis

(81)

m. — R _meR
T W (82)

oder auch, wegen Gleichung (77),
N R
my, = E =n n_l . (83)
Btzsteht dieses VergroBerungsverhiltnis fiir den Strahl R, so wird dem Bogen-
st.u(?k Myd a der orthogonalen Trajektorie der betrachteten geoditischen
Linie das gleich lange Stiick R,d y des Kreises mit dem Radius R, um C’

entsprechen.

Es ist noch R, als geoditischer Kriimmungsradius der orthogonalen
Trztjektone an der betrachteten Stelle zu bestimmen. Fiir die geoditischen
Kriimmungen in dem orthogonalen Netz der geoditischen Linien (s-Linien)
und ihrer orthogonalen Trajektorien (a-Linien) hat man (vgl. z. B. Blaschke
[12] S. 150 (Gleichung 12))

P L il ol
. VEG éa 82 —]’EC_ ds
Fiir die geoditischen Linien ergibt sich, wie es sein mu8, g, = 0, weil E = 1
= konst ist. Fiir die geoditische Kriimmung der orthogonalen Trajektorie
erhalten wir
_1ém

&2 “m 73S
Fiihren wir fiir die Ableitungen der reduzierten Linge m der geoditischen
Linie nach der Bogenlinge s die Abkiirzungen

dm PR T SRR R

r ol AR 7 LA - e o (84)

ein, so wird also

m’ ! 1 m ,
| St~ und damit R, :@:0“_";() und n=g =oAL e (85)
Statt der Gleichung (83) konnen wir also fiir das VergroBerungsverhiltnis
auf dem Strahl R auch schreiben

dR Y

m, = -~ = (m = (86)
Die Gleichungen (82), (83) und (86) sind als verschiedene Formen der Grund-
gleichung der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung einer be-

liebigen Fliche anzusehen.

2. Sonderfall der Kugel

Vor der Durchfithrung der eigentlichen konformen Lambertabbildung
des Erdellipsoids unter Benutzung der Grundgleichung soll diese an Hand
eines Beispiels niher betrachtet werden. Wir benutzen hierzu den Sonder-
fall der Kugel, bei der die reduzierte Linge m der geoditischen Linie (Grofit-
kreis) unabhingig vom Winkel a ist. In diesem Fall kénnen wir m statt m,
schreiben. Als die geoditische Linie, von der aus der Winkel a gezihlt wird,
wollen wir hier, wie auch spiter beim Erdellipsoid, den Meridian durch den
Scheitel des geoditischen Strahlenbiischels wiihlen. Der Winkel a bedeutet

dann das Azimut.

a) Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung

Fiir die reduzierte Linge einer geoditischen Linie auf einer Kugel mit
dem Radius r gilt nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S.411 Gleichung (14))

m = rsin —:— (87)

Damit wird
55T 3 Sy, So., ik 34 iR
my =rsin2; n=(m Jo =rcos2; Ry =rtg 3. M == CabSaris (88)
8 Sln‘;
Fiir s = s, wird m = 1.
Liegt der Scheitel des Biischels im Pol, so ist s/r =90 — ¢, und wir
erhalten

Ry =rctg ¢, und rﬁ:m (89)

r cos @

in Ubereinstimmung mit Jordan-Eggert Bd. IIT ([8] S.529 Gleichung (1)
und S. 531 Gleichung (3)), wo P fiir ¢, geschrieben ist.

b) Die stereographische Projektion

Setzen wir in Gleichung (88) s, = 0, s¢ erhalten wir Ausdriicke, die
der stereographischen Projektion der Kugel entsprechen. Es wird

my, =0 n=(m)=1 Ry =0 = R
TSID7




Fiithren wir in die letzte der Gleichu i
‘ ngen (88a) f i
der stereographischen Projektion entsgpricglt,al)lﬁﬁiclltl BT Sioshaat

e S
und formen wir etwas um, so wird
> . tg i
& 2R 1
m — = :1+tg2—s—:1+R2

R s g
2 sin — cos — cos? > % Ly

27 or 2r

Bildet man zur Probe fiir die Giiltigkeit der Gleichung (90) die erste Ab-

g 0 ‘1: 1 S, SO Elh'alt man ds m ;‘ II]. emem S’Steln

rsin —
rechtwinklig-ebener Koordinaten x und y i /
: 1 y ist R* = x® 3L Wi
also die bekannte Formel fiir das Vergrﬁﬁerungsverhﬁlt_;ig bei zlr g
graphischen Projektion i w
E. x® 2
m=1 + o (91)

Fiir s = s, folgt aus Gleichun

1 g (90) und der letzten Glei
fiurch Grenzu'bergang m = 1. Der Scheitel des geodiitisahe:: Strzll(l:l}:gll)g" (?18?)
istsalso zugleich Normalpunkt der Abbildung. i

Liegt der Normalpunkt im Pol, so wird

k) R
m = (89a)

r cos @

-

¢) Die verallgemeinerte Mercatorabbildung

Setzen wir in Gleich b PR
Ausdriicke, die l(;ler D(;l:rcl;ltlfra(lii)-lé & 2dund s = sy + 4 s, so erhalten wir
h % i . e /
kreis als Aquator) entsprechen. Es ux:igrd er Kugel (mit beliebigem Groft-

Mo =1 -n.—=im )y =0; By =cor . m =9 : c0i= o
sin 2. cos 42 (88b)
Bei der Ermittlung des Vergrof3 hil r r
' rgroflerungsverhiltnisses versagen die Glei
(83) und (86). Wir benutzen statt ihrer die Gleichung %8;) 111i1d :(::ililngz?:

gleich R = R, + A4 R. Es wird dann

Fiir s = s, wird m =

Wir kéonnen den Ausdruck in Glei

Wir . de eichung (88b) fiir das Vergro

}_fﬁrhaltms noch in einer anderen Form schreiben(, wel)m wir ajch flriir:eele::izfts .

daﬁge der geoditischen Linie vom Endpunkte der Strecke s, aus messene
. h. wenn wir m als Funktion von 4 s ansehen. Wir wollen ig diesem Fali

My,, statt m schreiben. Es ist wr ol 22, i i i
ist My, = 1 sin —. Die Ableitung dieser reduzierten
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Linge nach der Bogenlinge bezeichnen wir mit 1. Esist n = d;"‘j" = co8 A—f,
S 7

also ist 1
m=1. (88c)

Die Gleichung (88¢c) bestitigt, dafl die verallgemeinerte Mercatorabbildung
der Kugel und die querachsige Abbildung identisch sind. Denn bei der quer-
achsigen Abbildung des Ellipsoids gilt nach GroBmann ([16] S.487 Glei-
chung (14)) fir das VergroBerungsverhaltnis auf der Ordinatenachse eines
Systems geoditischer Parallelkoordinaten my = ni’ wenn Abszissenachse das

0
geradlinige und lingentreue Abbild einer geoditischen Linie ist, welche
senkrecht auf der von uns betrachteten geoditischen Linie steht. Auch in

unserem Fall 370 = % haben wir es mit einem System geoditischer Parallel-

koordinaten zu tun, nimlich dem Groftkreis, der die betrachtete geoditische
Linie des Biischels senkrecht schneidet, als der einen Achse und der geoda-
tischen Linie selbst als der anderen Achse. Es ist also auch der Ausdruck
,,querachsig“ hier allgemein aufzufassen, d.h. ohne Beschrinkung auf den
Meridian als Hauptachse.
Liegt der Scheitel des geoditischen Strahlenbiischels im Pol, so er-
halten wir 3
(89b)

,n i 2
cos @

das bekannte VergroSerungsverhiltnis bei der eigentlichen Mercatorab-
bildung (Seekarte).

3. Die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung des Erdellipsoids

a) Die Abbildungsgleichung fiir das geradlinige Abbild einer
geoditischen Linie

Wir betrachten eine Linie des geoditischen Strahlenbiischels auf dem
Erdellipsoid. Bei der konformen Abbildung auf die Ebene soll ihr Abbild
geradlinig sein und x-Achse eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten
x und y werden. Fiir das VergroBerungsverhiltnis auf der x-Achse gelte die
Grundgleichung (82) der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung.
Aus ihr ist x als Funktion der Bogenlinge s der betrachteten geoditischen
Linie zu bestimmen. Wir rechnen x von dem Punkt ab, in welchem das
VergroBerungsverhiltnis m, = 1 ist, d.h. vom Endpunkt der Strecke R,
ab. Dementsprechend messen wir die Bogenlinge von dem Endpunkt der
geoditischen Linie mit der Linge s, ab. Wir setzen also

s=8+4s R= R, 1 %. (92)

Fiir A s = 0 wird auch x =0. Wir erhalten x als Funktion von A s mittels
der Taylorschen Reihe:

= f ) As + 1 ) Ast + 1L () A8+ g f ) Aot

3 4 : (93)
+1§6fV(So)A 87 T ers




Fithren wir in die letzte i
_ der Gleichun i
der stereographischen Projektion entsg;;;cglzi?al)lﬁf:ﬁic}]{a e COCORE

R:z j ¥ i
T8 g (90)

und formen wir etwas um, so wird

‘2t 3
oy = $2R &
250 o : Yq

. S S
2sin — ¢ S
08 —  cos®—

2r " 2r 2r

R2

Bildet A e i
ildet man zur Probe fiir die Giiltigkeit der Gleichung (90) die erste Ab
e -

le tun 1{ Ilach SO elh.alt man —=m = . Ill eimmem Systel'll
1 g von S, 1

rechtwinklig-ebener Koordi 7 sin —
1 3 m”aten x und ist R® — 2 y
arsao h(ilehbekann’fe Fjormel fiir das Vergrgﬁerun o }i“‘l+.y2. er erhalten
graphischen Projektion gsverhiltnis bei der stereo-
m == 1 | L2 + yz
Ll SRR (91)

Fiir s = i
fiurch Gr:nzﬁﬁ%rg(;lxglg 'a,llus: (l;lell)cguglgh(?o)l und der letzten Gleichung (88a)
ists also zugleich Normalpuni(t der i&f)llfﬁdﬂflsgge()détlsphen Steanlenbisng

Liegt der Normalpunkt im Pol, so wird

Y. )
(89a)

r cos @

¢) Die verallgemeinerte Mercatorabbildung

Sas i ; 7
zen wir in Gleichung (88) ? = ;i und s = s; + 4 s, so erhalten wi
A ir

Ausdriicke, die der Mer i
% . catorabbild . R
kreis als Aquator) entsprechen. ]125 u::igrdder Kugel (mit beliebigem GrofBt-
g 1
cos ‘Li_s.. (88b)

r

M, = n —fm’
o =T; n=(M)y=0; Ry=o00; m=0: 00 =
sin &

r

Bei der Ermittlung d o
g des VergroBlerungsverhiltni i i
Szi)c 1111111(% (_861){ Wir benutzen statt ihrer die n(}}slz?shtlerfsagg; Pl s
= Ry + 4 R. Es wird dann Fi

o My Ry+ AR _ m,
Ro RO m T S

m =

Bz
==

Fiir s = s, wird m = 1.

Wir kénnen den Ausd i i
B i n de ruck in Gleichung (88b) fii 6
Ezl;gil txtlllesrnoch dln emner and_er,en Form schreib%n(, wel)m lgirdrfl? 1\1/ Z{groﬁerl{ngS-
e geoditischen Lu?le vom Endpunkte der S’creckc iy erec
; n wir m als Funktion von A s ansehen. Wir wollefl frol ?11;:€$ S;‘erlli
S a

Asy m ! e .
. 1 / r Si 2 I t S
m statt s(:h [‘e]l)e" E sistm n Dle Ab €1 ung dle er reduZleI'ten
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d m4s ¥ s
= co8 —,

Lange nach der Bogenlinge bezeichnen wir mit 1. Esist n = —— -

also ist
(88¢c)

1
m = —.

n
Die Gleichung (88c) bestitigt, daB die verallgemeinerte Mercatorabbildung
der Kugel und die querachsige Abbildung identisch sind. Denn bei der quer-
achsigen Abbildung des Ellipsoids gilt nach GroBmann ([16] S.487 Glei-
chung (14)) fir das VergroBerungsverhaltnis auf der Ordinatenachse eines
Systems geoditischer Parallelkoordinaten m, = nl’ wenn Abszissenachse das

0

diitischen Linie ist, welche
Linie steht. Auch in

stischer Parallel-

geradlinige und lingentreue Abbild einer geo
senkrecht auf der von uns betrachteten geoditischen
So _ T Laben wir es mit einem System geod

unserem Fall - 3
koordinaten zu tun, namlich dem GroBtkreis, der die betrachtete geoditische

Linie des Biischels senkrecht schneidet, als der einen Achse und der geodi-
tischen Linie selbst als der anderen Achse. Es ist also auch der Ausdruck
,,querachsig“ hier allgemein aufzufassen, d. h. ohne Beschrinkung auf den

Meridian als Hauptachse.
Liegt der Scheitel des
halten wir »
(89b)

m = 5
cos @

geoditischen Strahlenbiischels im Pol, so er-

das bekannte Vergrbﬁerungsverhﬁltnis bei der eigentlichen Mercatorab-

bildung (Seekarte).

gemeinerte konfon;le Lambertabbildung des Erdellipsoids

3. Die verall

a) Die Abbildungsgleichung fiir das geradlinige Abbild einer
geoditischen Linie
Strahlenbiischels auf dem

“Wir betrachten eine Linie des geoditischen
e soll ihr Abbild

Erdellipsoid. Bei der konformen Abbildung auf die Eben
geradlinig sein und x-Achse eines Systems rechtwinklig-ebener Koordinaten
x und y werden. Fiir das VergroBerungsverhiltnis auf der x-Achse gelte die
Grundgleichung (82) der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung.
Aus ihr ist x als Funktion der Bogenlinge s der betrachteten geoditischen
Linie zu bestimmen. Wir rechnen x von dem Punkt ab, in welchem das
VergroBerungsverhiltnis m, = 1 ist, d.h. vom Endpunkt der Strecke R,
ab. Dementsprechend messen wir die Bogenlinge von dem Endpunkt der
geoditischen Linie mit der Linge s, ab. Wir setzen also

R=R+'% (92)

s=8+4s

Fiir A s = 0 wird auch x = 0. Wir erhalten x als Funktion von A s mittels

der Taylorschen Reihe:
sf () As +af ) Ast +5f " () A+ L (s0) 4 84 i
1 - gy

-+ l'iofl (So) A 82 4w
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He it i o de 4R
ist f(s) = == = s » alsonach Gleichung (82) f* (s) = m, — Mo B
Zum Zeichen dafiir, daB R, d d T
: i, e Kt £ .
orthogonalen Trajektorie der geodﬁtischengOLiilil:c:z (ﬁlr'ugtlgllll::nsg srias‘;1 g 1(1181'
o ist, wollen

wir fiir R, von i ;
; o von jetzt ab ; :
Wil ) o schreiben; auBerdem schreiben wir u statt m,. Es

o¢

i . R 3
f(s)_Ea mit R=p +x und g:(") (94)
moy
# und ¢ sind fiir eine besti i
g : . stimmte Abbildung kons i
uir f*(s) bilden wir — unter Beachtung vof Gfe?zf:::;lté é}];; Gle:icifamlil' 'gh B
— oheren

g
rr2s statt /./ S S l;s u"il’[l ; /
f f/ () gSC €1 n 1 f f()f/ f”()’

B 'mi(9+x)

£ = [fm—m (o4 no[1 m’
¢ m? (0 x)] e 0 = _f i '—‘12 (Q - x))
(95)

f/// oy ﬁ{l //rn_ (A o R 1 ‘
1 (f m’f)——s[m*(m (0+x)+m'f)—2mm=2(p+x)]

’ ’7
- __fu_ﬂ A I8 m’ v
glm m?2 m2 (9 P .X) s m—zf/ + QIL (Q "’L X)}

_ Bl .. m’ e >
—Eln_1f _2m2./_l:—z(£’ + x) 4*21"—/2(() -2 E
T el () x)).. ntsprechend wird

(1 ’
fIV S f/// 3 m " m’’ ’2 o
_ — s el T m ¥ 73
olm m.f mgf f 6—3f_(,%(0 - x)

\
J

| B
e 6 nm m’’’ l

3 (9 + x) — =

iE g ﬂ{l v 4 W ol age m & ) e (e + x)[
¢lm R e Wi MGG,
+ 24 ﬂrﬁf e 24,"_1"ff, 36 m?2m’’ o - s

m? mi T m# (Q 7’_ x) + 24 :‘1—5 (() :'L x)

+ 8 m’m™” m’’2 w
me (Q+x)+6w(g+x)—%(0+x)}

An der Stelle s — sowird x = 0, m

Beachtun i BG4
gyon o =.(m),

, D
I (s0) = o ey
1

fu (S i B . {
o) o = 0  und entsprechend
) = N
m,

f(sy) — 2 ™o, (m’”’y,
m,? m

(96)

rrr

0
I (s) = — 6 M2 (M) | g (M) (m
my? : m.2

b | gM)? __ (m%),
m,? Hiy. - -

(9 .
2: 1 I(() trolle SO. 1€ ‘; el(:hllll en 6) ]lOCh auf einem “ ege hergeleltet
Welden, del denl entspllcht, den JOIdan bel deI l‘l)leltun-g deI SphallSCheIl
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AR et
0 = M5 = = ¢ usw. und damit unter -’

S. 10) bei der Ableitung

konformen Kegelprojektion ([8] S. 532) und in ([6]
ung eingeschlagen hat.

der Formeln fiir die mecklenburgische Landesvermess

Wir setzen R _F . g} esistd R— 2 dF.
F, F,

0

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (83) wird
dRW_RodF_W B d - ﬂ_]_{__ 1
71?'417‘03?_71 oder r "nRom_”F

Setzen wir 1/m = F,, so wird %_slf DRl L IS 97

R/R, in eine Taylor’sche Reihe nach
B, hat sie die Form:

1. Ludt K

/ R T e £ s a2 4
As Jr24F(.azsaAs

BB O . ey 98
+mFgsat Tt 08

Stelle s = s, zu nehmen. Deutet

Hierin ist n konstant. Wir entwickeln
Potenzen von A s. Da fir R = R, auch F = F, sein mu
e T

R 2
—_— == —_— — Lfme g i,
4s* + §F, T8

Die Ableitungen d F/d s usw. sind an der
das Zeichen ’ wieder die Ableitung nach s an,

F' =nFF,

F'’ =nF (nF? +Fy)

il s n (n2 Fyd + 3nk, Bl Flu) (99)

FV —nF (n3Fp4 +6n2F2F, +3nF,2 +4nF F7 + Fy')

F¥ =nF (n*F;? +10nF3F," + 15 n2 F, Fy? + 10 n* F2 Fy”
+5nF,F,/ +10nFy F,"” +Fi%)

so wird

Hierin ist

m’2
m?
m’ m’’ o
3 et () oy
m m

Y 3 R st
e == o se 3l e e Lu
m? m? m

Damit wird

9 m’2 m”)
“ md m?




Bilden wir die Ableitungen (99) und (100) an der Stelle s,, so wird F — A
und wir erhalten wegen R£ = R"I:_ T—1+ Riund n=L—(m ")o durch Ver-
0 0 0
gleich mit Gleichung (98)
x=4s +a,4s®+a; 453 +a,dst +a; A5 ... mit  (102)
o=t

n—(m’
283 ='n %miz Jo =0

my? m,
ke Me? (M) (M) (M)y] o M)y (M) (M), (96a)
el _Rﬂlz my? s my? o, =4 fno2 & my
’ 44 ’ 2y ’ I ’ " 2
120 s = dty ‘_ 6 %—f—f} (m’),? (L‘n Yo (m ):n(fzn ") i ()(m )(;n(T %
o 0 : 0 !
gl T (Tn/)oz (;"”)o . 3 (m/)o (T,I’)0+ 6 (muzoz e (mIV)O :
my my m, m,

6a3 e Ro (m_—/)o (nIH)O & _(]"”)0

Die Vergleichung der Reihen Gleichungen (93) und (102) zeigt Ubereinstim-
mung entsprechender Gleichungen in Gleichungen (96) und (96a). Wir be-
trachten noch die Vorzahl a; des Gliedes dritter Ordnung. Sie ist gleich 1/,
des GauB’schen KriimmungsmaBes K der Fliche an der Stelle so (vgl. Jordan-
Eggert Bd. III [8] S.412 Gleichung 16). Hieraus folgt, daBl noch das Glied
dritter Ordnung in der Abbildungsgleichung (102) unabhiingig von der Bogen-
linge s, ist; es ist nur abhingig von der Stelle So» d. h. von der Lage des
Normalpunktes der Abbildung.

b) Berechnung der Ableitungen in Gleichungen (96) bzw. (96a)

Fiir die reduzierte Linge m der geoditischen Linie in Abhingigkeit von
der Bogenlinge s besteht die Reihenentwicklung (GroBmann [15] S.419
Gleichung (63))
3 ¢4
— # (I + %% + 3%,7/2 tcos a(l + #?) (103)
18" 1

55 1
Pl e .2 2 I S L e S g s il s e,
+izo e (L + 272+ 1292 cos? a— 12 222) so Vs teosa—grn ot ..

m=s

Alle Konstanten sind fiir die geographische Breite des Ausgangspunktes C
der geoditischen Linie zu berechnen. ¢ ist das Azimut der geoditischen
Linie im Ausgangspunkt.

Fiir die Ableitungen von m nach s ergibt sich

’ 147 5 gy s? 2 jo il
m —I—ZTYV—‘:(].—[—)/)-T‘EWI/ tCOSQ(lﬁ‘I/)
e . . 2 7 1] 8%, T
=13 ﬂm (1 72 }/2 - 12 )/2C052(l—12 7/2t2)—ﬁm7/2t005(1'—7—20'm+. .o

M =— 2 (L) +4 5 nttcosa(l+12) (104)

LS (L2724 1202c0sa— 12720 — 11 & o, e
’f'gm( +275°4 n-costa n T3 sl teosa—ian st ..

m’’ :__1_(1_;_ 7?) + 8%1]2tcosa(1+772)

N® Y

44 s
¢ 1—}—2772—1—12172cosza——127'/2t2)—?T;—ar,ztcosa———m——ﬂe—r
a 104
i 8z,lr 2tcosa(l+ 7?) (104)
+ 8=

I 2 1 s
L2 (1420241292 cos? a— 1277 1%) — 44 wrPteosa — gt
+ .

Ferner wird

1 8%+ 9
1 1 1_12_1 72 -————Tiftcosa(l—}*'/)
m _8_1+6 Nz( +/) 3 N3

5 11 s
5 e B i
L5 (7 114923672 c082a+3672t) + 55 55 117 £ €08 2+ 15755 s
360 N*
1 s L 2 2tcosa(l + 72
R S8 4 1_37%5 (14 7%) + xu? t cos a(l /)- :
e 2 15 2tcosa -
1 st 2 2 2 %187'2t ——'—-—5')/ _mNS
——— (14292 — 1872 cos®a ] 3N
45N“( ;
3 ¥ 9 L 9 (1 A '2)
—ip =g+t ===(l+n¥)—mn tcosa |
iAo gy g2 ey U T
2 ia— (()~ 12 1/2— 18 7/20052(1 = 187/2 tz) — 3N ytcosa - 945 N
CTEE N
5 e 105
M (L 4 o) 4 asnteosa(l + "?) (105)
4]k b :

1

- — 5% s a + Gl mit 1
2 : 2 4 2 L Gl mit 7'
+ 2 IsV‘ (n2cosa—n? ) — g 5 1"t COB G 1N

2 ] A X 2
L@ o)+ B gt cosa (L)

1 8%

3
b '12 tcosa TI5N®

Lk e aQ+2 n*+ 18 1 cos® a — 18 2% — 13 o
LN ;

)\ ol
- om
128 s?

8- N8

g 2
?) = 2 5?4 2 cos? a — 12 7% t?)
m’ 7%t cos a 1+ 7 - N 14+ 2n* 12 5
3
P
72t cos a + Gl mit 7% - 55

s

N n2teos a(l + 7?)

m’ m’’

1 - Sty
m m -1_ _—]—V—z (1 &L I/Z) *h 2

|

& a3 N b i s
l;]_i(l + 292+ 672 cosla—6721?) — 5 qR 1 1CO8 A T 75 Na

- MG T MR 1+ +4 = n2tcos a(l + 77
5 ' E ! N t
m/ m &% N Rt 73

e et B9 £ HER S
(2 +492 + 69*cos’a—0 %) — 3 RN teose— g Ne

2

4

(106)

50 82 o e
+4 92+ 1892 costa— 1872 1?) — 5 RN tCOSA—15 §§

m’ m’’”’

g B Ly
____;.é __]%2(1 +)/2)+8ﬁ3;/2tcosa(1+;/)

m m
1088
Fam@
S

m\2 1 2 n2) — 8 — n%t cos a.
(—m—) ‘N4(1+ 7?) ne 1l




Mit den Gleichungen (1
0 SIS i
ckings (o bzwg ?9 6(a) 5) und (106) ergibt sich fiir die Ableitungen Glei-
J(s) =1
2ay =f"(s) =0
6 — 117 i l
az; =f"""(s)) = NE (1472 —4 ]% e te €08 . (1 + 7,2)
8 s,
3NS5

2
— 2 2% (2 cos? 242
Nc“(]‘ Ge:0 = Mo t0)+3L7]CZtcCOSac-O
c

LR R G 1y
2 =JfT (so) : N—cz(l+7702)+31:]—":4(1+277c2—67702c052ac.0—{-6-})62t2)

So
3
+. 3 8_0.7/c2t cos a g 1 804
N c c-0 I EW, (96b)
2

120 a5 =f7(s) =3 —~— 7 -
5 =S (so) Py (1+752—8 P e te €08 ac.o (1 + 7.2)

1
s NA B+67n2—652cosa.,+ 6 72 t.2)

34 3
el 7 13—005 Yt COR s b 13 ]‘:;iﬁ :
Diese Vorzahlen a; miissen spi :

d ¢ D spiter zur Berechn d s
l();:fl(cll;;ll:feg' (211(3) mit den Vorzahlen b; ( Gleichllllfggen T;))V\?:rzl?llxl liln oy o
chung (19) lzlt On(sltantt?n fﬁr. den Ausgangspunkt der StreckenAen .Werder'x,
S b AT die Gleichung (102) entspricht, d. h. fiir den Ne i
(31%), (37%) (38*)1 41161}*& Auch die Konstanten in den Grundformelnorg;gg :
SwbekmARi : h’ ( ) und (_48*) gelten fiir den Normalpunkt. Es i fl )
ol e g, auch in den Ableitungen (96b) die Konstant RS T

unkt 0 umzurechnen. en von dem Punkt C

2

Ist die betrachtete qti .
€ ; geodiitische Linie ein Meridi {
iI; al(ii:’gllzlil }:vn' uns jetzt I{eschrﬁnken —, s:)nkﬁrf;ﬁ:avnvir_—zuugfi st S
 phe i e:; }mgfe"n (961)) die Gleichungen (14) bis (18) einsetzf:ese;n (Z;veck
zZu ersetzegn ls(ti dur d-le folger.lde Anwendung der Index ’ durchnd- nI g
e o als;uzl B elllle};jlde}(lf;]i;e?n Werten ist der Index f beizufﬁgefnn Elsl(iflxﬁc
. T i .2 statt 1/N2 / ; -
WONAR '\eir ‘Samlikrtioh. schaiibion :a 5 /aN : 1}1)1213’ léi\goi statt 1/IV2, Statt cos ¢
ce . 0 o

Fiihren wi i
ir di
T e i :e— [il;lsrzchnung2 durch. lind beachten wir, daBl auf dem
(bei Reiah 0-¢,COS5°a@ =cos*a =+ 1, ¢ = 3
em In »CO8 @ =cCos8”q = 5
fiir dg e dex von @) und cos aq., - cos a,.g= — 1 i Vet
en Meridian T ist, so ergibt sich

f(s) =
2ay =f"(s,) =
6ay =f"" (so) == (1 + 762)
24 17 (s,) e N
a4 == S, i [ 1 PN et )
0 11\103 (1 + 2% g 419210 (1 + 42) cos aq..
BN G L e R e TR 1 58
i 13_ lo NGV 3o tomcosuo-c—r.%
o= fr(5) = =13 gy No® : e
(s0) Nt (I + 5 )? — 4ty (1 + 7?) sﬁocos A
0
+ G + 29 + 422 + % 7o t 1% coSs ag.. + = 5
Es tritt hierbei offen zuta 3 e
e, daB f"’’ 5
von der GroBe von s, abhﬁngig ist.f e S 8, nicht aber

(107)
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Wir wollen jetzt die Meridianbogenlinge s, durch den Breitenunterschied
A @y = @ — @o ersetzen und benutzen dazu die Gleichungen (7). Beachten wir,

A 2 A i i 3
dal u = %‘—) cos ap.. und B = T,%’ zu setzen ist, und beriicksichtigen wir

entwede(;' gleich + 1 oder gleich — 1 ist, woraus

wiederum, daBl cos ag..
folgt, so wird aus den Gleichungen (107)

1
z. B. = COS g -¢
CcOS ag -+ e

fiir den Meridian
b i (s9)=1
2a, = f”(so): 0

rr’ 1
6as =f"" (s)=qz (1 + 7%
11

d 2 L
24a,= [ (s0) = ol 7 P 10> to Vo' — T
+

A @y =P— %o
(107a)

2 1 5n2—3n2%2) 4 @
To To @

v 1 Vo' 2, Vo' 4 3 2 1 Tp22
120a5=f" (so) = Nt ‘3 Aod 13 7, tom +3—m’ + Nt
$ 19 1
+ 35 Mt Agy+54 %2}-

Ahnliche Ausdriicke erhilt man, wenn die betrachtete geoditische Linie,
die als x-Achse in der Ebene abgebildet wird, nicht das Azimut 0° oder 1809,
sondern das Azimut 90° oder 270° hat. Fiir ein beliebiges Azimut dagegen
diirften die entsprechenden Ausdriicke ziemlich umstindlich werden. Wir
wollen uns hier auf den behandelten Fall, in welchem die geodatische Linie

mit dem Meridian susammenfillt, beschrinken.

c) Zwischenbetrachtung

In Abschnitt IV. 2. a) ist nachgewiesen worden, daBl das Vergroferungs-
verhiltnis Gleichung (86) my = (M) R/m der verallgemeinerten konformen
Lambertabbildung dem VergroBerungsverhiltnis bei der iiblichen konformen
Lambertabbildung der Kugel genau gleich ist. Es miissen bei der Kugel
also auch die Abbildungen identisch sein. Fiir die entsprechende konforme
Lambertabbildung des Ellipsoids, die nur fiir den Fall der lingentreuen
Abbildung eines Breitenkreises bekannt ist, ist dieser Nachweis damit noch
nicht gefithrt. Er soll jetzt erbracht werden. Nach Gleichung (103) ist fiir
den Pol als Scheitel des geoditischen Strahlenbiischels, also mit 7% = 0 un
n2 2 = e, bis einschlieBlich der Glieder 5.Ordnung, bei denen e’? noch
mitgenommen wird,

P i) gl s g ghey e (108)
Lt 6 N2 ' 120 N

Nach Gleichungen (7) wird hierin
1 1 g A o
= N, = (f—g *F % ')

== ¢
COoS ¢ -0

| S5 ol 1 W Ao 3 .2ps
KNCZQJV( cosac.o( 6ﬁ X 128 ﬂ

.(108a)

g folb R
+ 5358 ——melﬂf’) d. h. es wird

1 /2 _5_5_ Ry 1
+—4L—me)M_Jm£53(

120
m = N, cos a..o ﬁ——%(1+39’2)ﬁ3+1—;—6(1 + 30 e2) 5.




Hierin ist § — 4 P =¢— @ = (p—g— und cos a..o = cosz = — 1. N, er-
setzen wir mit Hilfe der ersten Gleichung (14) durch N fiir die Breite @:

Ne=N(1+3e2dg:—1en gy, (109)
Hiermit wird

1 1 s
m=—N(@4 (p—gd @3 +mdtp5—. ..)=—Nsin4 @=+Ncosg. (108b)
In derselben Weise ergibt sich aus der dritten Gleichung (105) fiir o:
e =Nectgg
und damit

m’ =— =sin ¢. (110)

m
e

Wir erhalten also fiir das Vergroflerungsverhiltnis

R R

T Wews

sin ¢y (111)
bis zu der mitgefiihrten Ordnung in Ubereinstimmung mit dem entsprechen-

den Ausdruck bei der bekannten konformen Lambertabbildung des Erd-
ellipsoids.

Wir wollen noch feststellen, ob man dieses Vergroflerungsverhiltnis auch
durch eine ,,Doppelprojektion* erhalten kann. Wir wollen also vom Ellipsoid
zuerst auf eine Kugel und dann von der Kugel auf die Ebene iibergehen,
und zwar derart, da8 den Meridianen und Breitenkreisen des Ellipsoids die
Meridiane und Breitenkreise der Kugel entsprechen. Ist 4 der Kugelradius
und u die geographische Breite auf der Kugel, so gilt in dem angegebenen

Fall nach Jordan-Eggert Bd. ITI ([8] S. 572 Gleichung (9)) das VergréBerungs-
verhiltnis

. A cosu
=a 5
1 N cos ¢

Fiir den Ubergang von der Kugel zur Ebene soll entsprechend Gleichung (89)
das VergroBerungsverhiltnis

m o sin u
g = —— 8i
2 Acosu 0

gelten. Fiir das Verhiltnis der Linienelemente in der Ebene zu denen auf
dem Ellipsoid gilt dann
A cos u R

my, =m;m T:(l_——sinu -:a*sinu.
v L8 N cosp Acosu 0 N cos ¢ v

Soll dieser Ausdruck, wie gewiinscht, mit Gleichung (111) iibereinstimmen,

sin . - :
so muf} a = P Z" sein. Fiir den Normalpunkt muB ferner m, — 1 sein und

aullerdem R = 1030 = A ctg uy; d. h. es wird

sin @, A cos u,
my = 1 Ly T e s FOR s,

oder A = N, ctg ¢, tg u,.

sin uy N, cos @,

Wenn diese Gleichung auch fiir ¢, = 0 und fiir Dy = J,,i einen Sinn haben
soll, so muf} :
Uy =@, und damit 4 =N, und a =1 (112)

sein.
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ie iibli bbildung des Ellip-
ir sehen also, daB die iibliche konforme Lamberta ] Elliy
soidsVZi: (Saien: Illi)oppelprojektion aufgefafit werden kann, bei der das Ellipsoid
zunichst auf eine Kugel abgebildet wird, d]erenkRa:dlus g(ielgh (11181;1 0(3111110:‘11'-
i i ipsoids im Normalpunkt ist und dere nal-
kriimmungsradius des E!hpsmds im bl 4 S
breitenkreis dieselbe Breite hat wie der Normalbrei enK I s vromn
Igt d die konforme Lambertabbildung der Kugel a

ZD\?r;i‘;g:‘:;gErglel)rxllis ist bereits G. Lehmann auf einem anderen Wege gelangt

([22] S.337).

d) Berechnung der Vorzahlen ¢; und e; fiir den Fall der gerad-
linigen Abbildung eines Meridians

ie Vorzahlen a; in Glei-
h Anwendung der Formeln (21a) auf die rzahl :
chunlg)::c(107:) und bgi in Gleichungen (10) erhalten wir dlf(S; lV.011'1zahlex(19 30),
fiir die verallgemeinerte konforme Lambertabbildung. Nach .e(llc ung L
ist x in derselben Richtung positiv zu me;stzl .w11e él s. 11111 s }}?fmili;ﬁlnkt e
iti i ichtung der vom Scheite zum N ;
e e T in Ri - 0. Diese Richtung ist also
ditischen Linie, d. h. in Richtung c - o. t
gfgzﬁdgl;rg;?)s;ilj:n x-Richtung, die wir entsprecl.lefld der Erlduterung zu
gGleichung (20) mit ao.x bezeichnen. Fiir den Meridian ist

COS (. x = COS (e.qg = — COS &g ¢ A @y = e — Po- (113)

Bei Beachtung dieser Tatsache erhalten wir mit Weglassung des Index ,
bei N, 5, t und ¢
N
i cosao.xcos ?
.
T 2 cos ag - x
L 1
37 6 cosag-x
—h =N cost g Ve li@ 422 +59 +37Y) (114)
T 24cosap-x A @, 2

¢y = t cos® ¢

2 cos® ¢

1 1 p
—%(2 15 —32t) Ay +3nPtde’ — g4 %]

s Ve TLA R 24 T2+ 29722
1 Neos*g|g —(10 + 13,}2)td% 247124 n n

5 120cos ap-x| 4@ : : 2 hay
+iliorup—152R)dp A0 5 %].
(23) und (25) die

c

Aus den Werten c; erhalten wir mit Hilfe der Formeln

Vorzahlen e;:
cosag-x
1~ Ncosg
1 t
€2 =g N3 cos ¢
1 #cosap-x
€3 = 3 N3 cos ®

st A PV L L@ 1130 460 +3Y
€4 = T 2 Nicosgp|dp, 2

1 1 3
— 1@ +5p—3p®) Ag +3nttd e —5A %

e




s 1 cosap.« ve Vs

s 120 No cos @ |~ A 2 +(—13 ’72)tm
— 34+ 1682 £ 4878 & 14y2 417 20 (115)

— 2(10—13 P15 )t Ay + 34 g2 — 1 4 %3:.

e) Die Ubertragungsformeln und das VergréBerungsverhiltnis

Durch Einsetzen der Gleichungen (107a) in die Gleichungen (30%), (31%),
(37%), (38%), (46*) und (48*) und — zur Kontrolle — der Gleichungen (114)
und (115) in die Gleichungen (30), (31), (37), (38), (46) und (48) erhilt man

3 e
;—Vcos ao.x:(1—172+7]4—776)A(p+§772t(1—2172) 4 ¢? +35 cos®ptl?
1

+ = (1+72—3922—3 92+ 21942) 4 q)3—%-sin2(p(l—7)2+774)41 pl?
! S Fe 2

= 9 1 9 1 ! P
— 5 2=37 -3 A g+ 3Nt A g — 4 %3“ A ¢t

+~l—cos2 J2t—6r2t3+72t—2 ﬁ(]—272)
8 wl / 1 Ag, \™ /

, (116)
—% (247 —3752) 4 %+§T/2td %2—%4 %3’} 412
1 £l g '
+ﬂCOS4(p m—t—t —*E)/ t
-%(2+5n2—3n2t2)4%+%nztdwoz—éd%“‘] "
. ;
+ 139 (5 + 3 ctg® 4 ¢y) 4 g5
—%cos2tp(5t2—7tctgd @0 + 3 ctg? A g)) A @3 I2

+21—4c0s4(p(3ctg2/l Po—10tctgd gy + T2+t A p 14

%cosao.x:cos pl—sing (1 —n2 +9%) 4 ¢l
—%t’-’cos"(pl“——;cos PPt (1—292) 4 921
——lcos I21:+l;2t—3)2233— >£(1~37‘2)
6 (pl 9 'l 1 A @, /i

1 . 1 \
—sC—7—=3) g+ 30t 4 %2—%4 ®||4 p?1

J
—%C;)Satp ALf;o (1—7,2)—t—t3—1§772t —f—7;2t31 : (117)
—5CH5P =3 A9+ 30214 g — 1 4 %’ A9 1°
—21—4cos<p(4tctg41 Po— 3 ctg? A @) A ¢tl
—-%cos3(p(2t3—3tctgd ®o + ctg? A ¢p) 4 @2 I3

+-l—;—ocos5(p(3ctg2A Po—10tctg 4 gy + T2 4 19) I5

Ao =(+eosa. t—Snptl+)m—7t0 ) 2
——% (I—3n*e®+ 572 — 18yt + 77 cos ao.,l%
—lt2(1——21/2—377“)cosom.,cf‘;\,i3 i

:Z%(l +772)—%(2 + T —3n2%) A g+ %nztd %2——%1' %3]}%

$ogil it 'ds
+ {1/2 3 + 3Nt 21 ; : Jietyt
T (1) —g @+Tn2 =372 Ao+ 3Pt Age? — 5495 L N
< Po

1 o
4 {3t3+t—61/2t3+§7/“t B
[ 9,9 1 5 _L 3 1_’)’__
o z%,(l4-7/2)—%(2+7n2~3n~t-)41 7o+ 3t A0’ — 5 AP’

x5

+1—;6(5—3ctg2[l Po) €OS W - x 75 :

xy

+—1—(9 1 412 —4tctg A gy— 3 ctg® 4 @g) cos a0« [z
24 :

<y
_115(6# + 82 —2tetg 4 gp— 3 ctg® A @) cos a0 [z

E“_"zl%‘ t ﬂ%i}_ﬂcosfl(}-x(sz}/—yS)
cosp N cos ¢ N*

3 N3cosg
wd Lo A—Vq;—t—ﬁt"—%nzt (119)
cos @ 0
1 1 b 3
__%(2 +5n2—3 %) 4 g, +3 n*t 4 (POZ_E A %31 (x*y —=xy?)

1 cosap-x 2 8 voti A —8t2—24t4) (5 x4y-—]0x2y3+y5)
— 335 78 cOs(p(3ctg A@y+5tetgd g,

TR, )
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4 Po
V4
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0

1 1 ] 2
__%(2+3'),2—3;/2t2)/|(;*0 +§;/2td (pf—n/] %3‘] Al
+ 21—4(5 + 3ctg?d ¢p) 4 q>4——%cos2(p(2 12—5t ctg A g+ 3ctg? A g,) A*?
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Po
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In allen Gleichungen (116) bis (121) ist die Schreibweise »etg 4 @' und
netg® 4 @' nur als Abkiirzung augzufassen. Nachgewiesen ist ihre Richtig-

keit nur bis zu den Gliedern 3. Ordnung der fiir diese Funktionen giiltigen
Reihen.

4. Die verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoids
a) Die Abbildungsgleichung fiir das geradlinige Abbild einer

geodidtischen Linie

Bei der stereographischen Projektion der Kugel fallen der Normalpunkt
der Abbildung und der Scheitel des geoditischen Strahlenbiischels zusammen :
es ist sy = 0. Den entsprechenden Fall beim Erdellipsoid wollen wir als die
verallgemeinerte stereographische Abbildung des Erdellipsoids bezeichnen.
Fiir s, = 0 werden nach Gleichungen (103), (104) und (105)

my =0, (M),=1 und Ry, =p =0. (122)
Dann erhalten wir nach Gleichung (86) als VergrioBerungsverhiltnis auf dem
Abbild der betrachteten geoditischen Linie
Lol R
m, = E = "—1.
In dem Grenzfall R — O und m — 0 wird my = 1. Das ergibt sich, wenn
man in Gleichung (86)
R:m durch R,:my = 1:(m’), ersetzt, worin fiir Ry = 0 und m, = 0;
d. h. fiir s; =0, (Mm’)y =1
wird. Es fallen also auch bei der hier vorgenommenen stereographischen
Abbildung des Erdellipsoids der N ormalpunkt der Abbildung und der Scheitel
des geoditischen Strahlenbiischels zusammen. Das geradlinige Abbild der
geoditischen Linie sei wieder x-Achse. Die Abszissen x = R werden vom
Normalpunkt aus gezihlt. Dann ist
dx x
=7 == (124)
die Grundgleichung der verallgemeinerten stereographischen Abbildung des
Erdellipsoids.

Wir bestimmen x als Funktion der von C aus gemessenen Bogenlinge s
der betrachteten geoditischen Linie in derselben Weise wie Professor Eggert
(in [18] S.161). Aus Gleichung (124) folgt:

ds
Inx = (32, (125)
Wegen der ersten Gleichung (105) wird

l == l 1 1 "2 s? 1 2t 1 9 s3
nx=lIns+ 5 + 7)) g—gnitcosa( + 7% 53
—— 4
v 14140 (7 + 1492 —36 72 cos® a + 36 72 8%) 7 + ...
Setzen wir Inx =Ins + In (1 + z), so wird x = s (1 + 2). (126)

Hierin ist

(123)

my,

2

: .5 5 e g Y,
In(l+4+2)=2—z+—... = y& (1 ;/)m—g)/ t cos a ( —r;/-)ﬁ

4
+1—41m(7 + 142 — 3672 cos®a + 36 92%) 1 + ...

Hieraus ergibt sich

1 : B4 ! ,2_31
z :E(l +7l2)%~§’/2tcosa(l = )NJ X (127)

o %(1 4+ 292 —37n%cos?a + 3 1? t“’)]sv—; -

und damit wegen der ersten Gleichung (126)

3 1 i
X =S§ 4‘%(1 +l/2)‘]sv—2_§_772t005 -« (1 4!‘"/2)1?3

5
+%(1 +2712—3n%cos? ap.x +37]2t2)%1 3hesiate

Azimut der positiven Richtung der x-Achse an. Wir haben daher

fi pie dae hrieben. Durch Vergleichung mit der Reihe Glei-

cos ag ., statt cos a gesc

chung (19) folgt

a, :—gﬁnztcos ao-x (1 + 1?) (128)

0%(l 4—27/2—3;/%:052(10.x + 3 2 #%).

b) Berechnung der Vorzahlen ¢; und e; fiir den Fall der gerad-
linigen Abbildung eines Meridians

i i i d den Werten b; in Glei-
Mit den Werten a; in Gleichungen (128) un 1 Glei
chunge:n (1601; ergeben die Formeln Gleichu_ngen (21a) die Vorzahlen ¢; fiir die
stereographische Abbildung des Erdellipsoids.
cos @

¢, =
cos dg - x

1
T 2cosap-x
LN E o8 L)
12 cosap - x

c, = LNt @6 342110492 + 499
47 172 cosap - x

e. =L NP5 4 683322 4 1872 — 9572 ¢%)

o :720cosao~x

2
Cy = t cos® @

Cg =

Aus den Werten ¢; erhalten wir mit Hilfe der Formeln (23) und (25)

die Vorzahlen e;:

cos dg « x
= N cos @

1 t
€2 = 3 N?cosg

1 cosao-x(l +4-t2 _*_7/2)

€3 ~ 12 N3cos ¢

9 118 + 592 —41n)

€1

i
ey =gy

1 cosao.z(9+ 144 14 - 108 t2+50772t2+12 772).

s :ml\ﬁcosrp
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) it ragung\fo m ,lll un v g o g
c ])l(x []l)(‘ i S e 11 (]a% ‘('l I ];(‘]llll SVel]lalt][lS

o b 0. g g, 0
(130)in die Gleichungen (0), (51, (37). (38). (1) und (16 i 20 bekommmt
Neostos = (L—n +yl—1) Ag + 321 (1—209 4 g2

24 %cos2 ptl? —%~é(1 AP — 6922 — 9t £ 42 5412) A ¢d

+gcos?p(l—2e 42 )/2t2—21;4t2)/1(;912—,1]—;)/%1{1 @t

firid 131
gztcos® @ (9—102 4 189212 A g2 I2 Sk

kol
+ =tcostqp (6 —3¢ L 2) 74 1 5
72 ? ( + 10 %?2) I* 4 m/ﬂ @°

1
——cos? @ (14 ¢2 s L + 21—
508> @ (1+ %) 4 @31 }—48(3054(;0(2 21t —11) A p 14

€08 ap.» = €08 @ | — si
N ao cos ¢l —sin g (1 —un2 9% 4 pl— % cos @ (1—n2 4 67212

Cph 19 442 1
l + 7 12 5 t)/lrp2l——ﬂcos3rp(2—7t2)[](p2l3
+ = cos®

gy e
i3 p(1—2t +7/2)13—-%sm(p(3+31772~—181)2t2)[] @31 (132)

— —1cosp(6—312 449232 1
18 ( g e o tz)A(pli’——ﬂcosqﬁArﬂl

1
— 2053 (2—T12) A g2 I3 L cos5 | —
3 o ( )4 213 s20°08" (2 +2t—11¢ I’

49 =1+ 7?) cos a(,.,‘%—;)/zt(l +

——l-t(l—l—;?)i 1 2
R LA Nz_ﬁﬂ“(’?/ t2+87/2—36r/4t2+13;ﬂ)cosa...

x°
N

1
R 2 2
4(l+2t +27/~—4)]2t2—67/4t2+7]4)cosao.xxv2

% : N

I 2A x 1 5 3 13
3 it (B + 62 —1672 — 342 =L S
N4
e f o
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} 80 N©
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16 | ) cos ay. , |t 2 (3 +412)cosq,.. T;VZ

l 1 2
+ 25t (9+ 92— 189222 + 1472

2

QIR MR BT (S
cosp N ' cosp N2 '

i(’osao.x ; &

12 N® cosrf( Ty )/2) (3 x? g —)’3)
1 t

Ahe IS I | =

ne TR N“(‘os(p(9 + 18 +5 n?) (x3 % g xy3) (134-)

1 cosap.x

50 Noaors (1 +1684 11223 (5 24y — 10 22 y3 1 59)

m=1 4 %(1 — 2+t 4 ¢* 4 %C“sz e +P)P

11 b D 1 2 9 2
- %)/2 t(1—297) 4 ¢>—qztcos” @ B+8)A9l

1 o | 2
+3;4 9 +ggeoste @—1) I

A Y 27t 5 o ke - 9 .
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5. Die verallgemeinerte Mercatorabbildung des Erdellipsoids

a) Die Abbildungsgleichung fiir das geradlinige Abbild einer
geodéitischen Linie

Die Mercatorabbildung der Kugel ist als Grenzfall der Lambertabbildung
dadurch gekennzeichnet, daB an Stelle eines Kleinkreises ein GrofBtkreis
lingen- und formtreu, d.h. als Gerade mit dem VergriiBerungsverhéiltnis 1
abgebildet wird. Dementsprechend wollen wir beim Erdellipsoid den Fall
der Abbildung als verallgemeinerte Mercatorabbildung bezeichnen, bei der

in Gleichung (82)
R, = oo (137)

wird Wir setzen R — R, + x, so daB sich fiir x = 0 das VergroBerungs-
verhaltnis 1 ergibt (zu R = R, gehort stets m = m). Schreiben wir ent-
sprechend Gleichung (94) wieder yu fiir m, und p fiir Ry, so kann man wegen

dx | Rl Ly et 14

Gleichungen (85) die Gleichung (82) in der Formmy = 2= =0 =7 '@ T m

- (mY), : schreiben. Fiir o = Ry = o° wird (m’), = Ound damit p ein Maxi-

mum oder ein Minimum. Fiir uns ist nur das Maximum von Bedeutung.
Wir erhalten somit im Falle Ry = ¢ = o© fiir das Vergrﬁﬁerungsverhﬁltnis
auf der betrachteten geodﬁtischen Linie

d P max
Mo = T o (138)
Diese Gleichung ist als die Grundgleichung der verallgemeinerten Mercator-
abbildung des Erdellipsoids anzusehen.

Messen wir wie bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung
die Bogenlinge s der ge()déitischen Linie vom Scheitel C des geodﬁtischen
Strahlenbiischels aus und wird s = s, fiir x =0, so daB s = s, + 4 s ist,
so konnen wir wieder nach Taylor x als Funktion von A s entwickeln:

s —f ) dstaf ) A e+ gf (e AS+ e (139

Setzen wir 1/m = Fy, und bedeutet das Zeichen ’ die Ableitung nach
der Bogenlinge s, so wird

£/(6) = — e Fy3 £ (8) = pmas Fu's £ (8) = pimaz " F1"55 (149
7 (5) = pmas - Fy'"’5 f7(8) = ptmas* Fy™

53




Die Ausdriicke F,’, F',"’, £,""" und F," sind in Gleichungen (100) angegeben.
Fir s = sy wird m = pipax und (M’)y = 0 und in Verbindung mit Gleichungen
(140) gibt die Gleichung (139)

ot BRSSO LY, DY
M max 4 M max 12 # max M max’

Man kénnte daran denken, den Ausdruck fiir m” in den Gleichungen (104)
= 0 zu setzen, aus ihm s, zu ermitteln und dann 8o in die iibrigen Gleichungen
(104) und in die Gleichung (103) einzusetzen und damit die Vorzahlen der
Reihe fiir x zu erhalten. Dieser Weg fithrt aber nicht zum Ziel, da die Reihen
in Gleichungen (103) und (104) wegen der GroBe von 8o sehr schlecht kon-

vergieren,

Wir wollen statt dessen m =My + 4 m setzen und 4 m/m, in eine
Reihe entwickeln:

Hierin ist (m"y =0 und %’ =—K, = —% (1 + 7?2 (vgl. letzten Ab-
0 0
satz des Abschnitts IV. 3. a). Dann ist unter Beachtung der Gleichung (138)

Am 1(m” 1
= L Tt A5 =1—ia(+n?)ds*+... (141)

Das ist aber nichts anderes als der Beginn der Reihenentwicklung fiir n,
und damit nach GroBmann ([16]S.487 Gleichung (14)) der Beginn der Reihen-
entwicklung fiir den Reziprokwert des VergroBerungsverhiltnisses bei der
ebenen konformen »querachsigen** Abbildung des Erdellipsoids.

Wir haben am Schluff des Abschnitts IV. 2. c) gesehen, daB bei der
Kugel die verallgemeinerte Mercatorabbildung mit der »verallgemeinerten
querachsigen* Abbildung identisch ist, und haben jetzt den Nachweis ge-
filhrt, dal diese Identitit beim Erdellipsoid zumindest niherungsweise vor-
handen ist. Es wird daher stets zweckmiBig an Stelle der verallgemeinerten
Mercatorabbildung die verallgemeinerte querachsige Abbildung zu wiihlen
sein, weil bei der letzteren die geoditische Linie, die im N ormalpunkt auf
der urspriinglich betrachteten geoditischen Linie des geoditischen Strahlen-
biischels senkrecht steht, genau lingen- und formtreu abgebildet wird. Liegt
der Scheitel des Strahlenbiischels in einem Pol, so sind auch beim Erdellipsoid
Mercatorabbildung und querachsige Abbildung identisch.

Zwecks Anwendung und Priifung der Formeln (71) und (72) wollen
wir im folgenden aus den geographischen Koordinaten die rechtwinklig-
ebenen Koordinaten fiir den Sonderfall der querachsigen Abbildung herleiten,
bei dem die Querachse das Azimut -+ 90° oder — 909 hat, d. h. fiir den von
GroBmann behandelten Fall.

V. Die querachsige Abbildung des Frdellipsoids fiir den Fall,
daf; der Meridian die Hauptachse ist

: i . b) unter f) erwihnten
e — 0. d. h. wir haben den in III. 4 . " i
J s lif o ?ms (1;1 welchem eine geoditische Linie geradh.m% lal_)cglf::lld:n
b('mddeflfii detl)rMeri:iian rechtwinklig schneidet. Es sind also die Glei g
wird,

(75) anzuwenden. & . h lingentreu abgebildet werden
Da die betrachtete geoditische Linie auch ling °© (142)

soll, ist REATE
In Gleichungen (53) wird damit
hy=hg=hs=,... =0
und wir bekommen entsprechend den Gleichungen (75)
¢ 2) sin? o 1z =0 :
w,, =t(1 4+ 62+ %) sina w;:88in5at2(l R

2yl 0

o p =0
Wig = 2 sin3 a t2 Wiy : 0
v, —31 +2sin®asin3 a . 1 : T
;1 — 1513 +20¢t3sin3asin3 a +1 (14612 + 7?) 511}4 acosda Ay
e 105 ¢ -+ 210 ¢ sin? o sin 3 a — 40 t4 sin® azcols 6 (13 ot
b i — s1 §

+ 152 (1 + 61 + ¥ sinfacosda 84 (11 Sl

(143)

Y1

0 Brg = %ry
Vg it
Aus der letzten Gleichung der Gleichungen

i Gleichungen (71) :
erste Hilfte auf der rechten Selt(i:ntllc(r;egee;lsatz fu o Fall o) in

143) geht hervor, dal .die
S gund (72) null wird.
Abschnitt
g o b : hwindet.
N i i 4lfte der rechten Seite verschwi

in w s die zweite Hilfte de :
I1I. 4. b), in welchem stets die z o e Tl g

acos 6 a < 0 ist, so wird

(144)

e e aD
Beachtet man, daf3 f}xr a= 9(()) it
sintacosda>0, sin®asinda >0 un

2
2 v, =t + Tt
9{1:!2 11:t3+t+7/t 1

und nach den Gleichungen (73)
= —2sina, ziy =— (> +1 + 5 1) sin a, Zi; =—

) in die Gleichungen (71) und (72) ein, so

¢4+ 7 %) sin a. (145)
Zig
Setzt man die Gleichungen (145
erhilt man

% inag., —cos @l—tcos o (l—n +n4) Al
N

: 1% cos® o I®
-+ %}ﬁtzcompd g?l—¢ 1* cos pl

—%tCOS(p(Z—-)yz——?’r/‘-’tz)A(psl
2 doyse 4]
+%tcos3(p(l+t2——;rt2)A(pl3 72 Gly 4 ¢

: 2) 15 und
——%tzcos"(pA(p2l3+ﬁ6t2cos5(p(7 + 1?)




o 2 3 g
NG .x =— (1—92 4 5t —y8) A¢—§)]2t(1—2l/2)d¢2

—%zcosz(plz-%(l =328 4 ¢

-+ % t? cos? ¢ (1 — n?) A @ 12

(147)
1 9 .9 9 2 719 g
—gtcosPp (1 —3)2¢2 7% A g2 I2 —% it A gt

+ %cos4 o3+t + n2t) 14

1 A PO e L
_ﬂd @s + Etl cos® ¢ A @3 lz—ﬂr cost ¢ (7 + ),

Diese Formeln stimmen
Setzen wir hierin =)

Mercatorabbildung des

mit denen von GroBmann ([16] S. 499) iiberein.

» 50 erhalten wir die Gleichungen fiir die eigentliche
Erdellipsoids, nimlich

®' 5,
yoinap., =1

(148)

W s 8 i f 1 . 1

NG .x =—(1—22 4 gt — y6) 4 ¢—z (1 + 9% 4¢3 —z 49
Es ist zu beachten, daB in den Gleichungen

nach Osten bzw. Westen und ¥ nach Siiden bzw.

(146), (147) und (148) «
wird, je nachdem, ob ¢ — 900 oder a = 27090

Norden positiv gemessen
gewihlt wird.

VL. Die Richtungs- und Langenreduktionen
1. Allgemeines

a) Die Richtungsreduktion

In diesem Abschnitt wer
abbildung des Erdellipsoids
nimlich die verallgemeiner

(Abschnitt 1V, 4)

den fiir die verallgemeinerte konforme Lambert-
(Abschnitt IV, 3.) und fiir einen ihrer Grenzfille,
te stereographische Abbildung des Erdellipsoids
, die Formeln fiir die Richtungs- und Lingenreduktionen
rden in derselben Weise abgeleitet, wie es L. Kriiger in
seiner Arbeit ,,Zur stereographischen Projektion* ([7] S.12) getan hat.

Bezeichnen S die Bogenlinge einer Kurve in der Ebene, s die ent-
sprechende Bogenlinge auf dem Ellipsoid und m = dS : ds das VergroBerungs-
verhiltnis, so ist in einem System rechtwinklig-ebener Koordinaten Loy

d

S=[T+y%dx :/% MI+y%dz 5y =f (5) =92 (149)

Handelt es sich bei der Kurve, dere
geoditische Linie, so muB s ein

bedingung ein, so wird nach K

n Bogenlinge zu berechnen ist, um eine
Minimum werden. Fiihrt man die Minimums-

riiger a.a. 0. §4 Gleichung (24)

s i ol
% =R+ 5 I (150)

ilde di-
i i 7inkel des ebenen Abbildes der geo
ir bezeichnen mit T den Rwhtungswnp : j
nghgzzifnigein einem Punkt P der Bildkurye. Dann ist

i (151)

1 ® ll mem zwelten
Z]ehen WwWIir von emnem P"I[l\' l: aus eine ﬁ(‘,ll]l(" nac e

9 : d RlChtung‘ lnl\, t - S
1 erx rve ]lll(] ]lal dlebe S(',Il[](‘, en SW. 'e] o 1st
I u]lkt (l ’ Blldku 1

152
Tath=% )

i swinke der Sehne an-
lie Richtungsreduktion, die man an dem Rlchtupgi\u-nk(}ntlp tzu e

i)“: 1g(:n muf, um den Richtungswinkel T, der Bildkurve i

rir . '
Entsprechendes gilt fiir den Punkt P,. DAy Lo
i i »s System rechtwin -e 1 2
b wir statt x, y emn IlCllt/b‘ 3 g Fem it 2
pF‘}I}:regeren r-Achse mit der Sehne zusammenfillt, so b
r, 1 ein, g

entsprechend den Gleichungen (151) und (152)
! 153
tg7, = (O tg 7y = (1) (153)

i i S ildes der geoditischen Linie,
i : die Gleichung des A])hlld(s e
er'mf!l:is:sn qgssemlx, 1, aufstellen. Zu'dlesem "chcl; schla‘{ifiﬁ:l (rblrl; U(r.
Bzz)gig’lﬁ;gr a aLO. vorgezeichneten VZCE ein. '%tmll;ﬁ};?t egzrgaben poi ki
; ¢ Koordi en I in den Sehnenmittelp . gaben,
SPT“I(l)g (:‘f:ef‘ii’;féféit(;;rlhpd;ﬁ Index n» gekennzmchnet. Die Sehne habe
ﬁi;LﬁEge I. Nach Taylor ist

1 i1 8 1 L R ST 154)
8 == N -+ Dm’ X -} E Dm X e 6‘ D X I (

¢ _ () sein. Fiir diesen Fall folgt aus
Far ri= —é— und ¥ = — 3 mufl p = 0 sein. Fir di

Gleichung (154)

1 /- =
, 1 tre o ey, ¥ O(E55)

Y == _1121)’"//___3_;114 pm” e " Dm = 24 Y 1920
m 8 b

Man erhilt damit fiir Gleichung (154)

R L

(156)
i \

\ 2 g 1 4 ey
L (2 e T ) )

LORYE T
Fiir die Punkte P; und P, wird 7 =
Gleichungen (153) und (154) wird dann

1 w ,1_[ "')
1 o Loy rr g 28 Dm Dm
tg7, = 9, I’ — 6l D= - 24 ( 2

1 Vv 1
1 g R l:Z 2. g —l3 nml +
tg12:+§ll§)m kgl + gy &




Zum Ubergang von d :
dis Poriela g en Koordinaten x, y zu den Koordinaten r, 1y dienen

x = 1 o
e = Xm + Xcost—ysint Y =Ym + Xsint 4+ ) cost
nit (158)

ALY
Xm = E (xl + x2) und ym &, %()’1 >{— y2).

Mit Kriiger setzen wir
Xm COS T + y, sint — ] 2 ;
4 & [%3® + y52 — (2,2 + ¥3)]

Fm 810t — Y cOS T = B :%(xlyz_xz}’l)

Zm® + Ym2 = a2 + B2

Wir bilden ferner vorsorglich
2. 'va :
xz Xm® + 2 %m (X cOS t— 1 sin t) + (x cos t — ) sin 1)?
e :
y‘ =¥m" +2¥m (Xsint +pcost) + (rsint + v cos 1)
2% = %n® + 3 %2 ( cos t — 1 sin 1)
+ 3 Xm (X cos t — ) sin #)2 ( ' in t)°
: X cos t — ) sin t)3
¥? =ym® + 3 yu? (rsint + p cos ) )
2 : —f—3y,,.(xsint—f—2)cost)2—{—(xsint+2)cost)3
XY = %m Ym® + 2 X Ym (X 8int + P cos 1)
: : + Xm (X sint + 1 cos 1) + yu? (x cos t — ) sin 1)
+ 2 ym (xsint + p cos #) (x cos t—1 sin 1)
+ (xsint 4 cos t)% (x cos t — p sin 1) (1
Cr g . ; (160)
x Tm" 4 4 2,% (X cos t —p sint) + 6 x,.2 (¥ cos t — 1 sin t)?
% S : ‘—;—4xm(xcost—2)sint)3+(xcost—z)sint)4
Y =ynt+4yn (xSJnt+z)cost)+6ym2(xsint+z)cost)2
+ 4 ym (1 si i
il y.(xsmt—k;)cost):’+(xsmt+pcost)4
&b s ,,,y,,.():.51nt+1_)cost)+x,,,2(xsint+1)cost)2
X Vi (1coy——psmt) + 4 Xm Ym (X sint + p cos t)
(x 2cost—z) sint) + 2 %, (rsint + v cos t)? (x cos t — 1 sin t)
+ Ym (xcost—2)51nt)2+2y,,,(rsint+pcost)(xcost—z)sint)2
+ (xsint + 9 cos 1)? (x cos t —  sin 1)2.

b) Die Lingenreduktion

Die Lingenreduktion erhilt man durch Vergleichung der Sehnenlinge [

mit der ents h 4 ati .
Gleichung (]E.I;;c enden Linge s der geoditischen Linie. Fiir s gilt gemil

e | 0, g
.;(' + P Tl AT (161)

2. Die Reduktionen bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung

a) Die Richtungsreduktion

Im Hinblick auf Gleichung (150) bilden wir zunichst ‘Sg"x”‘ und ‘3(’5"9’".

Hierzu formen wir die Gleichung (121) etwas um und sehreiben

12 8 2 A LAy s ;
m ;(1 +35) 4yt OE% 4o+ LI + O Fat . )+ PGl (162)
iicke von hoherer Ordnung als 72 Gl; und sehen

Vernachlissigen wir Ausdr
so ist in Gleichung

wir 4 @, in Gleichung (121) als eine Grofle 1. Ordnung an,
(162)

1 11 {3t = A
y :3(—7 n2t+ Vietg4d (p0>cos gs230= 5(5 n2t— Victg A ‘Po) COS Ug- x5

1 ; 1 (163
€ :2—4(1 +3ctg2d y); £ = —thg2 A @y; ¥ = gctg2A Por

2 1 1 1 p

Es ist fernerﬁ =N N 1 + »?.
Fiihren wir statt x und y die ersten beiden Gleichungen (158) ein, so wird
unter Beriicksichtigung der Gleichungen (160)

1

= %cost (%m + X cost—sint) {1 e (%m2 + 2 2 X cOST+ X2 COS> 1) 4—(}14‘

dlnm
ox
+ —]\%{3 y €08 t (xm> + 2 %m Y cOS T + 12 cos?t) + O [2 Xm ymsint

+ Ym?cOSt + 21 (xm sin®t + 2 Y sint cos t) +3 12 sin? t cos t]}

1 9
| —3{4 ecost(xm® + 3 xm2rcost + 3 x% xp,cos®t + 13 cos® 1)

"N
49sint(ym® + 3% ym>sint + 3 12 ymsin®t 4 x3 sin? t)
5)

f
- 2 ¢ [%m> Ym SID T + Xm Ym? cOS T+ X (% sin?t 44 Xm ymsin t cost

+ ym? cos®t) + 3 12 (Xm sin®t cos t + Ym sin ¢ cos? t)

e i O Y
+ 2 x3 sin? ¢ cos® t]} + =Gl,
T
Olnm AT b i (104)
) Rkt sin ¢ (Xm -+ X cost— D sin t)

1 p P B v
'1 i T (Xm2 42 xm ¥ COS + x2 cos?t) + Gly
Sl . : ’ ;
= N3{—— 3ysint (%m? + 2 xm X cOS T + 12 cos?® 1)
40 [2 XmYm COST— ym?sint + 2 (%msint cost + Ym €08*t— Ym

+ 12 (2 sin t cos® t — sin? t)]}

sin?1)

1 i . 5 - 3 %
. —]\ﬁ{_“ 4 ¢sint (xm® + 3 Xm2 L COS T + 3 Xm X2 cos2t + x3 cos®t)
+ 4 dcost(ym® +3 YmiEsint + S sin2t -+ 13 sin® )

+ 2 £ [%m? Ym €OS t — Xm Ym28int+ 1 (%m? sin t cos ¢ + 2 Xm Ym CO8>
— 2 X Ymsin? 1 — ym2sint cos t) + 12 (2 Xm sin t cos® ¢

— X Sin3t + Ym c083t—2 Ym sin? t cos t)

+ 13 (sin t cos® ¢ — sin?  cos t)]} + %Cl,;.

t




Es ist ¢ In m/d y von der Griiﬁenurdnung% Gl,, dasselbe gilt gemil Glei-

chung (150) dann auch von »”’. Daraus folgt, daB 1’ eine GroBe 2. Ordnung
und »/r eine GréBe 3. Ordnung ist.

Behalten wir die bisherige Genauigkeit bei, d. h. gehen wir nur bis zu
den Gliedern der Grﬁﬁenordnungrl(}l3 cinschlieBlich, so geniigt es, fiir die
Gleichung (150) die Gleichung

orin s dinm Glem, x>
1) \1) T —W T 7(115 (l()D)

zu setzen. Mit Riicksicht hierauf sind auch bereits in den Gleichungen (164)
die Glieder hoherer Ordnung fortgelassen worden.

GemiaB Gleichung (165) erhalten wir
7 1 A o ( Y
Y’ = 5cost (%m + xcost) p’ + 5 sin ¢t (%m + ¥ cost — ) sin t)
1 v o P P
-+ e {3 ysint (xn? + 2 x, ¥ cost |- X% cos?t) — 4 [2 x,, Ym €COS t
— Ym®sint 4 2 x (%, sin t cos ¢ -+ Ym C0s*t — 1, sin? )

+ 1% (2sint cos2t — sin3t)]l'

1 i 2 ¢ | D b
— 5808 (%0 + X CO8E) (Xm2 + 2 %, X cOS T + 12 cos? 1)

1 4 3 = . . p ’ :
+ = l4 ¢ 8in ¢ (%m® + 3 2,21 cos ¢ + 3 a,, 12 cos2t + 13 cos3 t
N# |
—4 P cos t (yu® + 3 yu? xsint + 3 y,, 12 sin®z + x3 sin3¢)
=2 ¢ [%n® ymicOB't — .. Yos . 8ID. T A X (xm2sin t cos t
e T Y cOSRt— 2 Y 8in?t — y,.25in ¢ cos t)
+ x2(2 x,, sin £ cos2 t — Xm 8in%¢ + y, cos3¢— 2 Ym 8in® ¢ cos t)
. ¢ 48
+ X2 (sin ¢ cos3 ¢ — sin3 ¢ cos t)], + 7(;l4
(166)
E o BB : R
= ﬁ(cos t—sin%t) p’ + 73€08 1 (Xm + X cOst) '’ ;isint cost
1 . ¥
- e {() Y sint cos t (X, + ¥ cos t)—29 [%m sin £ cos ¢
’ 2 CE AT 2 oo a1l
4 ¥m (cos? t— sin t) + rsint (2 cos?t — sin t)],
iy & T )
—gnasintcost (xm® +2x, rcostl 12 cos?t
2 r4 /

. : 2
—asintcost (xm + I cost)?
r

% {12 €8intcos t (Xm®+ 2 2, ¥ cos t + 12 cos? t)

— 129 sintcost (yn2 + 2 Ym X sint + r2sin2¢)

— 28 [(%m® — ym?) sintcos t + 2 x,, Ym (c0s® t — sin? )

+ 271 (2 xnsint cos2t— x,, sin3 ¢ + ¥m cos®t —2 y,, sin2¢ cos t)

L,

+ 3 x%sin t cos t (cos® t — sin? t)]} + %

Yy = }2(2 cos2t — sin2t) »’’ rlgcos t (xm - xcost)p’”’
+2 S]i\?st {3;/ cos?t — & (2 cos?t — sin? t)‘]
%sin tcos2t (xm + X cost) + ]—3; {12 ¢ sin t cos? t (%m + X COS 1)
r219sin2tcost(ym+xsint) 22
t — Xm8in3t + ym cos3 t —2ym SIn"t €OS t)
¢
+ 3 yrsintcost(cos®t — sin? t)]} - —]\,1—3(312 (166)

E= I |
—2¢[(2 xmsint cos?

i &
i 71— — sin t cos® 1
A 12(3 cos2t —sin?t) D = sin 5
: : 2 1 2 T R1a Y .
9sin2t— ¢ (cos2t—sin?t)] + 70y
4 12 intcost [2 ecos?t—2 9 sin’t Z( N
N4

Es ist genihert fiiy ¥ =10

E 1
X .
D'’ = -r—';'- sin ¢ —;Clz.

Damit wird

15
: A 08 1
= —ls(cos‘zt —sin®t) Ym’ rzsmtco -
y e ¥ . -t
i e co8*t— YmSII

|- T2 [3y xm sint cost—0 (Xmsintcost - Ym

+ L8

3 - [ ) si S xm2 e 7() sz) 1()7
— ™ sintcost + Gsintcost (e ! (167)
2r 4 2

1
— 2 — + 2 ¢ —sin’t) Xm Y } b s
¢ [sin t cos t (xm® ym?) + 2 (cos® t —sin ) Xm Ym) N

, l te l T h 4 4 < » I:' ss1ot
unc wen a ae rscnie ZW1S el IN und ] /I V(‘rlla(,h ass g B
1, n man l n nte chnu /d 18C 1 ]" .7\ ) l

> S$81

2 n
v _ 2 gint [3y cos®t — & (2 cos® t — sin t)]
- B — O Ym sin t) (168)
—‘A»—l—{~xmsin3t+ 24 sin tcost (& xmcost Ym
1 N‘

—4 {[2sintcost

|
in3t- 083 L —Gl
(xmcost—Y, ,8int) — Xp $in®t 4 ym €OS t]} T N8R
Am -y ST

= Rma°- £ e 3 2 ‘2 S 1) sin” ¢
) - Qill i cos i Sl.Ilo t i 1 € COS t 2 S
Dm N Z {

1
— ¢ (cos®t— sin? t)]} + Gl,.

sich nach Einsetzen der Ausdriicke

- i 55) ergibt
Aus der zweiten Gleichung (155) ergi 67) wnd (168)

fir D’ und v, in die Gleichungen (l
Y 2

—-—2 -——1 ——12 Y ! int cost

5 74, sint cost 12 N3 {3 Xm S1N

R 1291}
2 5 ) [xmsintcost + Ym (cos? t — sin t)] | + Gl,
— -] 08 !




und i
damit nach der ersten Gleichung (164)
Y o= —x;"sint LY [3Y xm2sin t — —

2 + 7 Xm*~ SIN Tt — 0 (2 % Ym cOS :

t 281
. 5 [l : ! m Ym Ym® sin t)]
N |21 x,,.smt(3sm2t—cos‘~’t)——;x3%int#4e 3 si
XmS sin 2] Xm® sint

—4 9 yudcost —2
é‘ Xm »,Vm (x,,. cost — ym Sin t) ] _%_ ]lvcl4

und nach Gleichung (165)

vm/// P

Ssint cost | 2 i
= 0s t N3{3yx,,,snntc0st

— O[%m sin t /
= cos t 4 ¥y, (cos2t — sin? t)]}

1 1
+ — 12 si
Ne 24 sintcost 0052 t — sin2 .
\ ( sin®t) — 7 Xm? Sin t cos t

+ 12 sintcost(sx,,,?_ﬁy ?)

—2 {[xm?sint -+
[% cost 2xm}’m(coszt—singt)—y,,.2sintcmt]} 4 1 Gl

Setzt man die Gleichungen (169) und (168)

o m £ L y £
SO € ach

1 g u X C g 13
rhalt an n eimnigen 2 sa [|l||P]l|aS§llll en 1n a]lal llS(theln I\[a

4y
o @ x, + 11
62 1 Xgy) ——— /
r 2) TNE {3;} Ay (12 2m2 — dxud x + A x?)

— 0 [24
[ xm}’m/lx—]2y:,.2Ay_4xm/1x/Jy—4y (A x2— 1 n)

+Ay@24x2—Ay2)) 4 L 1 o
yI}H Taao i | 4 ¥ [360 %3 — 60 2,2 4 x (170)

iigx:(AA x2—2Ay2)—SAx(sz——Ay2)—3AxA e

! y(4<0xm3—20x,,.2Ax+10x,,.Ax2—A 3 o

+ 724 4 x(40ym3—20ym241y+10y,,.zl yz—Axa)

= 22 C (120 2.2 v 4 2120 B N Ay—407x (1}"Z 2
— A x4y {20 (% — y,2) — 20 (%= 4 x-ym,,.);rlny) YnAg
+3(Ax*—A4y%)} — 102,453 +10y, A>x3]};LCl.

mit A x =Xy— x5 Ay i S AT
Man erhilt 7,,

wenn i :
. und , vertauscht. man in der Gleichung (170) die Kennziffern

b) Die Lingenreduktion

Zur Lo i
ur Losung des Integrals in Gleichung (161) bilden wir aus Gleich (16
chung(162)

1 1 a2
Fol gl e o xy:
m 2 72 yﬁ_éw_‘_g/%_:%z—7?£ (171)
N4~
Hierin ist ¢’ — ¢ 5 :
o

in die erste Gleichung (157) ein

In Gleichung (171) setzen wir die Gleichungen (160) ein. In den Glei-
chungen (160) ersetzen wir y durch Ausdriicke mit ¥ und benutzen dazu

die Gleichung (156). Es wird

) hs _2%51:12_:(3 xy 2 + 1 12 cost —12 1% Xm —4 y3cost) + 16l (172)
Wir bilden noch
’ 1 sint (12 cost— 24 I Lo 12 Iz coS t) *}‘ (;13 (173)

) e T T

und erhalten nach einigen Zwischenrechnungen

B e T
02 dr

1 13 [3 V Xm (4' xmz .L 1 x2)
+ 0 (12 X Ym® + Xm Ay +2ymAx A y)] (174)
5 1443 (6022 Ay*+ 4 22 A y?+18 &' (80 x? +-40 xn® A 2* + A x4
1+ 18 9 (80 ym* + 40 ym2 A y? + A yb)
+ 6 ¢ (240 xn® Ym? + 20 xn2 Ay + 20 Y2 A 22
180 xmymAx Ay +34 224 ¥} + N Gle.

3. Die Reduktionen bei der verallgemeinerten stereographischen Abbildung

a) Die Richtungsreduktion

Aus Gleichung (136) folgt
1 2 7t & a
m =1+ (= 490 12T 4 3a) + 1,-614]. (175)

durch t und 1 unter Beachtung der Gleichungen (158)

Ersetzen wir x und y
nterschied zwischen 2. N, und 1%

bis (160) und vernachlissigen wir den U

so wird

¢ 1 9 2 2
52"Im = 55(r +a) {1 — (% +ym® £ 120 ¥) + 014]

2t . 9
EL[mezcost + 2 %y Ym SIN T +ym3cost+2}3(2xm00521

r3
4 Xmsin®t + 2 yYm sin t cos t) + 1% (2 cosdt -+ 3 sin®tcos t)]

1
4 nd =Gl
-n° jUts (176)

PRa Lo roil—gpisd £y HF r2an 61|

2r
27t A o
3—3—[2 Xp28int— 2 Xm Ym COS 1 + Ym>sint
2

421 (xmsintcost—Yym cos2t 4 ym sin? ) + 12sin3t] +7

b
I




Unter Hinweis auf di ; “1es
e s auf die auch hier giiltigen Bemerkungen vor Gleichung (165)
e SO m dln :
D’ =y R m 1
i T 35 - 7015.

Es wird

: 1

Y = A s

Y 2’_2(}3 +a)y ~2—r2(p—ﬂ) [1 _%ﬂ(xmz + ¥Ym® + 22+ 2arx) + Gl
J 4

2 1]21.‘[2 o s
~— 5|2 XnEin t — / i
353 - 2%p Y COS ¢ -} Ym2sint 4 2 ¢ (%m sin t cos ¢

— Ymcos2t 4 y,,sin2¢ 02 g3 2 1 1
; ) + 22 sin3 4] + 7?5 Gly bzw.7Cl4

Sy pie VP B i
Fa)p i5(r +a) ~§7lr—3[xm sin t cos ¢ (177)

— ¥m (cos®t —sin2t) + rsind¢] 4 52k -
4 ) + x sin t] + 9 N2(;l2 })zw.r—zGl3

’” 492t
PO eI, L b tes 3 1
R 44 3 gsmit 72 N3 Gl bzw.%(;l._,

1 rre 1
;ﬁp ~

-~ Gls.

Geniihert ist p’" — :
DY = -+ 7(;13. Damit wird

2r®
D’’’ — crdntt "
! 3 55 [%mSin t cos t — y,, (cos? ¢ — sin? 0] + 2 X o
it |
by} Lty 4 1/2t 3 .
Dm =5 sind¢t 1
S == )/2m(;12

MY B P
i’ == n“F(,ll.

Nach der zweiten Gleichung (155) ergibt sich sodann

p 1
I’ =— =Py, = 1 7t 9 s
24 * 187 {20l sin t cos t — y,, I2 (cos® f — sin? g
? sin®t)] 4 72 Gl,.

Damit wird nach der ersten Gleichung (177)
B B

T e O kiR "
Dm 57 355 (4 %n® + 4 yu2 —I2)

_ 21 Fheis

i 8
37 (2 %n®sint—2 .y, cost + ya2sint) + 216l
-~ r 3.

Setzt man die Gleichungen (179)

so erhilt man nach einigen Zusa

und (178) in die erste Gleichu .
ng (157) e
mmenfassungen in analytischengl (MaB) e

XoY1— %1 Y3 1 n¢

Tl = diniss i ‘el
4r® 4 x, x, T X1 Y2 36 r3 [4 (x2y1 T )’2) (6 Xm — A4 x)

=4 b 4 (12 )’m2 —4 Ym 4 54 13 A ),2)] iy 7]2 Gl4 (180)

mit A x =% —2x,und dy =y,—y,.

Man erhilt 7,, wenn i i
Sis g vertauschf, man in den Gleichungen (180) die Kennziffern
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b) Die Lingenreduktion
Aus Gleichung (136) folgt

1 4yt (R4, 2o
; :]_—-x4r2V 2 xlﬁrz) +§1]F (2x3+3x3’2)+772014' (181)

Wir ersetzen mit Hilfe der Gleichungen (158) bis (160) x und y durch x und 9.
Aus Gleichung (156) ergibt sich

112 1 2
) :——Eﬁﬂ -,LE%):- + rGl; und daraus p’ = 51;2/3}3 + Gl,. (182)

Damit erhalten wir nach einigen Umformungen fiir Gleichung (161)

1
[Eapsoie

2
1 1 1 2
=gt e ds tmdy) (183)

TR UL 0 . LB PR Ayt +2yndxAy)

T B T T B bt Tl o R v h L N
LB o
1280 r*

e m2 - ym?)? 1 ” 1 e
+4 T ; +ﬁ7("m4x+ym41y)“+i§%_(8x"'3

+]2x,,.y,,.2+2x,,.z]x2+x,,.Ay2+2y,,.A xAy)—l—7;zCl4}.

VIL. Bemerkungen zu der verallgemeinerten konformen
Lambertabbildung und insbesondere zur verallgemeinerien
stereographischen Abbildung des Erdellipsoids

1. Untersuchung iiber die Formtreue der Abbildung
des geodiitischen Strahlenbiischels

Es ist zu untersuchen, ob auch bei der im Abschnitt IV durchgefithrten
verallgemeinerten konformen Lambertabbildung des Erdellipsoids ein geodi-
tisches Strahlenbiischel formtreu abgebildet wird. Diese geometrische Eigen-
schaft ist ja, wie in der Einleitung ausgefiithrt worden ist, der konformen
Lambertabbildung der Kugel und ihren beiden Grenzfillen, der Mercator-
abbildung und der stereographischen Projektion, gemeinsam.

Aus Gleichung (150) folgt fiir die Kriimmung k des ebenen Abbildes
einer geoditischen Linie bei der konformen Abbildung

i 1  dlnm  dlnm e
oL ( T by) oder, wegen y’ = tg i |

Ty Y
§i 8 TURTY o\
(1 + y/z)? '1 + - gl

k i sin T——M"mcosT:l<6—.'2 sin T—éﬂcos 11
m \0 x oy

(184)

iy oy

e e ——




Dieselbe Formel hat Laborde ([14] S. 62 Gleichung (41

Wege abgeleitet. T i d .
b it Einie,e ist der Richtungswinkel des ebenen Abbildes der geodi-

Angenommen, der Koordi
£ ¢ '~ Koordinatenursprung liege im Abbil i
: ;sd(l:t;:z;)chteteil geoditischen Strahlenbﬁschelsgund diesesl %i(iise(thICheltels
ene als Geradenbiischel, also formtreu, abgebildet, so msﬁt‘:erde

Vi : ((Sm 4 i - B, om

m

Tr Ty iy ) =0 oder y—sl_0  (s)

sein. B B

i uit(;'a;hltlf:dn;:nhciafsl ‘Vergroﬁerun.gsverhéiltnis m als die dritte Koordinate
e v Stzllt . ie én-{&chse im Koordinatenursprung senkrecht auf
e Umérehu Ay ie lelc%mng (185) die partielle Differentialgleichun

[13] IIL. S. 135 Gln_g?1 dchen mit der m-Achse als Drehachse dar (Rothg
e S S-V vy eichung (25))'. Das bedeutet, daB die Linien gleichen V. X
<orily Sgcrahlesb'r'usiesl m Krelsf um das Abbild des Scheitels des eo;f.
e iisc é s sein miissen. Diese Kreise schneiden die eingel .
der Konformitéiterin daﬁrz(ilglﬁ):lf'clgels dl‘.echtwinklig. Hieraus folgt e Welgl::ll
torien des betrachteten geodﬁtiséhefilr Sltisaelflgi)eiizzh(illz Zgll(llogonalen b

Wir wenden die Gleichun 5 i
: g (185) aufd 1 i i
Abbildung des Erdellipsoids an. E)s folgtlea;(;ra(;ll%?éllll(::;r?l:I;g;reographm(:he

om om 2 nhs

> yl)-x—x(w:——:ir?—Ny3+r/zCl4. (186)
e i : :
ie linke Seite der Gleichung (185) wird also nicht null; es ist also die Ab-

bildung des diti 4
i % geoditischen Strahlenbiischels durch den Normalpunkt nicht

M .
& dukt?:nk:clllﬁigéZiC TI?;s:%?zilltla :;uci aus der Glf:ichung (180) fiir die Winkel-
N s i imnthon Eackid St b nth

(21 :Lﬂy3+ 2Gl
1§ Yo' + 526l (187)

Wir wollen schlieBlich noch den W. i
graphischen Abbildung berech B A G Tt O e
A ﬂlgg nen. Es wird nach der ersten Gleichung (155)
Jm 16 r2ﬂ+ 256 r4 (4 x"‘2+4y"‘2_12)
1 7%t
e lCxldy —2x.yndx+y.2Ay) +

setio st
Fagm Ay

Fir x; =y, =0 wird f =0 und damit
T sl RIS
4 Im = m ?; ly23 + 7/21014. (188)
uch hier zeigt sich, daB die Ati
¢ ; s geoditischen Lini

g:;];)te lil:h 6113ht als Gerade abbilden. Bemerkens\lfvr'lellf'}’;1 i(situr((:i}allﬁd(i)lils R on
gogebenen Orduung 9 nur von y, nicht aber von » abliiugig’ist.. Ton all
Sa8kon Lin: Dmdungefahr den. groBten Abstand des Abbildes der 3
e & edxlfon er Sehne zwischen den Abbildern ihrer End unk e
i . Aus diesem Grunde soll ein Zahlenwert fiir Ym ge ebI; SR
i ¥y =450000m; I = 500000 m; ¢ — 50°. Dann o s g"gigen:
Dm =0, m.
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)) auf einem anderen

Zur Ermittlung der tatsichlichen maximalen Werte von 3 wire eine
genauere Untersuchung der Abbilder von geoditischen Linien erforderlich,
eine Untersuchung, die bei der stereographischen Abbildung zweifellos sehr
lehrreich und wichtig wiire. Hier soll jedoch davon abgesehen werden.

DaB es eine stereographische Abbildung mit formtreuer Abbildung des
geoditischen Strahlenbiischels, das den Normalpunkt als Scheitel hat, iiber-
haupt nicht geben kann, hiitte schon aus dem vergeblichen Versuch im
Abschnitt III zu 3. d) geschlossen werden konnen, eine konforme Abbildung
des Erdellipsoids mit geradliniger Abbildung eines Meridians zu finden, bei
der im Abbild die Linien konstanten VergroBerungsverhiltnisses Kreise um
den Koordinatenursprung sind. Denn damit war zugleich die Unméglichkeit
erwiesen, der Gleichung (185) gerecht zu werden.

Die bisherigen Betrachtungen haben ergeben, dafl bei der verallgemei-
nerten stereographischen Abbildung des Erdellipsoids das geoditische
Strahlenbiischel nicht formtreu abgebildet wird, wenn man von Sonder-
fallen (Normalpunkt im Pol) absieht.

Bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung des Erdellip-
soids 1Bt sich dieser Nachweis nicht so einfach fithren. Es 1aBt sich keine
Gleichung aufstellen, die der Gleichung (186) entspricht und nur Glieder
mit 72 enthilt, weil sich auch bei der verallgemeinerten konformen Lambert-
abbildung der Kugel kein strenger geschlossener Ausdruck fiir das Ver-
groBerungsverhiltnis m in Abhiingigkeit von x und Yy ergibt, wie das bei
der stereographischen Projektion der Fall ist. Die Gleichung (121) stellt
nimlich — auch bei Vernachlissigung der von der Abplattung abhingigen
Glieder mit 72 und 7% d. h. fiir den Fall der Kugel — nur den Beginn einer

h Potenzen von x und y dar, bei der es nicht ohne

Reihenentwicklung nac
weiteres nachweisbar ist, dafl die Linien gleichen VergroBerungsverhiltnisses m

Kreise um das Abbild des Scheitels des geoditischen Strahlenbiischels
sind, wie es bei der konformen Lambertabbildung der Kugel der Fall ist.
Aus diesem Grunde laBt sich ohne besondere Umstinde auch nicht nach-
weisen, daB die Linien gleichen VergroBerungsverhiltnisses m — gemil
Gleichung (121) — bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung
des Erdellipsoids nicht Kreise sind. Wir beschrinken uns daher darauf,
dieses aus der Tatsache zu schlieflen, daB auch bei dem Grenzfall der ver-
allgemeinerten konformen Lambertabbildung, nimlich der verallgemeinerten
stereographischen Abbildung des Erdellipsoids, die Linien gleichen Ver-
groferungsverhiltnisses m nicht Kreise sind. Wie bei der stereographischen
Abbildung wird auch bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung
durch das Hinzutreten der von der Abplattung abhingigen Glieder die
Kreisform zerstort. Das gleiche gilt fir die verallgemeinerte Mercator-

abbildung des Erdellipsoids.

Es erhebt sich nun die Frage, ob es iiberhaupt eine konforme Abbildung
des Erdellipsoids gibt, welche zugleich die formtreue Abbildung eines geo-
ditischen Strahlenbiischels ermoglicht. Die Antwort muf} ,.nein“ lauten;
wobei wiederum von Ausnahmefillen (mit den Polen als Scheitel des Biischels)
abzusehen ist. Wollte man namlich die Formeln fiir eine solche Abbildung
aufstellen, so miiite man den Ansatz dazu derart machen, daB der Gleichung
(185) geniigt wird. Das heifit, man miiBite ihn so machen, daB eine geodi-
tische Linie des Biischels formtreu, d.h. als Gerade, abgebildet wird und
daB in der Abbildung der Kreis um das Abbild des Scheitels des geod-
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s::if;i:n iitza;ﬁle;l:;szhels lsﬁm [ﬁbild, eine orthogonale Trajektorie des Bii
nels, in emselben Mafstab d i ot

Linie gleichen VergrﬁBerungsverhéiltn?sses ar:zStizltl.t o, e

G ; ; :
gemacﬁili:rlo Ifg:ierEAisatz'lSt'aber im Abschnitt IV, 1. a) Gleichun (76)
st ey s hat sich Jetzt gezeigt, dall sich aus diesem Ansatzgkei
o Tatsachel' Llng des geodiitischen Strahlenbiischels ergeben hat Aze
esrion ity g tlS n};n zu folgern, daf} die formtreue Abbildung iiberl.lau :
L um;;4 a)s » wei }fs — wie bere}'ts mehrmals gesagt (vgl. Abschnitt TIT
st .Lin‘-bm‘cd t zwei verschiedene konforme Abbildungen gibt, bei
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naherung an die Formtreue erreicht wird, die iiberhaupt mﬁI;lgi(::Illl islte

W i .
lich wéi:nsgl;ifj‘(;sl;mtrs}le AAb },’lld“ng des geoditischen Strahlenbiischels mog-
Linien ,l Vi {lfn ie bbilder der orthogonalen Trajektorien des Biisch %
Kok s§in D:s : e&-groﬁerungsvt?rhéiltnisses und  zugleich konzentrisc(l:lS
Linien VOD;. o heleute]:, daﬁ sich die Stiicke der einzelnen geoditisch: e
—th eradl.us.c escheltel' bis zu einer ihrer orthogonalen Trajekt e
it % i dmlg ‘}md (‘l.amlt gleich lang abbilden miiBten oder mitJ an(;); iy
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k5 zuglgeich. (1121536 ?ii)}llla:glik(g't der rflduzierten Linge m vom Azimutn g
. v uc 16 geoditi . .
gonalen Trajektorie — vgl. Gleichung g(8 S)at—lscrﬁ‘ijt I;;;m:lzlll;i te;irllle;e r(;trtho(i
un

nicht — wie bei der Kugel — konstant ist, Wir miissen also beim Erdellipsoid

zwischen geoditischen Entfernun i
s i E gskreisen (das sind i
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(das diesili:i(:;h (ir\:va}llhnti’daﬁ flle aus der Gleichung (185) gezogene Folgerun
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e oot il dunk ,,Isomorphen“‘ steht (Laborde [14] S. 38 Nr 12e)IT
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= inien. Sind die I i i .
demnach die Isomorphen ein Strail(iglfifggcﬁglnzbeirlﬁ::‘:he e B,
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2. Vergleichung verschiedener ,,stereographischer¢ Abbildungen
des Erdellipsoids

Lambert hatte sich bei der Ableitung seiner Formeln fiir die stereo-
graphische Abbildung auf den Fall beschrinkt, daB einer der Pole (der Kugel
und des Ellipsoids) Normalpunkt der Abbildung ist.

Bereits im Jahre 1779 verdffentlichte Lagrange eine Abhandlung ([5]
S. 3),in der er eine der in der Einleitung erwihnten Eigenschaften der stereo-
graphischen Projektion der Kugel, nimlich die der Abbildung der Kugel-
kreise als ebene Kreise, teilweise auf eine Abbildung des Erdellipsoids mit
beliebiger Lage des Normalpunkts iibertrug. Er entwickelte eine allgemeine
Formel fiir simtliche konformen Abbildungen des Erdellipsoids, bei denen die
Meridiane und Breitenkreise als Kreise abgebildet werden. Es gibt hierbei
unendlich viele Moglichkeiten, die in der von ihm abgeleiteten Abbildungs-
formel durch die verschiedenen Werte einer Konstanten ¢ gekennzeichnet
werden. Fiir ¢ — 1 erhilt er eine Abbildung, die der stereographischen Pro-
jektion der Kugel bei beliebiger Lage des Normalpunkts entspricht.
chen Sozietit der Wissenschaften

Als Beantwortung einer von der kénigli
isfrage brachte dann C.F. Gaufl

in Kopenhagen fiir 1822 aufgegebenen Pre
seine ,,Allgemeine Auflésung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen Fliche
auf einer anderen gegebenen Fliiche so abzubilden, daB die Abbildung dem
Abgebildeten in den kleinsten Teilen #hnlich wird* ([2] S.189). Er ent-
wickelte hierin u. a. zwecks konformer Darstellung der Oberfliche des Erd-
ellipsoids in der Ebene x und y als Funktion von ¢ und I. Aus der besonderen
Wahl dieser Funktion ergeben sich verschiedenartige Abbildungen. U. a. er-
hilt er — nach seinen Worten — ,.eine der stereographischen Polarprojektion
analoge** Abbildung mit beliebiger Lage des Normalpunkts. L. Kriiger [7]
hat diesen Fall eingehender behandelt und dabei festgestellt, daB sich bei
ihm die Meridiane und Parallelkreise als ebene Kreise abbilden ([7] S. 10).
Professor Eggert ([18] S.158) hat die bereits von Grabowski ([11] S.4)
erwihnte Tatsache bestitigt, daBl diese Abbildung auch als konforme Doppel-
abbildung aufgefalt werden kann, bei der zunichst das Ellipsoid konform
auf eine Kugel mit dem Radius N, im Normalpunkt und gleich grofier Normal-
breite iibertragen wird und dann die Kugel unter Beibehaltung des Normal-
punkts durch stereographische Projektion auf die Ebene abgebildet wird
(d.h. 4 = Nyund a = 1; vgl. Abschnitt IV. 3. c). G. Lehmann hat gezeigt,
daB die ,stereographischen” Abbildungen von GauB und von Lagrange
identisch sind ([22] S. 339).

Eine andere stereographische Abb
wenn man bei der Doppelabbildung an
A = N, die Kugel mit dem Radius r =

hat man o2 =1 + e2cost ¢, — vgl. z.
Weil sich diese Kugel in dem Normalpunkt besser an das Ellipsoid anschmiegt

als die erste Kugel, erhilt man giinstigere Werte fiir das Vergroferungs-
verhiltnis. Diese Art der Abbildung des Ellipsoids auf die Kugel ist zuerst
1844 von GauB angegeben worden ([2] S. 259 fF).

Es soll noch nachgewiesen werden, daBl das Ergebnis, das man erhilt,
wenn man diese Kugel mittels stereographischer Projektion unter Beibehal-
tung des Normalpunkts auf die Ebene abbildet, identisch mit derjenigen
Abbildung ist, die sich ergibt, wenn man in der erwihnten Lagrange’schen

ildung des Erdellipsoids erhilt man,
die Stelle der Kugel mit dem Radius
YN, M, treten laBt (statt a = 1
B. [8] S.574 Gleichung (15) —).
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e ——— PEEESS a

Abbildungsformel ¢2 — 1 + e’? cos?

G. Lehmann festgestellt worden. P SEWRF.  Wieso Lduitient jut/ateh you

v ]g llilr ;i:iz SVer%rt')I.}erungsverhéiltnis bei den La
p auf die Ebene gilt nach G.Lehmann ([22] Gleichung 14d))
2ctecdyg
N —
cos @ (c— sin @,)* + 2 ec 49 (2 — sin? Po) coscl - e*Aq(c + sin @)
0.

Es ist e41 — SR gf
oot o4t = tg(85 + ) (TTIREN oyt + i)
Y \ )

b 2 Ny cos @,

Ist das Ellipsoi :
psoid auf eine K : g
nach dem Gesetz (vel. eJO;lgel mit den geographischen Koordinaten u und }

dan-Eggert Bd. III [8] §§ 102, 103)

(05 + 3) = el + eyt 1
abgebildet worden, wobei CBGRT

2

a =1 ’2 4 )

] + €’* cos? ¢, und damit « cos u, — V. cos " ; e

sein soll, so wird, wenn 1 . st ST
: w — . .

Kugel ist, j ntg (45 + u/2) die isometrische Breite der

o = tg (85 +5):ega5 + %)

— tge(45 4 2)(L—esingye L e
LTl BT e o g

(3"1 w _— ou a4 q,

Das VergroBeru iltni +*
Kugel fo7 ngsverhiltnis bei dieser Abbildung des Ellipsoids auf die

N cos ¢

Bilden wir die K :
mit der Konstanten clllg;;) auf die Ebene nach der L

m; =a

agrange’schen F
b : ormel
erhalten wir als Vergrﬁﬁerungsverhéltnis

2
o A cos u, p Sere
A cos u i

(Cl—sinu)z + 2e14w 2 -
0 e1dw (c~_ 2 3
1 sin® u,) cos c, A + e2c; dw -
__ 2 V,cos g, : o) 14+ e*adw (¢, 4 gsin y)?
acosu (ac : ; 2a%c2ercd g
18 @g)? + 2es e 49(a2c,?

K% —sing)cosac,l+e2acid g (g ¢, + sin ¢,)?
iir den U .
gesamten Ubergang vom Ellipsoid zur Ebene gilt dann

Setze i Sy

A W a ¢ '=¢, 80 'b . .

Bilden wir die K : . P sich fiir m der oben a

und es wird ugel stereographisch auf die Ebene ab, so :E:Bge:) o l‘xs/:irx:.
1F s

2
e = ((2 =1
9,2 cos? Po-

Es ist also die La Y
: grange’sche Abbild gh P 3
ot Bt LS A o Bl e e
e Radiuffe j ildung, bei der das Ellipsoid zunéichft0 ;ui'nslizdll(mltl de%--
At = }Mq Ny und dann die Kugel unter Beibehaltung d lll\lge oS

»Stereographisch* auf die Ebene abgebildet wird oy
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grange’schen Abbildungen

Eine dritte Art von stereographischer Abbildung hat Roussilhe ange-
geben ([9] S.330). Irgendwelche Erwigungen geometrischer Art stellt er
nicht an. Er beabsichtigt lediglich, Formeln aufzustellen, in denen x und y
als Funktionen der geographischen Breite und Linge des Erdellipsoids er-
scheinen und die eine der stereographischen Projektion der Kugel analoge
Abbildung ergeben. Zu diesem Zweck geht er von der fiir die Kugel giiltigen
Formel x — 2 r tg (s/2 r) aus und entwickelt sie fir den Meridian, der

geradlinig abgebildet werden soll, in eine Reihe. Er setzt r = }"NM.

Im Gegensatz dazu legt Professor Eggert ([18] S.160) dem Ansatz
seiner Formelentwicklung die Forderung zugrunde, daf die erzielte Abbildung
,azimutal* sein soll. Hierbei versteht er unter ,,azimutal* nicht nur, daB in
der Abbildung die Azimute der von dem Normalpunkt ausgehenden Rich-
tungen erhalten bleiben — das ist bei konformen Abbildungen stets der
Fall —, sondern es sollen insbesondere die Vertikalschnittbogen durch den
Normalpunkt als Gerade in der Ebene abgebildet werden. Zum Schluf} seiner
Arbeit gibt Professor Eggert noch einen Weg an, der einzuschlagen wire,
%venn man statt der Vertikalschnittbogen die geoditischen Linien durch den

Normalpunkt geradlinig abbilden wollte.
In der vorliegenden Arbeit schlieBlich ist die stereographische Abbildung

des Erdellipsoids als Grenzfall der verallgemeinerten konformen Lambert-
abbildung durchgefiihrt worden, deren Grundgleichung mit dem Ziel ent-
wickelt worden ist, in moglichst grofler Anniherung die formtreue Abbildung
eines geoditischen Strahlenbiischels zu erlangen. Als Grundgleichung dieser
Abbildung hat sich fiir das VergroBerungsverhiltnis einer geradlinig ab-
gebildeten geoditischen Linie der Ausdruck m, = x/m — vgl. Gleichung
(124) — ergeben. Denselben Ausdruck erhilt man, wenn man den eben er-
withnten von Professor Eggert angegebenen Weg einschlégt.

Die genannten Arten der stereographischen Abbildung wollen wir jetzt
miteinander vergleichen. Als Vergleichungsmittel soll das VergroBerungs-
verhiltnis dienen. Wir miissen daher die VergroBerungsverhaltnisse der
einzelnen Abbildungen aufstellen. Wir beginnen mit der Doppelabbildung
auf dem Weg iber die Kugel mit dem Radius r = M, N,. Fir die Ver-
gleichung geniigt es, nur bis zu den Gliedern 7? - Gl3 einschlieBlich zu gehen.

a) Vergrﬁﬁerungsverhéltnis m, fiir den Fall der Abbildung des

Erdellipsoids auf die Kugel mit dem Radius r = YMy, N, und

darauffolgender stereographischer Projektion der Kugel auf die

Ebene. Hiermit identisch ist die Lagrange’sche Abbildung mit
der Konstanten ¢t = 1 + €% cos* @

Nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S. 583 Gleichung (15)) besteht fiir das
VergroBerungsverhiltnis bei der Abbildung des Ellipsoids auf die Kugel mit
dem Radius r = J M, Ny:

n?
mal 1— —17'4 14 A (}‘3. (189)

Bezeichnen wir die geographische Breite und Linge der Kugel mit u und 2,
so gilt nach Gleichung (135) fur die stereographische Projektion der Kugel
auf die Ebene
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me, =1 +%A u? -i—%cos2 uﬂﬁ—%tcoszuod u* mit Ju=u—u,. (190)

Nach Jordan-Eggert Bd. ITI ([8]S.572 Gleichung (11), S.575 Gleichungen (17),

(17a) und S.579 Gleichung (18)) ist

und

A =al, acosuy, =V cos g, Vigu,= tg ¢,

Au:I—I,A(pqtg?lztdqﬂ+—l~f(1—t2)4¢3- Damit wird

2 V3 2 Vs

1

Au2:-V—ZAtp2+3r/2tA(p3, Aua:%’d,}ﬁzs wiiid (191)

und

191

g o 2 2
cos® uy A* = cos? ¢, V21

1 3 1
m,, =1 +37md et + 7 VZcos? ¢, I2 -Jrzrﬁtd(p:‘—z tcos® gy A g2, (192)

Somit wird

1
m, = 'nu1 ma2 =] +Z (1 —— I}2 + )/4) A (])2

1
+ 7 (1 + %?) cos? g, 12 + 11—2

(193)

ntt 4 g3 — % tcos® g, A pl2.

b) VergroBerungsverhiltnis m, fiir den Fall der Abbildung des
Erdellipsoids auf die Kugel mit dem Radius 4 — N, und darauf-
folgender stereographischer Projektion der Kugel auf die Ebene.
Hiermit sind identisch die »Stereographischen* Abbildungen

von Lagrange —c=1—

und GauB (Kriiger)

Nach C. F. GauB ([3] S. 111 [4]) gilt fiir das VergroBerungsverhiltnis my,
bei der Abbildung des Erdellipsoids auf die Kugel mit dem Radius 4 — Ny

_td : 2
Inmy =Inn = 2 hcos P2 2 (1 —eesin PY)

+%hsinPcosP(l +§h co

Hierin ist

aa

3
2® (1 —eesin P?) 2

a®

8%

h s a
S P=gsa=(p—P) —2_._,

es ist x nach Siiden positiv.
Ferner ist nach S.112 [6] a.a.O.

——
J/1—ee sin P2

Au=1p——P: 1—ee 4 3 ee (1 —ee)sin2P

i R )
1 — ee sin P2

4 (1 — ee sin P2)? oamité:d(p:(P_(PO'

Beriicksichtigen wir noch, daB nach Jordan-Eggert Bd. III ([8] S.197

Gleichung (5), S. 204 Gleichung (15) und

e

= B gy [PE Y 12 2.
T—a —¢% 1—e?sin2p = W2,

S. 205 Gleichung (25))

1—e? 1 e? e’2

We == ﬁund Tz = Wist,

so wird

1

2 1 2 3. 3 — A g3 (194)
37 ; 2 —_—Aep2+3n2tdoe du @
Au——VIE A —}-EyV—iA @2 Au? V‘V/‘I(p n J ye

und damit 3 gt ; 1 %% 3 (195)
myy = 1 ‘1‘—2#—441 G 1 bl

: d h
Bei der stereographischen Projektion der Kugel auf die Ebene wird nac

Gleichung (135) das VergrbBerungsverhﬁltnis
1 Ad
el —%—lA u? —%—71{0052 ug 2— 7t cos? uy 4 u 2
0 4

und wegen der Gleichungen (194) wird mit 2 =1 und uy, = @

1
3 1 2, — Al? (196)
1 Sl 2 1 24214 @3 — —tcos® @y 7349 »
miy =1+ 5734 9 + goost g+t d 90 —3 ¥
und damit A
; 1 b =12t A @3
| LT 2 2 4 net p
meMblmb2:1+Z(1—)/4)A(p {—4COS .l ) 5 (197)
L mendor

i ¥ t 0-
VergroBerungsverhiltnis m, bei der Egge‘rt s?;len stere
2 " graphischen Abbildung des Erdellipsoids

' : A I
Entsprechend Lehmann ([22] S. 426 Gleichung (36¢)) ergibt sich als
n . B
Abbildungsgesetz fiir den Meridian

11 .
LA xips 2c052a+r/4cos4a)s3——§m1,2tcosas (198)

=5+l +27

1 4 e T

of e e S
¥'s 120 INS

y : d
Im Hinblick auf die Gleichung (19) ist demnach, wenn wir nur bis zu den
1 . .
Gnlliedern 4. Ordnung einschlieBlich gehen,

11 5 199%)
= —z == pttcosa. (
L2 2 cos® a + 7* costa) und a, 8 N3
a, "‘ﬁ—z(l +29 1

h Gleichungen (21a) wird dann
T e I Neeos' @92 qf), (199)
Cg = — f—zw(l—Q 2—qnY) und ¢, =5 —(0
cosa
9*) in die Gleichung (46*) und — zur Kontrolle —

Setzen wir die Gleichungen (19 e S oy

i i 199) in die Gleichung (4-6).ein,
;%B(:l?;lgl:\?egri;linis )fiir die konforme Abbildung
1

)3
m=1+34¢ +geostq(l—n)B+gu'tdy

"%‘ cos? g (1 — %) 4 @ I°.

(200)
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Dieses V. o &
B Merigi:f; O“);f;:l?gZVerhaltnis gilt fiir eine konforme Abbild bei

: ind Hiara 611;1; durl():h Gl](:ichung (198) angegebenenmagésetil dlt;r
by zu bemerken, d i _—
wiihlten Herleitung der [‘'Ill)lertra:iBgukileglsf('1 wieide B i

nicht gewiihrleistet ist (vgl. Lehmann [zgi‘r[éelzgd%ie strenge Kon-

Eggel‘t ge
formitit

d)

VergroBerun i i

gsverhiltnis m; bei der R ilhe’

stereographischen Abbildung des Erd(;;llsii)lsl(l)liedsc}len
s

Roussilh i
- e ([9] S. 330 Gleichung (327)) hat fiir die Abbildung des Meridi
sprechend der fiir die Kugel giiltigen Formel x / )l i

S

die Gleichung =R rde b

1
g 1
S T kS
I2MN oS e (201)

x =s -4

angesetzt. Wegen Gleichung (19) wird also

1 -
g = ——0—0 — — —
3 12MN — 12 N2 (]. + 7/2) und a, = 0 (202*)
und damit wegen Gleichungen (218.)

1N 3 @
A dir _E%ﬂl 22 +7? und ¢, = St o o
et~ U cops (2—122 + 672). (202)
Setzen wir die Gleich :
) ungen (202%*) i i i K
trolle — die Gleichungegn (§02) I die Glamenz 400°) viud.— mur s

J ,_ in. die. Glei ]
fir das Vergr‘)ﬁeru“gsverhéiltnis drfl:n izugdl:;i}iung (46) ein,, so erhalten wir

my = 1 l i@ P
d = 1 (1 )/2 -+ )/4) A (/JZ e _1110052 @ (1 T '/-_)) 24 3 5
I T Z)/ t A (])3 (203)

1
—Ztcosz (1 48424 o I2.

e) .V o
) VergroBerungsverhiltnis m, bei der hier abgeleit
eiteten

verallgemeinerten stereographischen Abbildun
Nach Gleichung (135) ist g

=1 S -
T 30—+ 1) A + Jeostp (1 + ) Byey g g8
" 36
%rg ‘ (204)
pteos g3+ 834 2
Die verschiedenen hier betrach |
G e et ! etrachteten ebenen k i
doy unl; ;3‘ ]lgps?lligsdsmd auch voneinander konfo:'lmeozfl?lz?;n P
gl - urch die Doppelabbildung iiber die Kugel lefltggg' %en(f' >3
e 1 m
abgebildo o erzielte Darstellung in die anderen Darstellungen k j’ms
et, so erhalten wir als Vergrolerungsverhiltnisse > gk
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1 ’
my =— =1+ %1,2 1—27)4 q)2—74—n2 cos? g, I?

Mq

42 it 4 (12 4 ¢* + 27 cos gy F)

1 9 2 2
-+ X p2(l—)A4e* —3 n? (1 -+ 1) cos® g, I? (205)

e %rﬁ tAd (12 4 ¢* + 27 cos? @ %)
+ % 2td @84 ¢*— 135 cos? @, I%)

1
+ 73 2t A g (16 4 ¢*—39 cos? g, 1%).

Die Gleichungen (205) bestétigen uns, daB hinsichtlich der Verzerrungen
die Unterschiede zwischen den betrachteten fiinf ,,stereographischen* Ab-
bildungen des Erdellipsoids duflerst gering sind. Das liegt daran, daB3 die Ab-
plattung des Erdellipsoids duflerst gering ist. Ausschlaggebend bei der Aus-
wahl unter den fiinf Abbildungen werden daher etwa gewiinschte geometrische
Eigenschaften der Abbildung, wie z. B. die kreisformige Abbildung der Me-
ridiane und Breitenkreise oder die maglichst groBe Formtreue in dem Abbild
eines geodéitischen Strahlenbiischels, oder iiberhaupt nur lediglich rechen-
technische Erwigungen sein.

Es soll noch erortert werden, in welchem Fall das geoditische Strahlen-
biischel mit dem Scheitel im Normalpunkt (x, =y, = 0) am formtreuesten
abgebildet wird. Bei der Eggert’schen Abbildung ist das zweifellos nicht der
Fall, bei ihr werden vielmehr — entsprechend ihrer Herleitung, wenn wir
sie streng konform durchfithren — die Vertikalschnitte durch den Normal-
punkt nahezu geradlinig abgebildet. Nahezu das gleiche 1aBt sich, wie
G. Lehmann nachgewiesen hat ([22] S. 431), von der Lagrange’schen Abbil-
dung mit der Konstanten ¢ = 1 (identisch mit der stereographischen Doppel-
abbildung iiber die Kugel mit dem Radius 4 = N, und mit der Gauf} - Kriiger-
schen stereographischen Projektion) sagen.

Unter den Lagrange’schen Abbildungen ist nach G.Lehmann ([22]
S.376) die Abbildung mit der Konstanten ¢ =1 + e cos? g, (identisch
mit der stereographischen Doppelabbildung iiber die Kugel mit dem Radius
r = M, N,) diejenige, bei der die Abbilder der Strahlen des geodiitischen
Strahlenbiischels durch den Normalpunkt die geringsten Abweichungen von
geraden Linien zeigen. Es ist in diesem Fall ([22] S.376) die Richtungs-

reduktion im Normalpunkt
1

2 &
T :Er/gtx—zrs—”. (a)

Hristow ([23] S. 468) vermutet, daB die Roussilhe’sche stereographische
Abbildung des Erdellipsoids, fiir die er die Formeln neu abgeleitet hat, die
beste Anniherung an den Fall der formtreuen Abbildung des geoditischen
Strahlenbiischels durch den Normalpunkt darstellt. Fir die Richtungs-
reduktion im Normalpunkt ergibt sich "bei der Roussilhe’schen Abbildung

T, =gt Vﬁ (y2* —2 xy7)- (b)
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Bei der hier abgeleiteten verallgemeinerten stereographischen Abbildung
ergibt sich — vgl. Gleichung (187) —
1 3
T =5t 3;3-2 . (c)
In allen drei Gleichungen ist im Nenner r3 fiir den genaueren Wert r2 - Ny
gesetzt.

Zur Vergleichung der drei Werte (a), (b) und (c) fiir die Richtungs-
reduktionen berechnen wir jhre Maximalwerte fiir die Lange I der Verbin-
dungsgeraden zwischen Anfangs- und Endpunkt der ebenen Abbilder der
vom Normalpunkt ausgehenden geoditischen Linien. Beriicksichtigen wir,
daB fir x; =y, — 0 Yo =1-sintund x, =1 cos¢ ist, so erhalten wir bei
der stereographischen Doppelabbildung ‘iiber die Kugel mit dem Radius

r = /M, N, e = 0,064 52 ¢ L, ()
bei der Roussilhe’schen stereographischen Abbildung

Tows = 0,167 y2¢ & (b")
und bei der verallgemeinerten stereographischen Abbildung

Toex = 0,056 721 5. (c’)

Fiir die entgegengesetzte Richtung zum Normalpunkt hin, also fiir
Xy =¥, = 0, erhalten wir als entsprechende Absolutbetrige der Richtungs-
reduktionen jeweils das Dreifache der vorgenannten Betrige.

Aus Vorstehendem geht hervor, daB die hier abgeleitete verallgemeinerte
stereographische Abbildung das geoditische Strahlenbiischel mit dem Scheitel
im Normalpunkt am formtreuesten abbildet, was ja dem Ziel der Ableitung
entspricht.

VIIL. Sonderfall der Kugel

1. Die ﬁbertragungsformeln

Samtliche in dieser Arbeit erhaltenen Formeln gelten fiir die Kugel,
wollen uns hier darauf beschrinken,
konforme Lambertabbildung und die
anzugeben (vgl. auch Abschnitt IV. 2.).

a) Verallgemeinerte konforme Lambertabbildung der Kugel
Entsprechend den Gleichungen (116) bis (121) erhalten wir

E 1 ’ 1 Lz 2
j%cosa(,.x =4dg +§c0s2(pt13+gd qﬁ—isnnz(p/l @ I?

+%ctgd ®o 4 ¢t —}—%cosz(p(t—ctgd @) 4 @2 I2

+ 37 cos' g (ctg A gy —t—13) 14 4 135 (5 + 3 ctg? A g)) 4 g5 (206)

— 15082 ¢ (582 — Tt otg A Po +3ctg A go) A g3 P2

+icos4 Betg2 A4 g, — 102 cte A + TR+t A4¢
24 (P g ‘Po g ‘Po @

1 e
cos g — cos @1 — sin ¢ 4 @l —51*cos @l

_Lleosp@t—ctgAg) A ¢®l
6
3
—%cos"tp(ctgll po—t—13) A gl
1
———l—cosqa(éltctgA @o— 3 ctg2 A @) 4 ¢*l
v 2 A @) 4 P13
__.._l_cos3(p(2t2——3tctgA ¢0+Ctg Po

v Agy + T8 + 115
2

x3 1, Lo o
2 = ao-x—5
ol | Y_z—lcosamxra 517 €08 Gy« 3

A(p:cosao-x—N~§ 6

: —2) 2L

—gpetg 4 %f—Q + 7 (ctg 4 9o —21°) =3 ;

214 2 t Atp)Zi +—1—(5——3ctg24](p0)cosa0.x7g (208)
+ = (Be2+t—ctgd o) T T 139 B

—3ctg2 A @) €08 ap.x—5

+ (9t4+4t2—4tctgd<po ctg o x3y'2

(614 +12—2tctg 4 @o— 3 ctg? 4 @) €08 a0« 5

t xy  L1ficosar-zig 2, 43
= e Es‘;rz 3 rPcosg >
Lptiielgd gy =t — G (BT =&Y
T 6 ricosg 2
1 c0800-2(3 tg3 4 g + 5tctg A po—81
T 120 rScos @

5
— 240 (5 2ty —10 a? y3.+ y°)

cos ap-xY

= == —-1 — Agl?
1+ g 4 ¢* + : ctg 4 ¢, A @3 + 3 cos? g (t—ctg Agy)de
i Y C 6

+ 511 (5 + 3 ctg? 4 g) 4 ¢* (210)

) A o2 12
——%coszzp(2t2——5tctgzl(p0+3ctg2/lqo) @

4
+%cos4(p(t2—2tctgél @ + ctg® 4 go) 1

2

(211)

- . A @, cOos ag-x —5
Z _—Zet

m:l-klﬁ —i»—z—ctgA Po €08 @0 x5 — 3 8 4 Po 3
2r 2 3 2 A x2 y2 o lctg2 A P y;.T.
¥ %(14'3“%241 @) 7w — 78 A P T3 :
I / n

i ie Bedeutung der Funktione
sty dl?st wahrscheinlich, dafl diese

. - 121)
Di ek hinter Gleichung (
STy 11 hier von einer Untersuchung

e 4 h hier. Es
“ und ,,ctg? 4 ¢, gilt auc
Xicsgdfﬁflge bei der Kugel streng gelten, doch so

dariiber abgesehen werden.

ist A gy = @c — Po- -« 18t das
Sche]iiillsc dfzo geoditischen Strahlenbiischels zu

it Linie vom
imut der geoditischen
das Azimu r‘:‘ I%Qrmalpunkt 0.
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Die angegebenen Fo :
E e ln d h f.. . ’
sein diirfi rmeln, die auch fiir die Kugel
abbildlil;gte(;1 e %‘isg}::i ecllgellhd‘eneg der gewtihnlichengek(?r?f?ol;nrlléflhtLl;irl:l?:St
o ’ och ist die L ’ %
Strahlenbiischels beliebig. Setst :ﬁanaﬁeqf:ei ngle_lte; CsodZihiflT détiSCh(f e
0° man die

bekannteﬂ Formeln de] k()]]folnlell L b t € SChe tel .
. 5 . sra ' .

: ; . a@ ertab'blldung ml" d m i C
1m F{)l 1[1(‘ [le[llvf‘ “ujhlll[lg (le[‘ X-Al'llse ze]gl: Ilacll Suden.

b) Stereographische Projektion der Kugel
Entsprechend den Gleichungen (131) bis (136) wird
X
—cosay., = A A .
g 0 ¢ + 5 cos tptl2+EA <;73—#[Llcoszqv(l—Zt?)/l(]ﬂl2
3 /
——tcos?p A2z + L
3 o4 + o7t cost ¢ (2 —12) |4 = o
_lc 2 (1 422 - 1 ) . 120A ’ (212)
57 €08 o ( «rt)/lqﬁl?qi—r{;cos“q)@+2t4—llt2)/](pl4

= cos ¢ | — si - ;
@ sin @ 4 ¢I—Zcos¢A¢r~l+ll—2cos3<p(1——2t2)l3

$oge

—qzsing4 (p3l-%tcos3tp(2—t2)d 3
1

L iy 1
57008 9 4 (p4l—ﬁcos3(p(2——7t2)d P2 I3 e

s
Tm0055¢(2 S0 ¥ Y lltz) 15

B ey 1 3

s i G e s X 1
2 PR 008 d-x 5 — 1 (14282 cosa. . 2
"

= €08 Qp..

%t(l ‘1’"2!2) x24y +lt(l +t2)Y_4 8 1 x5

1 P 8 AT ] %COS a("er (214)

=1 +6e46¢%)c m il 3.2

& b uO'"T—§t2(3+4tz)cosao.,x E’r
r

-}
I

l:~%y | t xy 1 cosa

i XY 1 cosap.

osg T osp R | Ericesy L T4 (Baty —yI

1 t i

2 rt cos (p(l +2 tz) (x3,)"—x~y3) (215
, Lcosag.n )
- 8075 cos ¢

(1 +162% + 1242) (5 x4y — 10 22 ¥3 + ¥%)

1
[ G T a5 CARE R LR 1
"8 AT & ‘I’lz—ztcoszqv/l @2

spiideidgiaig 1
Y 4 (1‘4+ﬁcos4(/ 2—e)n

c) Mercatorabbildung der Kugel

Entsprechend den Gleichungen (146) und (147) wird
— —;— tcosp A ¢l

= 7 I Ty S Gt oy )
—sindg. x _cos pl—tcos g A pl—g1°cos pl

1 1 2 [
+€tcos3<p(1 +t2)A(pl3-—§t2cos3(pA(pl" (218)

+i%tzcos5<p(7 + 1?3) I°

X g 1 2 o 2 1 3 1o aieadan i o8

TSmao.x:——A(p—Etcos (pl——-gAgn + g t?cos® g pl
! L 1

——Ztcos2<pA<p212+ 2—4cos4<p(t3+t)l4———21AqJ5 (219)

—|~f—thcosz(pAtp:’lz—%ﬁcos“q)('? + #3).

£
2. Umformungen von Koordinaten eines Systems

in Koordinaten eines anderen Systems

a) Allgemeines

Wir betrachten lediglich den Fall, in welchem die Nullpunkte der in-
einander zu iberfiilhrenden Koordinatensysteme und die Urbilder ihrer
Abszissenachsen auf ein und demselben Kugelmeridian liegen. Die Betrach-
tung erstreckt sich nur auf Umformungen zwischen den in dieser Arbeit
behandelten Abbildungsarten (verallgemeinerte konforme Lambertabbildung,
verallgemeinerte stereographische Projektion und verallgemeinerte quer-

achsige bzw. Mercatorabbildung).

_DCZe=

€L~"¢,

/ Aot
z’/

A, AL, Abb.3 +}

In Abb. 3 sei der Meridian C, C, 0, 0, das Urbild der Abszissenachsen x
und &, 0, und 0, seien die Urbilder der Nullpunkte 0,” und 0, der beiden
ebenen Koordinatensysteme, und es sei 4 s, die Entfernung von 0, nach 0,.
A s, sei die von 0, aus und A s, sei die von 0, aus in der Richtung 0, 0,
gemessene Meridianbogenlinge. In der ebenen Abbildung entspreche x der
Strecke A s, und & der Strecke A s,. Fiir den Fall, daB es sich bei der einen
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oder bei beiden Abbildungen um die verallgemeinerte konforme Lambert-
abbildung handelt, sind auf dem Meridian noch die Biischelscheitel C, und

C, dargestellt, von denen 0, bzw. 0, um s,, bzw. S92 entfernt sein sollen,
die Entfernung C, C, sei 4 ¢,

Es ist
Asy =As,—As,. (220)

Fiir die Abbildung des betrachteten Meridians gelte bei den beiden
Abbildungen

x:Asl+a3Asl3+a4Asl4+a5Asl5+... (221)
und

§:A52—}—a34323—{—a4ds24+a511325+... (222)

Es sollen die Koordinaten x und ¥ in die Koordinaten & und 7 umgeformt
werden. Hierzu kehren wir die Gleichung (221) um. Die Umkehrung ergebe

Asy =2 +bya® + bt +bas + .., (223)

Die Gleichung (223) setzen wir in Gleichung (220) ein und erhalten
a4s, =—Adsy + x +b3x3+b4x4+b5x5+
As? =As2—2As5x + a2 —2450, xs—(2Asob4—2b3) x4
— (24550, —2b,) x5 + ...
A58 =— Asy3 +3A502x——3Asox2 + (1 + 3 4 5)2b,) a3
+ (345b,—6 45, b3)x4+(3Aso2b5——6Asob4+ 3bg) x5+...
4 st :As04——4Aso3x +6A802x2—(4As03b3 + 4 4 sp) «3
~(4Aso3b4—124302b3—1) x“—(llAs03b5——l2A.902b4
A2 A gl 25 1
Asyd =—As,8 +5 A5t x—10 A 5,3 42 + (10 4 502 + 5 A 52 by) 23
+(5Aso4b4—20/1s03b3—5dso) x4+ (1 + 54,4 b,
—20 4 52b, + 30 A 5.2 by) x5 1 . ..

Die Gleichungen (224) setzen wir in die Gleichung (222) ein; es wird
§=—14qs,(1 + a3 A38y>—a, As,3 + a5 4 sp%)
+ (1 +3agds2 —4a,As3 +5a54 s x
—Bagdsy,—6a,452 + 10 ay 4 54®) x2
+[ag +b3—4a,4s, + (B agbs + 10 a;) 4 5,7 23
+ [a, +b4—(6a3b3 + 5 a;) 4 s,] «*
+ (a5 + 3 agby + b,) 5

oder, abgekiirzt,

(225)

5:co+clx+c2x2—,Lc3x3+c{x4+05x5+... =f(x) (226)

Die Bedeutung der Vorzahlen ¢, ist leicht erkennbar.
Ferner ist & 4 n=f(x+iy), d.h.
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; f=3x0Y (227)
i + ey (02— ¥?) + c5(x PERY
: iﬁj E:&x_ﬁ;zy? + y9) +oes (x5 —10x3y? +5xyY) + ...
4
2 228)
g 2¢ xy%—cg(l%xzy ¥3) ¢ (
7 Tlgfax:’;’*—‘l’x}'g) Feg(5aty—10a2y® + 95 + .
+ ¢,

b) Sonderfille

i Sk ) » L

f die sich die Koordinaten x, y un '
ich die Werteaz,-. a; und b; fiir die Vorzahlen in den Gl((ill-
I(12315) una (223). Wir geben diese Vorzahlen fiir folgende

Je nach den Abbildungen,
beziehen, ergebe
chungen (221),
siecben Umformungen an: ‘ e b

a) Umformung ,,stereographlscher. in ,,Lam )erh.; h,

f) Umformung ,, Lambert’scher® in ,,stereogra}: 1sc“eK PR

) Umformung ,.Lambert’scher* in ,.Lambert’sche o :

¢ Koordinaten,
‘¢ Koordinaten,

. ; i t,
anderem Biischelscheitel und anderem l\mglalpunl:l. &
¢) Umformung Lambert’scher* in ,,Mercator’ Koordina fan.
”

; Umf ng' von Mercator® in ,,Lambert’sche‘* Koordinaten,

¢) Umformu ,.Me . g e

) Umformung ,,stereographischer® in ,.Mercator Kf:ord 5 ”t

é) Umformung von Mercator* in ,.stereographische” Koordinaten.
n) Umfor i,

Wir erhalten

L a5 = 139 74 ;
1 = 250
s = e |5 - ovgs'>
,2_11——# ctgi:cos(11)-s- %5 = 130 *(j g ’)
1
r'b4 =0, by = 80 r*

1 (o)
1 S = @ e
bl — COS Uy .z Qj ; 4<
= 31 ctg - 0 > 120 r

1
g @a=0 o =1pna

S,
_!_‘. (\tg i COS g+ x» b5
24 1 r

1

So1 —
s xy Qg
3 Ctg = COS O « x» >

s
: 3 ctg 22 cos ap - &
24r r

S,
s __241 = ctg - €OS g - x
= r

1

S,
5 °t8 2 cosag.., a5 =
4 7 r

il
5 7. 2%
1 So1

= — 5 ctg — €08 0y - x
% ' 4




a4 1 s,
—, a, = —— ctg 22 cos ay . 7 D =
L F AR | B s “5‘120#("*3“%2%2

1
1
,b470, b5*m

Y g gt L
. 120 4

c) Beispiel fiir die Berechnung der Vorzahlen ¢;

Fiir den Fall y), d. h. bei d

he y » d. h. bei der Umformung ,,Lambert’scher*
Z(l:ei(c‘: i lﬁo(;ll'ldl?;zt(;n soll die Berechnung der Vorzahlen ¢; flf: d?z I'jli)le,r’tl;ambert-
a5 gdaﬁ 3 )Blf.nd (228)'gezeigt werden. Es soll aber vora oot
Biischel’scheitelelr'e u;fhekl)scgeltﬂ) beiden Abbildungen gemeinsamu;%esgzt
s liege fur eide Abbildu : ; « Der
also le.dlgllkch die Normalpunkte 0, urildg e(r)l,,u}r,lzi Ol;)dI/)OI g K,ugel; .
verschieden. 2 1" und 0,” voneinander

Es wird dann

A ey =
o=l d g + S92 = A @y -7 mit A gy =g P
T ol L

g e bt : x
venn ¢, die Normalbreite bei der einen

anderen Lambertabbildung ist. und ¢, die Normalbreite bei der

Ferner wird

So1
%

=90 — g, 22 _ )
P1s P 90_(}”2, Ctgs—:- == tg @, = tl'

S,
Ctg %2 o tg @Yo = t2, d. h-

1 1
— @y = =——— t; CO e ST
6 %4 =570 008 ., a5 = 504 (5 +3¢,?

! 1
Sy e b 1 3
. 243 t3 €08 a9.4 a5 = 120 74 5 +3 ty2)

byi= — 1 b 1
4 ; I S W O . 1
54 33301008 .. by = W(D_gtls)

Ag =

ag =

und damit entsprechend der Gleichung (225)

uil !

1 1
60:—‘/‘30{1 PR A(])212———2—4t2COS(10.5A(]‘213+m(a—l—3t22)A(p214]

1 & 1 1
o= 1 +§A Por® — § a2 COS do-: A .93:° + ﬂ(S + 3.2 4 95*

Gt é— [6 A4 @y —3tyc08a0-¢ A @ + (5 43157 A ¢9,°]

1
S T [—2t,c08a0.¢4 @o1 + (4 + 31,%) A ¢s/%]

1
=51 [ty cos ag.:—t; €OS Ay = — (1+3t2)4 Po1)
1

204 (ts — t,7)-

X, Zur Abbildung von GroBraumen

1. Unmittelbare Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene
oder Doppelabbildung

Im Hinblick auf die bei der Vergleichung der verschiedenen stereo-
graphischen Abbildungen des Erdellipsoids erhaltenen Ergebnisse soll noch
kurz die Frage erortert werden, ob die unmittelbare Abbildung oder die
Doppelabbildung des Erdellipsoids vorzuziehen ist. Die erwihnten Ergebnisse
zeigen, dal} es zur Erzielung giinstiger Verzerrungsverhiltnisse gleichgiiltig
ist, ob man das Ellipsoid ,,unmittelbar* oder auf dem Wege der sogenannten
Doppelabbildung in die Ebene abbildet; weil, wie gezeigt worden ist (vgl.
hierzu auBer Abschnitt VII. 2. auch Abschnitt IV. 3. ¢) iiber die Eigenschaft
der eigentlichen konformen Lambertabbildung des Erdellipsoids), eine und
dieselbe Abbildung auf beiden Wegen erhalten werden kann. Entscheidend
fiir die Beantwortung der Frage bleibt daher der Grad der ZweckmiiBigkeit
und Wirtschaftlichkeit bei beiden Abbildungsverfahren.

L. Kriiger hat in seiner Arbeit ,,Zur stereographischen Projektion®
([7] S.26) in dieser Frage keinen eindeutigen Standpunkt eingenommen.
Er sagt aber zum SchluB: ,,Indessen wird doch im allgemeinen die Doppel-
projektion vor der direkten stereographischen Projektion die groBere Einfach-
heit der Rechnung besitzen.** Dieses diirfte nicht nur bei der stereographischen
Abbildung zutreffen. Es ist zu bedenken, daB allein die mehr oder weniger
einfache Form der Formeln fiir die Ubertragung der geographischen in die
rechtwinkligen Koordinaten und der rechtwinkligen in die geographischen
nicht ausschlaggebend sein kann, denn bei der Benutzung von Koordinaten
verursachen vor allem auch Umformungen aus alteren Systemen in das
gegenwirtig giiltige und umgekehrt oder zwischen zwei benachbarten Syste-
men umfangreiche Rechenarbeiten. Diese sind aber in der Regel bei den
Doppelabbildungen einfacher und vor allem auch iibersichtlicher als bei der
unmittelbaren Abbildung des Ellipsoids. Hierbei ist vorausgesetat, daf} allen
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Doppelabbildungen die Art der Ubertragung des Ellipsoids auf die Kugel
gemeinsam ist. In diesem Falle handelt es sich dann nimlich nur um
Umformungen auf der Kugel. Es lieBen sich z. B. fiir die Umformungen bei
unmittelbarer Abbildung des Erdellipsoids nur in Sonderfillen so einfache
Formeln aufstellen, wie es in Abschnitt VIII, 2. fir die Kugel geschehen
ist. Bei den Rechnungen, die mit der Anbringung der Lingen- und Richtungs-
reduktionen verbunden sind, ist ebenfalls eine Doppelabbildung vorzuziehen.
Die hieriiber von O. Schreiber in den ,,Verhandlungen der Conferenz der
permanenten Kommission der Internationalen Erdmessung in Nizza 1887
gemachten Ausfiithrungen, in denen er die Vorziige des Verfahrens der Doppel-
abbildung schildert (vgl. Jordan [4] S. 6) diirften heute noch zutreffen.

Auch die in Deutschland eingefithrte unmittelbare Abbildung in den
GauB}-Kriiger’schen Meridianstreifensystemen besitzt — wie Thilo ([10] S. 39)
dargelegt hat — keine besonderen Vorziige vor dem Verfahren der Doppel-
abbildung. Thilo stellt fest, daB die umfangreiche Arbeit der Umrechnung
bei Zerlegung der bereits vorhandenen Schreiber’schen Doppelabbildung in
Meridianstreifen viel schneller durchzufiihren gewesen wiire.

Zusammenfassend l#Bt sich also sagen, daf3 die anpelabbildung der
unmittelbaren Abbildung vorzuziehen ist.

2. Zur Abbildung der Fliche des Deutschen Reiches

Bei der GauB-Kriiger’schen M(‘,ridianstreifenabbildung sind die Verzer-
rungen am Rande der Meridianstreifen am groflten. Fiir das Vergri’)ﬁerungs-
verhiltnis gilt hier niherungsweise m — 1 -+ 1/2 - y2/r2 + ... Im Siiden
Deutschlands (etwa bei Graz) erreicht y einen Betrag von rund 115 km.
Damit wird m ~ 1 + 1/6160. Dem entspricht eine VergroBerung der wahren
Lingen durch die ebene konforme Abbildung um etwa 1,6 cm auf 100 m.

Wir wollen jetzt zwei andere Abbildungsarten betrachten. Beschreiben
wir um Deutschland einen Kreis, so hat dieser Kreis einen Radius
von etwa e = 680 km ~ 700 km. Der Mittelpunkt dieses Kreises lie
siidlich von Hirschberg i. Schl. in ungefihr 50° 50’ n. Br. und 15° 45’
ostl. Linge. Aus den oben dargelegten Griinden wihlen wir das Ver-
fahren der Doppelabbildung, und zwar auf dem Wege iiber die Kugel
mit dem Radius r — }/[WO N,y. Als Normalpunkt diene der Mittelpunkt des
Umkreises um Deutschland. Ebenfalls mit diesem Punkt als Normalpunkt
bilden wir sodann die Kugel durch stereographische Projektion in die Ebene
ab. Damit das VergroBlerungsverhiltnis nicht zu groB3 wird, sollen Punkte
in gréferer Entfernung vom Normalpunkt mit Hilfe der verallgemeinerten
konformen Lambertabbildung der Kugel in die Ebene iibertragen werden.
Der Scheitel des hierbei sich formtreu abbildenden Biischels von GrofBt-
kreisen falle mit dem Normalpunkt der stereographischen Projektion zu-
sammen.

Zur iiberschliglichen Ermittlung der GréBe der durch diese Abbildungen
bedingten Lﬁngenﬁnderungen kénnen wir den EinfluB der Abbildung des
Ellipsoids auf die Kugel vernachlissigen. Ist S der Abstand eines Punktes
in der Ebene vom Normalpunkt der stereographischen Projektion und 4 S
der Abstand eines Punktes in der Ebene vom Normalpunkt der verallgemei-
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Bei der Erorterung der Frage gehen wir nur von den Bediirfnissen der
Geodisie aus, in der die konforme Abbildung als Mittel zur Berechnung
rechtwinklig-ebener Koordinaten dient, die entweder als Grundlage fiir
weitere Berechnungen oder als Hilfsmittel zur Herstellung groBmaBstiblicher
und topographischer Karten benutzt werden. Abbildungen als Grundlage
fiir die Herstellung kleinmaBstiblicher Karten, z. B. von Karten fiir geo-
graphische Anwendungen oder von Sonderkarten in der Nautik, sind ent-
sprechend den verschiedenartigen Zwecken dieser Karten auszuwihlen. Die
Benutzung rechtwinklig-ebener Koordinaten ist aber bei diesen Karten im
allgemeinen nicht erforderlich und auch nicht moglich, weil sie bei der Grofie
der in den kleinen Mafstiben dargestellten Gebiete jhren Sinn verliert;
denn die Verzerrungen bei der ebenen Abbildung so grofer Teile der gekriimm-
ten Erdoberfliche werden zu grof3.

In der Geodisie besteht die Aufgabe darin, ein bestimmtes Gebiet so
abzubilden, daB8 bei der Anwendung der durch die Abbildung gewonnenen
rechtwinklig-ebenen Koordinaten die aus der Verebnung herrithrenden Fehler
entweder vernachlissigt oder auf einfache Weise berechnet und in Rechnung
gestellt werden konnen.

Der im ersten Absatz der Einleitung erwihnte Grundsatz, nach welchem
die jeweils zu verwendende Abbildung so auszuwiihlen ist, daBl die durch sie
bedingten unvermeidlichen Verzerrungen fiir das abzubildende Land moglichst
gering bleiben, 1Bt sich im allgemeinen nur in den Fillen befolgen, in denen
das Land so klein ist, daB fiir die Abbildung ein einziges System oder jeden-
falls sehr wenige Systeme rechtwinklig-ebener Koordinaten ausreichen, ohne
daB die Verzerrungen das bei der Verwendung der Koordinaten ertrigliche
MaB iiberschreiten. Die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Abbildung auch
eines groferen Landes durch ein einziges System werden durch Laborde [14]
eingehend behandelt. Je grofier aber das abzubildende Land ist, desto
schwieriger ist es, eine derartige Abbildung mit einem einzigen oder auch
zwei oder drei Koordinatensystemen zu finden. Im vorangehenden Abschnitt
haben wir gezeigt, wie GroBdeutschland mit Hilfe von nur zwei Systemen
bei einer maximalen Verzerrung von 2.6 cm auf 100 m abgebildet werden
kann. Bei noch grofieren Lindern sollte man aber nach Moglichkeit darauf
verzichten, fiir sie ein oder mehrere ,.individuelle** Abbildungssysteme zu
suchen, sondern statt dessen, weil man der GroBe des Landes wegen mit
ein, zwei oder drei Systemen nicht auskommen kann, die Abbildung einheit-
lich durch eine Reihe von moglichst schematischen und rationellen Systemen

vornehmen.

Solche Systeme sind insbesondere die Meridianstreifensysteme. Ihrer
Einfithrung fiir Deutschland lag zweifellos. die Absicht zugrunde, diese
Abbildungsart auf groBere Raume anzuwenden; denn lediglich das Deutsche
Reich hitte mit Hilfe einer geringeren Zahl von Systemen als jetzt abgebildet
werden konnen, ohne daB die ertriglichen Verzerrungen iiberschritten worden
wiiren. Der Hauptvorzug der Meridianstreifensysteme ist ihre vollkommene
Gleichartigkeit und Symmetrie. Es entsteht nun die Frage, ob es nicht auch
eine andere Moglichkeit gibt, GroBriume, Kontinente oder gar das ganze
Erdellipsoid auf eine im vorgenannten Sinne einheitliche Weise fiir geoditische
Zwecke zu verebnen.

Bei der Beantwortung dieser Frage miissen Wwir weniger vom mathe-
matischen als vom praktischen Gesichtspunkt ausgehen. Es diirfte zweifellos
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wenden wiire aus den unter Nr. 1 dieses

Griinden eine Doppelabbildung. Es sind dann auchAbSChnitts angegebenen

- die Umformungen zwi-

schen den Abbildungssystemen lediglich auf einer Kugel durchzufiihren. Es
wire demnach die Abbildung der nérdlichen bzw. siidlichen Halfte des Erd-
ellipsoids auf einer einzigen Kugel vorzunehmen ; hierbei kénnte etwa ¢ = 45°
als Normalbreite genommen werden. Die Konstante a (vgl. Abschnitt IV 3.¢))
wiire wahrscheinlich zweckmiBig gleich 1 zu setzen, weil dann die Lingen-
unterschiede durch die Abbildung auf die Kugel nicht verindert werden.
Wenn auch zunichst die Verzerrungen auf der Kugel groBer als bei der
Wahl von o2 =1 + e’2cos? ¢, werden, wie eine Vergleichung der Glei-
chungen (189) und (195) ergibt, so erweist doch eine Vergleichung der Glei-
chungen (193) und (197), daB sich die aus der Doppelabbildung hervor-
gehenden Verzerrungen bei beiden Werten « nur unerheblich unterscheiden.
Diese bei der ,,stereographischen‘ Doppelabbildung gemachte Feststellung
wird auch bei der Lambertabbildung zutreffen. Uber die gewihlte Kugel
geht man zu den rechtwinklig-ebenen Koordinaten der einzelnen Systeme
iiber. Fiir die Randgebiete dieser Systeme wiren — wie auch jetzt bei den
Meridianstreifensystemen — die Koordinaten in beiden aneinander grenzen-
den Systemen zu berechnen. Formeln, z. B. fiir die Umformung von einer
Breitenkreiszone in die benachbarte, sind in den Gleichungen (227) und (228)
und (2267) gegeben. Fiir die massenweise Umformung konnten vereinfachte
Verfahren benutzt werden.

Zum Anhalt bei der Untersuchung dariiber, wie weit bei der Abbildung
der Kugel auf die Ebene die Breitenkreiszonen in nordsiidlicher Richtung
ausgedehnt werden konnen, sind in der nachstehenden Tabelle 1 auf Grund
iiberschliglicher Berechnung die maximalen Verzerrungen zusammengestellt,
die bei den in Deutschland eingefithrten Meridianstreifensystemen von §i =30
ostwestlicher Erstreckung in den verschiedenen Breiten auftreten.

Abbildung in Meridianstreifensystemen
(GauB-Kriiger-Koordinaten)

Geographische Breite
20° 90 0°

520 30’ 47° 380 300
Viktoria-See

Berlin Graz Athen Kairo Port Sudan |Addis Abeba

Lineare Lingenerstreckung in km fiir die halbe Systembreite (/3! = 1,5°):

102 | 114 | 132 | 144 | 157 | 165 | 167

Demnach betriigt die maximale Verzerrung:

1:7800 | 1:6300 | 1:4700 | 1:3900 | 1:3300 | 1:3000 | 1:2900

d. h. auf 100 m Lénge:
3 em l 3,4 cm | 3,5 cm

1.3 cm | 1,6 cm I 2,1 cm | 2,6 cm |
Reduktionsfaktors m, konnen diese Werte halbiert werden:
1:6600 1:6000 1:5800

Bei Anwendung eines

1:15 600 1:12 600 1:9400 1:7800

1,3 em 1,5 em 1,7 em 1,7 cm

0,65 em 0,8 cm 1,1 cm

Es sind erforderlich: fiir GroBdeutschland 7, fiir Europa 24, fiir das ganze Erdellipsoid
120 Systeme

Tabelle 1
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Tabelle 2

i Bis zu welchen maxima

ab, 01') man die Beriicksic
auch in der Landmessung

le

htin u\;erzerrungen man gehen kann, hingt davon
zulfsseﬁ Xolrll .]S)t‘recken- und Winkelreduktionen
b N s ill. Diese Berﬁcksichtigung ist in ein-

; Benutzun hi

genommen ist eine solche Beriicksi . SrepliRae, Tt

lgil;llllg (.161'_ Héhenlage — auc}f rl;l:ikzlri:?:;g: r AT opinidi

; ste ist z. B. auch bei den N s

it . L den Neumessungen fiir das K

ighch dor glrawéor((llen. WI.I' wollen diese Frage hiersnicalllttaSter del"OStmal'k

in Tabel € der maximalen Verzerruneg v i i entsc}_lelden; s
elle 2. g verweisen wir auf die Angaben

dl.nii]galich. Streng
e ie Beriicksichti-
Merldlanstreifensystemen erfi)lrcdet;-

90

Als Beispiel wollen wir lediglich die Abbildung unter Benutzung von
Breitenkreiszonen mit 3/4 nordsiidlicher Erstreckung kurz betrachten. Bei
Anwendung eines Reduktionsfaktors m, 1iBt sich hierbei die maximale Ver-
zerrung auf 1:4800 der Linge, das sind 2,1 em auf 100 m, herabdriicken.
In der Beilage 3 ist die Auswirkung dieser Breitenkreiszonenabbildung auf
Europa dargestellt, wobei in einer Zone die Abstufung der VergréBerung
in Zentimeter auf 100 m wieder durch die Zahl der Punkte in den strich-
punktierten Linien angedeutet ist.

Auf je 10° Breitenunterschied entfallen drei Breitenkreiszonen. Geht
man bei der Abbildung des Ellipsoids im Norden bis zu etwa 70° nordlicher
Breite und im Siiden bis zu 56° 40’ siidlicher Breite, so wiren die restlichen
Polkappen je durch die stereographische Projektion abzubilden. Fiir das
Gebiet beiderseits des Aquators — vielleicht bis zu 2° nérdlicher und 2°
siidlicher Breite — ist zweckmiBig die Mercatorabbildung zu wiihlen, die
beiden nach Norden und Siiden anschlieBenden Breitenkreiszonen konnten
dann je 4° nordsiidlicher Erstreckung haben, so daB ab 10° nordlicher bzw.
siidlicher Breite die vorgesehene nordsiidliche Erstreckung von 31/, fiir die
Breitenkreiszonen eintreten kann. Insgesamt wiren somit 1 siidliche Pol-
kappe -+ 16 siidliche Breitenkreiszonen -+ 1 Mercatorzone -+ 20 nordliche
Breitenkreiszonen -+ 1 nordliche Polkappe = 39 Systeme erforderlich; fur
Europa etwa 10 Systeme und fiir GroBdeutschland 3 Systeme. Die ent-
sprechenden Zahlen fiir Zonenerstreckungen von 20, 259 und 3° sind in
Tabelle 2 angegeben und fiir die Vergleichung auBerdem in Tabelle 1 die
entsprechenden Zahlen fiir die Abbildung unter Benutzung der in Deutsch-
land eingefiihrten Meridianstreifensysteme von 3° ostwestlicher Erstreckung.

X, Zusammenfassung

In der Einleitung ist als Hauptziel dieser Arbeit angegeben worden,
Formeln fiir konforme Abbildungen des Erdellipsoids zu entwickeln, die
soweit als moglich der konformen Lambertabbildung der Kugel und ihren
Grenzfillen entsprechen.

Als Vorbereitung dazu werden Grundformeln zur Berechnung ebener
konformer Koordinaten x, y aus den geographischen Koordinaten fiir den
Fall hergeleitet, daB eine geoditische Linie das Urbild der geradlinigen
x-Achse wird. Die Formeln enthalten Konstanten, die von dem Gesetz ab-
hingen, nach welchem die betrachtete geodﬁtische Linie abgebildet wird.
Fiir den Fall, daB ein Meridian als Urbild der x-Achse gewihlt wird, werden
auBerdem Formeln fir die umgekehrte Berechnung und entsprechende
Formeln fiir die Berechnung des Vergrﬁﬁerungsverhﬁltnisses aus den geo-
graphischen oder den ebenen Koordinaten abgeleitet. Die Konstanten dieser
Grundformeln werden fiir die gebréiuchlichsten konformen - Abbildungen
unmittelbar aus den Formeln fiir das Vergrﬁﬁerungsverhﬁltnis ermittelt.

Hierauf wird aus dem Wesen der konformen Lambertabbildung der
Kugel heraus das Gesetz der geradlinigen Abbildung einer geodétischen
Linie einer beliebigen Fliche entwickelt. Durchgefiihrt wird dann die analoge
Abbildung des Erdellipsoids fiir den Fall, daB ein Meridian geradlinig ab-
gebildet wird. In gleicher Weise werden Formeln fiir eine der stereographischen
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die in der Geodisie gebriuchlichsten Abbil-

dungen nach gleichartigen Grundsitzen abgeleitet worden. In einem wei-
teren Abschnitt werden Formeln zur Berechnung der Lingen- und Rich-
tungsreduktionen bei der verallgemeinerten konformen Lambertabbildung
und der verallgemeinerten stereographischen Abbildung gebracht.

Eine Erﬁrterung der gewonnenen Ergebnisse zeigt, daB die formtreue
Abhi]dung eines geoditischen Strahlenbiischels — abgesehen von Ausnahme-
fillen — beim Erdellipsoid nicht moglich ist. AnschlieBend werden die ver-
schiedenen bekannten »stereographischen‘ Abbildungen des Erdellipsoids
miteinander verglichen.

Sedann werden die
Kugel angegeben. Hierbei
abbildung mit beliebiger
tion*) die Koordinaten x u
Koordinaten. AuBerdem w.
Koordinaten angegeben.

Ubertragungsformeln noch fiir die Abbildung der
geben die Formeln auch bej der konformen Lambert-
Lage des Biischelscheitels

Zum SchluB wird an den Beispielen
Erdellipsoids gezeigt, in welcher Weise
die konforme Lambertabbildung und d

allgemeinerungen gemeinsam fiir die A
lassen.

GroB3deutschlands und des ganzen
sich die stereographische Projektion,
ie Mercatorahbildung bzw. ihre Ver-
bbildung von Grofirdiumen verwenden

Anhang

A

i nge
Gegeniibersto]lung von Bezeichnung

In der Literatur iiblich:

(Normale) Kegelprojektion
. Mercatorprojektion

¥ e
. (Polare) stereographische Projekti

. Schiefe Kegelprojektion

Abbildung durch querachs.ige ISnordinato::

‘ (eine Koordinatenachse 1st. l:‘mge'ntrcnk;
Abbild einer geoditischen Linie, die sen
recht zum Meridian verliuft)

6. Schiefe stereographische Projektion

n fiir Abbildungen

In vorliegender Arbeit:

Konforme Lambertabbildung

Mercatorabbildung

Stereographische Projektion

Lambert-
Verallgemeinerte konforme

abbildung
— bei der

p - der
Querachsige Abbildung ode tarkbiile

rers inerte Merc
Kugel — verallgemein

dung

Verallgemeinerte stereographische Pioje];;:):
A inerte stere -

i der Kugel); verallgemein i oy
(h}filsche Abbildung (beim Elllp'smd., defln
f)eim Ellipsoid liegt eine Projektion im

3 Vig : 1
eigentlichen Sinne, wie sie bei der Kuge

stattfindet, nicht vor)
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Nachrichten aus dem Reichsvermessungs-
dienst, Sonderheft 26

F. Hunger:
Beitrag zur konformen Abbildung

von Grofriumen in der Geodisie

=\

®Dortmund o8

i\
.Ma\nnhelm \ . L\

% 0 N N
Stuttgart Te. o Vg TGN
lrassbur‘g { N\
= G MUncRen oS
‘\ 2 PV\G\
T f
@ Zl:PlCh ; ; ®|nnsbruck \
Bern \\" LAt

IRy, Gra?

/5;:'

0 &WWI I
:;sff 7%ﬁ\j[ }/; ;

Doppelabbildung Groideutschlands
durch zwei Koordinatensysteme

(Verallgemeinerte
stereographische Projektion und ver-
allgemeinerte konforme Lambertab-

bildung)

Die Zahl der Punkte in den strichpunk-
tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen-
timeter, um die 100 m wahrer Linge durch
die Abbildung vergroBlert werden (my = 1)

I I

S A N e 2 N N S e e iy
E 5 SRS L - PN S A ~



l
1
5
!

L

// ; KoEenhagen ——— 52 \\\\}Memel

2 /.'Bre ::am? /; 'e'ﬁ”——-
// nover ///.é;/

/(}orrmund / ’ /
—
d . PDiisseldorf oKassel / / LelpZ)g \ 2
°° /.Dr‘eslden )
Kom‘ Brieslau

S Préssbult rg,

PP /OBUdapest /

Beilage 2

Nachrichten aus dem Reichsvermessungs-
dienst, Sonderheft 26

F. Hunger:
Beitrag zur konformen Abbildung
von Grofliriumen in der Geodisie

Doppelabbildung GroBdeutschlands
durch zwei Koordinatensysteme

(Verallgemeinerte
stereographische Projektion und ver-
allgemeinerte konforme Lambertab-

bildung)

Die Zahl der Punkte in den strichpunk-

tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen-

timeter, um die 100 m wahrer Linge durch

die Abbildung vergrioBert bzw. verkleinert
werden (m, = 0,99975)
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Beilage 3

Nachrichten aus dem Reichsvermessungs-
dienst, Sonderheft 26

F. Hunger:
Beitrag zur konformen Abbildung
von Grofiriumen in der Geodisie

Doppelabbildung Europas

durch rd. zehn Koordinatensysteme
im Rahmen der Abbildung
des ganzen Erdellipsoids

(Konforme Lambertabbildung
fiir Breitenkreiszonen von 3*/5° nordsiidlicher
Erstreckung)

Die Zahl der Punkte in den strichpunk-

tierten Kreisen bedeutet die Zahl der Zen-

timeter, um die 100 m wahrer Linge durch

die Abbildung vergréBert bzw. verkleinert
werden (m, = 0,99979)









