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Von den Angehirigen der Truppen und Dienst-
stellen des Chefs des Kriegs-Karten- und Ver-
messungswesens starben fiir Fiithrer und Vaterland:

Leutnant K och, Peter, Fiihrer eines Armee-
Kartenlagers, gestorben nach der Verwundung
durch Bombensplitter am 24.5.1942 in Russland;

Oberleutnant K 1 o t z, Helmut, Fiihrer einer

Armee-Kartenstelle, gefallen durch Fliegerbombe
am 24.6.1942 in Russland;

Gefreiter Pape, Ernst, Elektriker bei einer
Armee-Kartenstelle, gefallen am 24.6.1942 durch
Bombensplitter;

Gefreiter Eckel, Paul, Rotaprintdrucker bei
einer Armee-Kartenstelle, gefallen am 24.6.1942
durch Bombensplitter;

Wachtmeister G ei g er, Erich, Verm.-Truppfiihrer
in einer Verm.- u. Kart.-Abt. (mot), gefallen
_ bei einem Luftangriff am 1.7.1942 in Russland.
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Die Ausgleichung
»r russischen Triangulationen I O.

Von Leutnant Dr.-Ing. habil. Max KneiBl

Zur Anregung theoretischer Untersuchungen und praktischer Vorschlige auf dem Gebiete
rossraumvermessung ist beabsichtigt, in den Mitteilungen des Chefs des Kriegs-Karten- und
ssungswesens bedeutendere Verdffentlichungen itber die Landes- und Kolonialvermessungen
uslandes zu besprechen oder darch Ubersetzungen der Or_iginalschriften der deutschen Wis-
aft und Fachwelt zuginglich zu machen. Weiterhin wird mit Riicksicht auf die vermessungs-
schen Aufgaben im neuen Europa die historische Entwicklung der europiischen Landes-
ssungen, insbesondere die Entwicklung der Triangulationen, des Nivellements, der kartogra-
en Arbeiten usw. auf Grund der jeweiligen amtlichen Verdffentlichungen und Druckwerke
tellt. Im Zuge dieser Darstellung warde bereits im Heft 2 der vorliegenden Mitteilungen iiber
ndlegenden russischen Triangulationen berichtet. Entsprechende Uberblicke iiber die Triangu-
en der baltischen Staaten, iiber Belgien, Holland, Frankreich und die siidosteuropiischen
n usw. werden zur Zeit bearbeitet und laufend verdffentlicht. Darch diese Verdffentlichungen
em Vermessungsoffizier und dem Vermessungsingenieur die Geschichte der europiischen
svermessungen niiher gebracht und das Verstindnis fiir die gemeinsamen europiiischen Auf-
vertieft werden.

Zur praktischen Losung der gemeinsamen europiischen Aufgaben auf dem Gebiete der Lan-
messungen wurden durch den Chef des Kriegs-Karten- und Vermessungswesens in enger
menarbeit mit den europdischen Vermessungsinstituten die Arbeiten fiir einen grossziigigen
tischen und kartographischen Zusammenschluss der europiischen Landesvermessungen einge-
Im einzelnen wurden hierfiir bereits eine Reihe von Vorarbeiten — wie z. B. die Zusam-
llung der Triangulationsgrundlagen und der Nivellementsnetze, die Berechnung und Auf-
g von Hilfstafeln fiir die verschiedenen Ellipsoidiiberginge, eine Darstellung der verschie-
Projektionssysteme und die Uberfiihrung der jeweiligen Landeskoordinaten in ein einheitliches
m und verschiedene kartographische Arbeiten — durchgefiihrt. Uber den Stand und die Fort-
te dieser Arbeiten wird von Fall zu Fall eine Mitteilung erscheinen.

In dem vorliegenden Heft wird die Methode zur Ausgleichung astronomisch-
tischer Netze von F. N. Krassowsky durch Ubersetzungen der einschligigen Original-
ten dargestellt. Diese Ausgleichungsmethode wurde fiir die Ausgleichung der ostwiirts der
iankette Pulkowo-Nikolajew gelegenen Dreiecksketten und Polygone I. O. der Triangulation
dSSR im grossen Umfang verwendet und hat damit grosse praktische Bedeutung
nen. Sie bildet neben der amerikanischen Bowie-Methode*) einen der bemerkenswertesten
che zur Bearbeitung und Berechnung umfangreicher Landestriangulationen unter Beriicksich-
g astronomischer Ortsbestimmungen und Azimutmessungen. Die Methode von Krassowsky
sich im wesentlichen auf die Helmertsche Methode **) zur Ausgleichung astronomisch-geodi-

*) The Bowie — Method of triangulation adjustment as applied to the first — order net in the Western Part of the
States, Special Publication Nr. 159, U, S. Department of Commerce, Coast and Geodetic Survey, Washington 1930.

**) F. R. Helmert Lotabweichungen, Heft 1, Verdff. des Preuss. Geodit. Instituts, Berlin 1886.
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tischer Netze und in einzelnen Rechnungsgingsn auch unmittelbar auf die Bowie-Methode. K

weise und Aufsiitze iiber die Ausgleichungsmethode von Krassowsky finden sich in den Veroffeg) .

chungen der Balt. Geod. Kommission, 5. Tagung, Helsinki 1931, S. 92 wu. 93, S. 266 bis
6. Tagung 1933, S. 109—118. Niihere Angaben iiber die praktische Anwendung dieser Methg
enthilt das Vorwort zum ,,Vorliufigen Katalog der trigonometrischen Punkte I. O. von Europiig
Russland, herausgegeben vom Vereinigten wissenschaftlich-technischen Verlag des Volkskommis
riats fiir Schwerindustrie der UdSSR, Hauptredaktion der Literatur fiir geologische Erkund
und Geodisie, Moskau, Leningrad 1935 und das Vorwort zum 1. Nachtrag hierzu (,,Katalog
trigonometrischen Punkte I. O. fiir das Gebiet der UdSSR, Ausgabe GUGSK. (KKWD.) SS§
Moskau 19377).

Die theoretische Ableitung der Formeln und Begriindung der Methode sind von F. N. K
sowsky dargelegt und verdffentlicht in den Arbeiten des Staatlichen Instituts fiir Geodisie
Kartographie, 2. Heft, Ausgabe Moskau-Leningrad 1931, ,,Methoden zur Ausgleichung der Tri
gulation I. O. in den UdSSR”,

In dem 5. Heft der Arbeiten des Staatlichen Instituts fiir Geodisie und Kartographie, her
gegeben 1932, bringt Krassowsky unter demselben Titel Hinweise auf Vereinfachungen der Methq
die bei der praktischen Anwendung noch durchgefiihrt werden konnten.

Krassowsky unterteilt die Gesamt-Ausgleichung in mehrere Rechnungsginge, we
zuniichst die Teilstiicke der Triangulation zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotenpunkten,
fiir sich unter Beriicksichtigung der Dreiecks-, Seiten-, Basis- und Azimutbedingungen, aber o
Beriicksichtigung des Anschlusszwanges in Linge und Breite und der Polygonbedingungen ausge
chen werden. Nach der Ausgleichung der Teilstiicke werden diese durch geoditische Linien erse
zu Polygonen zusammengefasst und einer astronomisch-geoditischen Hauptausgleichung unterzog
Durch diese Hauptausgleichung werden die Lingen und Azimute der geoditischen Linien und d:
die Lage der Knotenpunkte bestimmt. In einem weiteren Rechnungsgang werden dann die gec
tischen Linien wieder durch die Dreiecksketten ersetzt und diese endgiiltig unter Beriicksichtig
des Anschlusszwanges in Linge und Breite ausgeglichen. Die endgiiltige Ausgleichung der
stiicke erfolgt in enger Anlehnung an die entsprechende Ausgleichung bei der Bowie-Metha
Die Einzelheiten dieser Ausgleichung wurden von N. A. Urmajew im 1. Heft der Arbeiten
Staatlichen Instituts fiir Geodisie und Kartographie, Leningrad 1931, ,,Ausgleichung von Polyge
in geographischen und rechtwinkligen Koordinaten™ dargestellt.

Im folgenden werden die beiden angefiihrten Arbeiten von Krassowsky und die Arbeit
Urmajew in deutscher Bearbeitung wiedergegeben. Die Bearbeitungen vermitteln
vollstindiges Bild iiber die theoretische Begriindung und Ableitung der Ausgleichungsmethode 1
ihre praktische Anwendung. Bei der deutschen Bearbeitung wurden die Bezeichnungen — die
iibrigen den deutschen Bezeichnungen vollstindig entsprechen—, die Formeln, Tabellen und Abl
dungen unverindert von den Originalen iibernommen. Ebenso wurde im Text soweit als magh
die russische Ausdrucksweise beibehalten und Kiirzungen, Erginzungen und freie Ubersetzung
soweit vorgenommen, als es fiir das Verstindnis erforderlich war.

Bei der Bearbeitung unterstiitzte mich Prof. Dr. Buchholz von der Heeresplankammer d:
gelegentliche Ratschlige und durch eine Durchsicht der Bearbeitung tatkriftig. Ich darf daher
dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Buchholz meinen besten Dank fiir die Mitarbeit an der vorliegen
Arbeit aussprechen.

Berlin, im Juni 1942
M. Kneif3l

Methoden zur Ausgleichung der staatlichen
Triangulation L. O.

vorgeschlagen von Prof. F. N. Krassowsky zur Einfithrung in der UdSSR.%)

§ 1. Ausgleichung und Berechnung einzelner Dreiecksketten der Triangulation 1.0.

Wir nehmen an, dass die Triangulation 1.0.—wie das auch in der UdSSR. der Fall ist—aus
einfachen Dreiecksketten besteht. Als Teilstick (Kettenabschnitt) einer Reihe I.0. bezeichnen wir
jede einzelne Dreieckskette zwischen 2 festen Ausgangsseiten, die aus den zugehdrigen Basisnetzen
bestimmt werden.

8 (i
36 1Hinad? 31 28 27 2 2 .

A 2 5, §,6 Sz-"’z 7410 50, 11 ¢ u‘g“ﬁ‘ 154 18 35‘;,5 19 P

Abb. A.

In Abbildung A soll ein Kettenabschnitt zwischen den Ausgangsseiten AB = S,° und
DC = S,° dargestellt werden. Von den Endpunkten der Ausgangsseiten muss wenigstens einer ein
Laplacescher Punkt sein; in unserem Fall werden 4 und D als Laplacesche Punkte vorausgesetat.
Daher sind durch geoditische und astronomische Bestimmungen festzulegen

in A:
die geoditische Breite . . . . . . . . . A 5
die astronomische Linge . . . . . . . . . . . . M
das astronomische Azimut nach B. . . . . . . . aap
das geoditische Azimut nach B. . . . . . v ol an
die geoditische Lange . . . . . . . . . . . .. L,
in D:
die astronomische Breite . . . . . . e
die astronomische Liinge . . . . . . . . . . Ag
das astronomische Azimut von D nach C . . . . apc

Die Bezeichnung der beobachteten Richtungen ist aus der Abbildung zu ersehen.
Bei der Ausgleichung der vorliegenden Dreiecksketten sind die Dreiecksgleichungen, die Ba-
sisgleichung und die Azimutbedingung zu beachten. Die Dreiecksgleichungen haben die Form:

@)— )+ @)— B)+B8)—B)+v,=0
B)— @+ B5)—BH)+BN—B6)+on=01 . ... ()

................

*) Arbeiten des Staatlichen Instituts fir Geoddsie und Kartographie, 2. Serie von Prof. F. N. Krassowsky, 1931.
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In den Gleichungen (a) ist v gleich der Summe der gemessenen Winkel des Dreiecks ming
180° 4 ¢, wobei ¢ der sphirische Exzess des Dreiecks ist. (i) sind die Richtungsverbesserungey
v; die Dreieckswiderspriiche.

Zur Darstellung der Basisbedingung reduzieren wir die beobachteten Winkel zu ebenen Wip,
keln, indem wir sie um 1/; des sphirischen Exzesses des zugehirigen Dreiecks kiirzen. Dadurg
erhalten wir folgende Winkel:

e et g | g e (g e
i
= Binid 35 —34 — 32 N
38 —37—3 37— 36— 3hL gy Ll
usw.

Mit diesen ‘Winkeln bilden wir die Basishbedingung und berechnen die Seiten s,, s,, $3, 3,
des Linienzuges AD.

Damit wird die Basisbedingung in folgender Form angeschrieben:

B3 [(2) — (1)1 — Ay [(8) — 3)] + Agrezs [(37) — (36)] — Agyess [(35) — (34)] +
+ Bges [(6) = (5)] — By [(8) — ()] + Aggesa [(33) — (32)] — Agauge [(31) — (30)] +
.o+ Augrg [(18) — (17)] — Aggusg [(20) — (19)] +

in[2—1— %] sin[37—36—%| sin[18—17—7]
+IE :

— +
sin[4_3~§] sin[35—34—?] sin[ZO—-l‘)—-i’] l

41gS,°—1g S =0. (b)
In der Gleichung (b) bedeutet A die logarithmische Sinusdifferenz fiir 1"’ und die ZeigerJ,

bei A geben die entsprechenden Richtungen an. Die Seiten s,, sy, S3, $;.... erhilt man in folgen:
der Weise: :

S,°sin [38 —37— %]

sin [4-—- 3#%]

sosin [2—1—%] ein[37—36—%2] sin[38—33—3]

51:.

sl= —

sin [4_~3 _%] sin [35 L5 *f,,—*] sin [8—7—%’]
und so weiter.

Die Berechnung der Seiten s,, 8,,..., s; fithrt selbstverstindlich auf den Widerspruch der
Basisbedingung.

Wir bemerken noch, dass die Seiten s auf diese Weise aus den unverbessertén beobachteten
Richtungen erhalten werden.

Das nichste Stadiam umfasst die Aufstellung der Azimutbedingungen. R

Diese Arbeit beginnt mit der Berechnung geoditischer Koordinaten fiir den Linienzug AD.

Wir berechnen mit Hilfe der Schreiberschen Formeln, ausgehend von B,, L, und dem Azimut
der Richtung 2 :

B=4Aas+2—1,

die geoditischen Koordinaten der Punkte a, b, ¢, d und D und die Azimute Aa, ad, ab, ba
be, cb, ed, de, dD, DC mit den Strecken s,, s,, S;, S5, 8; und den Winkeln

4

beia. ... 6— 3
N R s
oy Co s o-x 14—11
w d. .. . 18—15
o D gt 20—1%

Wir erhalten dann:
die geodatische Breite B, des Punktes D,
» » Linge L, o B
und das geodatische Azimut Apc von D nach C.

Werden die Azimute der Seiten mit By, By By Bur Ps und ihre Gegenazimute mit B,’, By
ﬁs'- ac'v pa’ bezeichnet, so erhilt man:

Bi=Adap+2—1
B =180°+ Asp+2—1+3,
8, =180° + App +2—1+6—3 43,
B = Aap+2—1+6—3+ 8 + 8+ 180°
8 = Apg+2—146—3410—7T4 5+ 8+ 180°
By = Asp+2—146—3+410—74 3, + 8+ 3 + 180°
8= Apg4+2—1+6—3+10—T+14—11+8+3+3,
B = Ass+2—1+6—3+10—7 4 14 — 11+ 8, + 3 + 3 + 8 + 180°

6 — Aap+2—1+6—3+10—74 14— 11+ 18— 15+ 3, + & + 8 + 3, + 180°
8 — Aup+2—1+6—3+10—7+14—11+18—15+ 3, + 8+ 8 + 8+

Ape—App+2—14+6—3+10—7+14—11+18—15+

20— 19+ 8, + 8 + 8 + 8, + . ()

Hierin ist annihernd
3= (2)s sinf tgo. : (d)

Die Verbesserung A4 des geoditischen Azimuts Apc ist dann

Aa = (2) — (1) + (6) — (3) + (10) — (7) + (14) — (11) + (18) — (15) + (20) — (19) + Zda,

wobei unter d3 [die Anderung der Meridiankonvergenz infolge der Anderung der Seiten, der Breite

und des Azimuts] zu verstehen ist:
el

W
ds = (2)sinB tgy . ds+ (2)s smﬁ—?——é——

Ccos"Q

+ (2) s cosB tge sin 1”. dp.

Wenn wir die Verbesserungen von ap, tcps M und ), vernachlissigen, kann die vorldufige
Laplacesche Bedingung fiir I so geschrieben werden:

&pc — (kz _'L2 i ALz) sin ©s + (11 — Ll) sin C?l —p— (0143 _AAB) = ADC + AA_ (e)

In der Gleichung (e) ist AL, die Verbesserung der geoditischen Linge, die. den Richtungs-
verbesserungen entspricht. Unter Vernachlassigung kleiner Glieder 2. Ordnung wird:

5
“y

L,—L,= 2 (2) s sin B sece
1

und daher

5

AL, =Z{ (2) sin B seco. ds + (2)s sinﬁ%,‘;% do + (2) s cosp secp.df.sin 17 (.

1




Hiernach ist leicht einzusehen, dass:

e 1D 4
AL, sin ?2—*2 ds = _2(2) oy s T OB do.sin 1" 4

2
cos?op

ﬁ—z (2) sin B sec ¢ (sin g, — sin @) ds —I—Z (2) s cos [ sec ¢ (sin @, — sin @) df sin 1",

Bei langen Teilstiicken ist das 2. Glied das grissere; auf 200 km wird

Yds I40< : ST
6400 sin 1” 6400 = 500

Fiir dasselbe Teilstiick und fiir s = 40 km ist der Wert des 1. Gliedes:

! (I—Sinq;siw % VS L _
_Z (2) s sin B 7(:05’:9 dg" .sin 1" < T

Deshalb kénnen wir in Bezug auf das Azimut ohne Bedenken annehmen, dass
AL, sin p, = Xd3 ist.
Mit Riicksicht hierauf kann die Azimutbedingung in folgender Form geschrieben werden;

apc— (hy— L,) sin @, + (A, — L,) sin @, — (2ap — Aap) = Apc + (2) — (1) + (6) — (3) +
+ (10) — (7) + (14) — (11) + (18) — (15) + (20) — (19)

oder endgiiltig

(2) — (1) + (6) — (3) + (10) — (7) + (14) — (11) + (18) — (15) + (20) — (19) —
— [#pc — (A — Ly) sin ¢, — Apc] + (2ap — Aap) — (\ —L,) sin g, = 0. (g)

Die Auflésung der Bedingungsgleichungen (a), (b) und (g) nach der Methode der kleinsten
Quadrate ergibt die Verbesserungen der in diesem Teilstiick beobachteten Richtungen.

Azimut-Bedingungen aus den unmittelbar beobachteten Grossen erhalten, die nicht durch irgend-
welche willkiirliche Korrekturen entstellt sind, wie dies bei anderen Ausgleichungsmethoden geschieht;
deshalb entsprechen die Widerspriiche der Basis- und Azimut-Bedingungen in unserem Ausgleichungs-
verfahren tatsiichlich den Beobachtungsfehlern in den Punkten des beobachteten Teilstiicks.

Die Auflssung der Bedingungen (a), (b) und (g) darf als bekannt vorausgesetzt werden.

In die Azimut-Bedingung kinnten auch Verbesserungen fiir die astronomisch bestimmten
Liéngen und Azimute eingefiihrt werden, natiirlich kénnten aber diese Verbesserungen nur sehr
unzuverlissig bestimmt werden. Sie werden daher in der Folge aus der allgemeinen Ausgleichung
des astronomisch - geoditischen Netzes bestimmt.

Nach der beschriebenen Ausgleichung der beobachteten Richtungen und der Bestimmung
der wahrscheinlichsten Werte der Richtungen miissen die Dreiecke nochmals zusammengestellt
und die Seiten dieser Dreiecke nochmals berechnet werden. Dann miissen iiber den Linienzug
AabedD, ausgehend von B; und L, und A4,p nochmals die geodatischen Koordinaten und Azimute
berechnet werden.

Bei dieser Berechnung erhilt man fiir den Punkt D

die geoditische Breite B’,,
die geoditische Liange L',
und das geoditische Azimut A’'pc von D nach C.

6

Dann kann aus den Koordinaten

e S’ der geoditischen Linie AD, das geoditische Azimut A’4ap von A nach D und das
1 e;;i?ihe Gegenazimut A'py von D nach A berechnet werden.

2

A By

Abb. B.

inkel B4 und Bp in den Punkten 4 und D (Abb. B) zwischen den

Damit erhalten wir die W ¢ dis goodatische Linie 4D

Ausgangsseiten des Teilstiicks und der geodatischen Linie AD und fii

Jie astronomischen Azimute:

Ba=A'ap— Aas } (h)
Bp= A'pa— A'pc

asp = %aB + B4 ][ 6)
'
apa= opc+ Bp=A'va + (20c—A4'pc)
Wenn auch die Azimute a4p und 2ps nicht unmittelbar beobachtet wurden, so diirfen sie
dennoch als astronomische Azimute bezeichnet werden.
In der Folge beachten wir, dass die Differenz

A'ps —180°— A'ap

Linie S’ mit dem Anfangsazimut a4p In

i iti imute der geoditischen angs :
der Differenz der geodiitischen Azim g N i

der Breite B, auf dem angenommenen Ellipsoid entspricht.

€ h 1er d a I - 1‘1 - ] . . . ] C)
(l]e W d ii h d = ¥ eustiicken an, v on de]lell Slch ems an das andere anSCh]-lCSBt (A’b =
B 1 Anwenduﬂg deB i geleg ten Vel fa '€N8 Wer( le][ 1 erSpr“c e er BaSIS un d T

B[‘C

Abb. C.

: ; e iDenn
Die Ausgangsseiten dieser Teilstiicke werden mit A4, BE?L, CcC,, DD,.. d lllltizelchg?t S?nc
behandeln wir alle Teilstiicke in der oben beschriebenen Weise und erhalten die a;gec 53, BC»
S'ep der geoditischen Linien 4B, BC, CD..., die die Laplaceschen Punkte A,. h,l,h d,e Wm-
verbinden, und die Winkel Bas, Bsa» BBC: Pesr Bcowv -+ Somit erhiilt man offensichtlic
kel zwischen den geoditischen Linien folgendermassen:

|




bei B .
bei C .
her D

+ Bea—Ppc=0aps —age
+ Bea—PBeo= acg—acp
+ PBoc—Bpg=apc— opE,

wobei es nach der Art der Ableitung dieser Winkel klar ist, dass ihre Werte nicht durch Fe
entstellt sind, die ihre Ursache in der Bestimmung der astronomischen Azimute der Ausgangg
ten*) und den Verzerrungen dieser astronomischen Azimute durch den Einfluss der Lotabweic}
gen haben,

n wir aus der Aus
sten Werte der Lin

gleichung und Berechnung der Teilstiicke
gen der geoditischen Linien, die die anfeinang
die astronomischen Azimute dieser Linien und
genden §§ werden wir die Genauigkeit dieser Linj

Triangulation die wahrscheinlic
folgenden Laplaceschen Punkte verbinden,
Winkel zwischen ihnen. In einem der fol
und Azimute niiher untersuchen.

Die Elemente S’
teren Verbesserungen,
entsprechen,
Lingen als U
bei der Ausg

und o und die Winkel zwisch
die den Polygonschlussbedin
in die noch die Verbesserungen der ast
nbekannte eingefithrt werden miissen.
leichung der Teilstiicke benutzt haben,
n der astronomischen Azimute und Lin
auch die Frage der Orientierung der Teilstiicke auf dem Ellipsoid offen blieb.

Durch die Einfithrung der Laplaceschen Bedingung in Gleichung (e), wurde im wesentlich
geoditischen Azimute der beiden Ausgangsseiten des Teilstiicks ausgegliche
wir noch nicht, inwiewe

en den geoditischen Linien unterliegen

gungen und den Laplaceschen Gleich ng
ronomischen Azimute und der astronomisch
Soweit wir die Laplacesche Gleichung sc}
geschah dies in so vereinfachter Form, d
gen nicht eingefiihrt werden konnten, wesha

Netzes unter Beac
Laplaceschen Gleichungen entschieden,
Da bei der Ausgleichung des ganzen a
Gleichungen eingefiihrt werden miissen
wir uns bei der beschriebenen Ausgleic
der Dreiecksbedingungen und der Basisgleichung beschriinken kénnen.
mert in Deutschland vor, wodurch sich selbstverstiindlich bei der Berec
einzelnen Teilstiicke einige Kiirzungen ergaben.
allgemeinen Ausgleichung d
keit zu erhalten,
némlich die Lingen S’ der geoditischen Linien,
ihre astronomischen Azimute. Bei der Ableitun

Bearbeitung der

htung der Polygongleichu
die in genauer und ausfihrlich
stronomischen Netzes an und fii
, die im wesentlichen Azimuthb

hung ei eriicksichtigun

Aber mir erscheint es sehr wichtig schon vor de

die Winkel zwischen den geodiitischen Linien un
g dieser Elemente kann sich eine Vernachlassig
einzelnen Teilstiicke bemerkbar machen, Ausserden

Wertes des Absolutgliedes in
ganze Arbeit an der allgemeine

I, III, IV ist, so miissen die Dreiecke
hung eingefithrt, oder als starr und
Werden zuerst die Teilstiicke I und II und dann erst die
eiden letzten Teil-
n werden, die fiir

beschriebene Ausgleic

unverinderlich angesehen werden.
Teilstiicke IIT und IV ausgeglichen, dann miissen bej der Ausgleichung der b
stiicke die Seiten CF und ED als Ausgangsseiten mit den Werten iibernomme
icke I und IT bestimmt wurden, Werden zuerst die Teilstiick

*) Das ist nur insoweit richtig,
chung der Winkel der Dreiecke hatten,

8

ngen und der sogenannte
er Form anzuwenden sind
r sich die Laplacesche

So ging insbesondere Hel
hnung und Ausgleichung de

als die Fehler der Azimute keinen Einfluss auf das Resultat der Ausglei-

V lichen. so miissen el el ilstiic II als usgangs-
III ‘I.lﬂd | ausgeg iche T E b der Ausgl 1chung del’ Te ! ke I l.l]lli | A‘S an 3.
te E'( “nd DF angel’lommen wer den. Hierin ].i.egt eine Wﬂlkﬁl’, dle allerdmgs au.f das Erge.hnls
8 i i i Fl iir sic earbelten,
i fol daSS man Blg&nﬂlch dle 4
i haben Wl.l’d. Daraus fo gt, izuar Cl‘ DE f h b beit
4 Emﬂus

: D, E, F als La-
- winkel mit besonders grosser Sorgfalt messen und alle 4 Punkte C,

. sacks - : 2 in der UdSSR. nicht mdglich.
jhre Drelec . iisste. Leider war dies bisher in de

he Punkte bestimmen miisste.
placesc

™ = 0 N tzeo
W}r ]Ie}lnlen an, dass allf dem EulpSOId mit der grOSSBD IIa-lbaChse a uﬂd del A!prlattung cg
asse ful das betl'effende Land aus der Bearbeltung del‘ astronomlsch'geodatlschen
n Allsm

: s inaten der La-
sse i ’ iir die geoditischen Koordina
g;egebnisse abgeleitet wurden, zunichst Niaherungswerte fiir g

T

laceschen Punkte der Triangulation bestimmt werden.*)
P

Abb. D.

y . . i ie Triangulations-
. : il wir zu ihrer Ableitung die
. hei diese Koordinaten, we g Trgreey
Nalhemngs}::hozd:asg:ich?nsaiid in diesen Polygonen iiberschiissige Ubertragungen nic
polygone n

fithren. : 2
Fiir einen Punkt mit der Nummer n bezeichnen wir:
i i B,° und L,°;

die erwiihnten Niherungskoordinaten mit. . .

de[ en v erbessel u-ngen aus de‘ be VOr Stehenden £ kusglm‘:"hung mit dBlI und dLn *
L und ;- H
dle asuonomlsche Bl elte und Lﬁnge mit. . n n

i i 3 d 2k,
die Fehler der astronomischen Koordinatenbestimmungen mit. 0, un
i iti Azimute A4
i ir in aller Strenge die geoditischen
i Z koordinaten berechnen wir in a E or il
.Mlt “den Nah:;mng:oc}ﬁtischen Linien, die die aufemanderfolgenden. Laplaces;h;nil Lc:; ;1 =
Efldd > (L aﬁs s1) e:vilg- berechnen hierbei die Azimute, die Gege:}:zmute und die g
Inden (s. A 3 i :
geodiitischen Linien P,P,, P,P;, P;P,, PP, PsPT .::3 gdinaie:ln e
Lingen entsprechen also streng den Werten der Niherungskoor

1
4

IQCBSChﬁn k e sollen in den Dfelec kﬂttEE I 0. e 0 — 100 auselnanderllegen.
) L Pl.ln t d ks . twa 3 km
Dlﬂ ap

Diese Azimute und



Fiir die geoditische Linie Py, P, schreiben wir jetzt die Differentialkoeffizienten in der

’{'— :‘ f’ :’ ten Form:
oB M,
alno T L COSIR— ns L= L°,—L°
Py Y M, 1, 1, n—1
P
e @ M = Meridiankriimmungsradius,
N = Querkriimmungsradius.
o & ° al,— M
) Pe Py P, ‘_-h"_]""‘—‘:———" IS s sinl, _ alg On
13 oB,_, N, 1
i r" oxln i (M;B"'El- — S__—in b, -
B | ' 0B, cos¢,
! Pre s i c08A%, n—q OB,
y M.sin1l”  08ay,n
» ~O==—== -:-:—.?rLP gan—l. - e al"'—h" LB sin A, n—
s s 3 [ —_ N, sin 1" cos ¢,
Abb, 1 g —lin = 04°n, n— = sin A%, n—y 1g @n (2)
(i N, sin 1
Wir bezeichnen fiir die geoditische Linie zwischen den Punkten P,_, und P,: OB 5
n—-1n — _ n e n—1,n _= An
das astronomische Azimut von P,_; nach P, mit . . . . .. Moo D £ At 3 el
den Fehler desselben — bedingt durch Beobachtungsfehler—mit 82, ;. ol & i
das geoditische Azimut*) von P,_, nach P, mit . . . . . . . s Nia g = g‘;g =— '};l‘" el
i seine Verbesserung mit . . « « « &+« ¢ s e s e 0w 0. (; ¥, [ W s A g 1y
die Linge der geodiitischen Linie zwischen P,_, und P, berech- e @Aon, Al e SRl Sn—tin oo go i
A net aus den Niherungskoordinaten dieser Punkte mit . . . §%_;a & adtaly TR N, e -l
£ jhre Verbesserung mit . . . « = « « ¢ o o o s 4o e e ded i P vid:

die Linge dieser geoditischen Linie, wie sie sich aus der Aus-
gleichung der Teilstiicke (der Kettenabschnitte) ergibt mit . . §'n_q,n
und den Fehler dieser Liange mit . . . . « « « « « « « « « = " T

dB, = p;***dB, 4 ps'**ds;.o + pg?dd;
: dLy=dL, + q,** dB, + g5'*ds;.3+ ¢,1?dd;., (3)
Endlich bezeichnen wir noch die endgiiltigen Werte der geoditischen Koordinaten und Azi- dAy. — + r,l'2 dB, + 1 3dsy.q+ rdtddy.,

mute, die man nach der Ausgleichung des Netzes erhilt, wie folgt:
Nach den Ausdriicken (1) ist:

-:f ' die Breite des n-ten Punktes mit . . . . . . .+ o 0 .o B,
» Linge ,, N~ o =3 st ol Tl seepplie sty L, 3
das Azimut von (n — 1)-ten Punkt zum n-ten Punkt mit . . . Aoy 0. dBy=¢, —B% —& + 09,

dB, =9, —B°% — & + o¢,

Diese endgiiltigen geoditischen Koordinaten und Azim

ute werden sich von den entsprechens

dLg=1y —L°% —7ysecqy-t Sy

l den astronomischen Werten, die um &9, 6\ und 3a verbessert werden, nur um die Betrige der
' Lotabweichungen in Py, Py, Ps..... P, gegeniiber dem bei der Ausgleichung angenommenen Ellipsoid dL,=)\ —L°% —msecq + 3\ (4)
unterscheiden. Die Komponenten dieser Lotabweichung in P, bezeichnen wir mit £, und 7,. dA°%. = g, — A% — T tg 9 + Sotg.g
i | Damit bekommen wir: o e o iy o e

i B +¢=B; +dB, +§ =¢; +9%
,, | B,+t=B +dB, +& =@, + 09, Setzt man die Ausdriicke (4) in (3) ein, so erhillt man:
E L +nsece=L° +dL, +mysecg =X -+, _ @s— B’y — &3+ gy = p1*% (9 —B°y — &1 + 31) + ps' M dspa +
| L2+'qgsecq)2=L°2 +dl; +7 seccpzz)._; +8, (1) + p 2 (04.a—A%.a— N8P T+ 8y.9)
i At nln = vk it A =tya T M }‘2_“‘[‘02—7]259'3‘?2']'8}-2:(}‘1—1‘01—’313“‘?14‘Slt)+911'3('{"1—“B°1—51+3?1)+
1. Ayy+ 12189y = A%.1+ ddp.y + MtEP2 = %1+ 3% 4 gt ds,g + g2 (ag.3— Ay g— T 18 91 + 32y.9)

i 301-2+d51-2:s,1-2+ 0Sy.9 Og.y — A%. — N t8 P + 513.1=r11'2(?1—3°1—51+ 8,) + ret-2dsy.o +

'I *) Berechnet aus den Koordinaten B°, _, L°, , und B, Lo, Frt2(og.o— A% s — M tgP+ 8dy.9)
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Aus diesen Gleichungen ergibt sich: B erhalten wir die Gleichungen (5) in s

b= B — Py (01— B°) —pa " (e — 500 — P (0 — Ara) + 6y — b+ Bgy + P (B — &) — Py vy + Py 85y P B2y |
N R I R R L s b 8y — 0+ 01 B — ) + € i+ G Bt OB Q

Ne8eCPy= (lz—}*l)—(an—Lul)—Qi'a(?l—Boi)_‘I;-a(5'1-2—3“1-2]49:.2(“1-2“A°1-2)+ Vg = oa + cosec?g.ﬁas.z+Ri.2(5"?1—51)'—R;'2V1 o R;'gasrﬁ‘f‘Ri'za“rz I
+a " (8 —39) + a)\z_a)-l“g’;-gasm + (14 gy " sin @) M Sec?‘_—gi.ga i | Die Gleichungen (8) sind fir die Linie PP, angesetzt; dieselbe Form haben sie auch fiir die Linie
T)a 8€C @y = (tg.; — A°;.,) cosec cpg—ri'z(q:L—B%) cosec cpg——r;'z(s',.s—s"rz) cosec P, — P:e-—l P,, nur miissen dann die Indizes 12 durch "~ '" ersetzt werden. Nun stellen wir uns vor,

dass wir das Polygon P,P,P,P,P, (Abb. 2) haben, in dem P;, P,, P;, P, Laplacesche Punkte sind.

1.2 [+] 1-2 ™ 1.2 - - 2
—ry  (21.e— A°1.2) cosec @y + 1y (§,— 3p,) cosec p, |- cosec P, - 00y, —Tg  COSEC Py G%y g — Wenn Wir das Polygon im Uhrzeigersinn umschreiten, wird P, identisch mit P,. Die Gleichun-

_r;-zcosec ®,- 0810+ r:'ﬁtg ®, COseC Py * T, gen (8) fir die £ der geoditischen Linien dieses Polygons lauten dann:
Die Gleichungen (5) miissen nochmals etwas umgeformt werden. Vorher fithren wir ak e w;'g—}- 50, + P:’2(5?1—51)—P;'2"1+ P;-aasl_g—% P:‘z daty.q (a)

noch neue Bezeichnungen ein. : T :
g 53=m.f;3+a~1:3+ Pf's(a?g—.iz}——-P::’vz{—- P§3052.3—1-P33612.3 (b)

(9)

‘PR_BOH_'P;_LH {?n—1——B°n—1)“P;_l'n(sﬁn—t.n—son—-L ) £, = w;"‘—{—r};r}- Pf'g(a(?:,——a;;}—Pg'i?a-l- Py 850+ | A ()
_'P:_l'n(an—l.n—'Aon-l.n)='-°~‘;_]'" g, =8= (r)";.l‘{"5'-?1+P:’Iiacp-l—ai)"P;'lv-ipl_P;.Iaﬁ'l_! P:'15d4.1 (d) l
(A —'ln—1}—'(L°n_L°n-—1)'—'?;_l' "(fa—1— B%a—1) — (P ) P
n—11n; o n—1n o n—1Ln < P
—4s : (Sn—1,n— °a—1.0) — 4 x (Oa—gin— A2 =1,2) = ®) v o 3
cosec Pp [(tn, n—1— A%, n—1) '_r:—l'n(?n—l‘_’Bn—L)_
'_";ﬁl'n(s'n—l.n_sonul.n)_r:_l’u(“n—l.n — A% —1.1)] =‘”;F1'n |
M S€C P = Vpn J
P;—l'"= —‘M";lcosl,,__lf,,=—-p;_l'"
PrT L - cos A%, n—1_ __pn—1in Py &
M, sin 1”7 o
Abb. 2.
Pn—l,n=Pn—1,nsi_n? P 'Pn—-l,ﬂ=_§_l'_|_—_]u_ﬂsin o =__pﬂ‘—1,ﬂ
2 ‘ AL S o £ ar e g ¢ Fiir die Gleichungen fiir 7, die sich aus dem Vergleich der Lingen ergeben, bekommen
wir fiir unser Polygon:
;1-—1.n=_ I:Y_ISinIn—:[,ntg{?nz__q;‘_l'n | | 1.2
. 4 1. . O e
’ Vg = oy 43—\ + Qi 2(5?1—%) + Q. 3"‘1 + Qs 13631-2 + Q2. (2) ]
n—L1n si Ann n— 2 ; g - 8w
T s Al gt vy o g — BN+ 02 (Bpe— &) + O3 P v + €30 350a + €4 B0ns (B)
N,sin 1" cos ¢, s.4 3.4 3.4 3.4 o 0%
1 Sp — 1 sin @ Y= oy 48— 8y + Q1 (Gp3—&s) + Q> v+ Q3 053y + Qy  0%.4 (1)
"“'":1__'"_“.._"330314““"_ 5 R__.l. . & - 21w «1la
§ n "1 cos Pn (i vy=v, = @)+ 8\ — 8+ Q: ' (3pa—Ed) + Q; Yy, + Q' 851+ Q4 1oay.,  (9)
:“'1-" —5n—1n chio"-t'_—l_ =—gq—Ln . Fiir die Gleichungen fiir 7, die sich aus dem Vergleich der - Azimute ergeben, bekommen
N, COs @, 8 wir endlich:
n—1n Rinln—— n n—1n . - y . 2 | .
R M= oy '{k_ co:-z?r = —r" """ cosec @, V= @y ® -+ cosec @y-009.9 + R; B(0?1— &) —R; 2"‘1 + R; 85,0+ R: 2611.3 (e)
G N - 2. = 2.3, 2.3 2.3 o 2.3
R;_1'":O;‘l-"=—r;_l'"cosec% Va= g + cosec 9g.0%5.9 + R ?(3pa—&) — Ry v+ Ry I35+ R8s () (11)
1 i —1 s sin ¢ Vo= 0o ' + cosec%.ﬁa‘.z—t—R:"(E?s—is)—R:dvs—{- Rg"633.4+Ri'4Saa., (g) |
R H" = —cos2—1" cosec @, Sin @ i Sk GOV | SR st i o ; : dg
? R ? Pt N, "1 cos Pn Ys= v, = 0, ' + cosec @y -804 -!-R:'l(a'p‘,—ii)—R; 1v4+R; 1534-1+R: 1’”‘4-1 (h) I
R;~""=—cos o }{lﬂ cosec ¢, -+ DL 8 08 A%, o — 000, = Beim Helmertschen Verfahren miissen die Gleichungen (9), (10) und (11) fiir jedes Teil-
= stlick 1.0, (das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Laplaceschen Punkten liegt) angesetat werden,
= R;_I'“cosec Qn—1= —r:_l'"cosec Pn wobei die vorher berechneten Zahlenwerte der Koeffizienten bei (B9 —&1)> BSi, i410 Voo O%ita, i

12 13




und d%;, ;4, sowie die nach Formel (6) berechneten Werte der Absolutglieder dieser Gleichy,
gen eingesetzt werden.

Der weitere Rechengang besteht dann in der Aufstellung der Bedingungsgleichungen de
Netzes vermittels der Gleichungen (9), (10) und (11); hierbei treten folgende Gleichungen ayf
1) in jedem geschlossenen Polygon die Breiten-, Lingen- und Winkelsummenbedingung (also
Gleichungen), 2) die Laplaceschen Gleichungen fiir jede geoditische Linie zwischen 2 Laplag
schen Punkten, wobei die Laplacesche Bedingung erfordert, dass die Grissen V,, Vg, Vg V5o« +s di
aus den Gleichungen (10) abgeleitet werden, den entsprechenden Grossen vy, Vg Vg Vgs« - -» die a
den Gleichungen (11) hervorgehen, genau gleich werden. .

Zur Aufstellung der Polygongleichungen und der Laplaceschen Gleichungen miissen nac)
einander aus (9), (10) und (11) die Komponenten der Lotabweichungen eliminiert werden, dam
in diesen Gleichungen ausschliesslich der Zusammenhang zwischen den Verbesserungen der be
bachteten Grossen zum Ausdruck gelangt.

Hierbei kann man verschieden verfahren; wir wihlen folgenden Weg:

1) Durch Subtraktion der Gleichung (10,) von der Gleichung (11.e) erhalten wir die
placesche Bedingung fiir den Punkt P,:

wi’s—mi'z -+ cosec @,.805.1 + (R:'S—Qi'z) S0y, — (R:'a—|— O;'z) v, + (R:'s— Q}")
(81 —6&) — 3k + 3A = 0.

2) Aus (9,a) ermitteln wir den Wert 3p, — &, und setzen denselben in (9,b), (10,8)
(11,f) ein. Ferner setzen wir das aus der Gleichung (11l,e) erhaltene v, in die Gleichungen (9,b)
(10,8) und (11,f) ein; auf diese Weise erhalten wir in (9,b), (10.,8) und (11,f) neue Ausdriicke il
¢, und v;, die wir mit &, und vy bezeichnen. In diese Ausdriicke gehen, ausser den Verbesse
rungen der beobachteten Grissen, auch die Werte der nur auf den Punkt P, beziiglichen Lo
abweichungskomponenten (§, und 7,) ein.

3) Alsdann subtrahieren wir von der Gleichung (11f) fiir v/; die Gleichung (10,§) fiir vy
dadurch erhalten wir die Laplacesche Bedingung fiir den Punkt Py, die sich durch Ubertragun
lings der Linien P,P, und P,P, ergibt.

4) Aus der nach 2) umgewandelten Gleichung (9,b) ermitteln wir dp; — {3 = 3tpg — §g uni
fihren diese Grosse in (9,c), (10,7) und (11,g) ein; ferner fithren wir v, das aus der nach 2) umge
wandelten Gleichung (11,f) erhalten wurde, in die Gleichungen (9,¢), (10,7) und (11,g) ein; dad ok
ergeben sich neue Ausdriicke fiir &, in (9,¢), fiir v, in (10,y) und fiir v; in (11,g). Diese neue
Ausdriicke bezeichnen wir mit £’,,v',, wobei in diese Ausdriicke, ausser den Verbesserungen def
beobachteten Grossen, auch noch die nur fir den Punkt P; geltenden Lotabweichungskomp®
nenten (§,,7,) eingehen.

5) Von der nach 4) umgewandelten Gleichung (11,g) fiir v,” subtrahieren wir die umgeform
Gleichung (10,7) fiir dieselbe Grosse v,'; damit ergibt sich dann die Laplacesche Gleichung fiir P,
die durch Ubertragung lings der Linien P,P,, P,P; und PyP, erhalten wurde (s. Abb. 2).

6) Aus der nach 4) umgewandelten Gleichung (9,¢) ermitteln wir die Grosse dp,— &=
= 8p, — &/, die wir in die Gleichungen (9,d), (10,3) und (1L,h) einsetzen; ferner setzen wir vy
das aus der Umformung von (1l,g) nach 4) erhalten wurde, in (9,d), (10,5) und (1L,h) ein. Im
Ergebnis erhalten wir neue Ausdriicke fiir §, in (9,d), fiir v; in (10,8) und fiir v, in (11,h); diest
neuen Ausdriicke bezeichnen wir mit &', und v';; in diese gehen, ausser den Verbesserungen der
beobachteten Gréssen, die Lotabweichungskomponenten im Punkt P, ein.

7) Fithren wir die unter 6) aufgefihrten Umformungen durch, so ergibt sich folgendes
Die rechte Seite der Gleichung fiir &', wird der Grosse £, und die rechte Seite der Gleichung ir
v’y der Grosse v, selbst gleich sein. Die Bedingung, dass nach Durchlaufen des ganze!
Polygons P,P,P,P,P, fiir die Lotabweichungskomponenten im Punkt P; die Grossen §, v nd

7, erhalten werden miissen, kann folgendermassen formuliert werden:

51-—&1’:0} (13)

"'1—?1'=0

Hier bedeuten £y und v’ die rechten Seiten der Gleichungen fir ¢’y und 7'y, die nach 6)

erhalten wurden.

Die erste Gleichung von (13) ist die Breiteng leichung fiir unser Polygon; die

o Gleichung von (13) ist die betreffende Langengleichung. :
g8) Subtrahiert man von der nach 6) umgeformten Gleichung (11,h) fiir v/, die .umgeformte
ichung (10,0) fir v}, so erhilt man die Laplacesche Gleichung fiir den Punkt P,, die der Uber-

gweit

?r:gung lings der geoditischen Linien P,P,, P,P;, P,P; und P,P, entspricht.

9) Nun setzen wir den nach 6) aus der umgeformten Gleiclmng. (9.d) erhalte.nen Wert &fl
den aus der umgeformten Gleichung (11,h) erhaltenen Wert v/, in die rechten Sel'r:en der GI?I-
chungen (10,%) und (11,¢) ein. Wir erhalten dann m (10,2) und (11.,8) neue Ausdruckt? fiir Vas
giehen Wir dieselben voneinander ab, so erhalten wir in neuer Form die Laplacesche Gleichung in

i i i i ' kt P,, die der
. subtrahieren wir von dieser neuen Laplaceschen Gleichung fir den Pun B 1
e s P, entspricht, die Gleichung (12) —d.i.
die Winkelsummengleichung fiir

und

Ubertragung lings der Linien P,P,, P,P;, P,P,, P,P; und P, i
die friihere Laplacesche Gleichung fiir P, —so erhalten wir

Polygon. .
k. Beiy %ier zahlenmissigen Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen und der Polygongleichun-

gen ist es einfacher und zweckmassiger, nicht das ganze Polygon in einer 'Richtung zu umgehen,
sondern zuerst von P; bis P, und von P, bis P; zu gehen, um &'s un-d v’y zu erhalten; alsdann
von P, bis P, und von P, bis P; zu gehen, um ¢’y und v’y nochmals, jedoch auf anderem Wege
3 erhaI-;::niiedingung, dass die beiden durch diese zwei Ubertragungen e‘rhaltenen Wv.:rte 'von 5a
antereinander gleich sein sollen, fithrt zur Breitengleichung; die Bedmglimg, das? {he: beiden auf
gweierlei Art aus den Gleichungen der Gruppe (10) erhaltenen Werte von Vg iibereinstimmen so!-
len, fiihrt zur Lingengleichung; der Unterschied zwischen den auf dem ersten Wef.ge aus de:a Glei-
chungen (10) und (11) ermittelten Werten von v’y ergibt die Laplacesche Glenchunrg fiir den
Punkt P;, die wir mit L'ag bezeichnen; der Unterschied zwische'n derf auf dem aweiten Wege
aus den Gleichungen (10) und (11) ermittelten Werten von vy ergibt die Laplacesche Gleichung
fir P,, die wir mit L"”a, bezeichnen.
Die Bedingung, dass L'a; = L'ay

sein muss, filhrt zur Winkelsummengleichung im Polygon. (Fiir die Aufstellung fler .Polygonb:adin-
gungen haben wir die kreisformige Umgehung des Polygons deshalb gewihlt, weil dieselbe bei der

Durchfihrung der Rechnung in allgemeiner Form die Moglichkeit gibt, fiir die Laplaceschen Glei-

chungen und die Winkelbedingungen in den Polygonen allgemeine Formeln abzuleiten, wie das in

den folzenden Paragraphen aufgezeigt werden wird). ! .

Ign die Breite%lr- I1)111d Lanzengleichungen gehen (3p, —&,) und 32,.p mit sehr kleinen Koeffi-
zienten ein; das Auftreten dieser Glieder ist dadurch bedingt, dass die Lage des Polygons nac'h
der Breite [Einfluss von (3¢, —&,)] und die Orientierung seiner ersten Li'nie (Wert von dl..g) die
Grosse des Polygonschlussfehlers in der Breiten- und Lﬁngenrichtung beemﬂusst;. dieser Em.fluss
ist natiirlich sehr gering und (39, — &) und 32,., gehen daher in die Polygongleichungen mit =
Kleinen Koeffizienten ein, dass man mit Riicksicht auf die Kleinheit von 8z,., und (3¢, — &5,
die diese Argumente enthaltenden Glieder stets vernachlassigen darf; unter 8¢, ist die Verlzesse-
rung des auf Grund vorliufiger Untersuchungen ermittelten Wertes von &, zu verstehen. Gl{eder,
die die Langenfehler ) und die Grossen v enthalten, gehen in die Bre.itcn-, Lingen- und kae-l-
summengleichungen iiberhaupt nicht ein. Die Breiten- und Lﬁngenglemhm:gen ent'nalt:an alsc: die
Argumente 8s,.,, 8Sy.5, 053.4 und 35 4 sowie die Azimutverhesserun.gen 8g.1 00g.3s O03.20 fm}i.‘,
82,., und 82,.,, wobei der Koeffizient von 824.5 dem von 8uy., mit umgekehrt.em Vorzeichen
gleich ist, der Koeffizient von 3u;., dem von 8ug.q und von 3x,.; dem von Ou;.5 mit umgekehrten
Vorzeichen gleich sind. Die Breiten- und Lingenbedingungen konnen also in folgender Form dar-

gestellt werden:
Ap = @, 35y.9+ 03 855,31 G5 35g.4 + @4 8541 +

+ a5 (35,1 — 8%3.3) + G (82305 — 3ty.q) + a7 (8045 — 3%y 1) (14)
Al = b, 38;.9 -+ by 885.5+ b3 855.4 by 8541 +
+ bg (329, — 8%3.5) + bs (8g.g— 8%5.4) + bz (Botg.3 — 8%4-1)




Ap und Al stellen hierbei die Absolutglieder dar.

In die Winkelsummengleichung geht mit einem kleinen Koeffizienten das Argument (3p,—¢,)
ein (weil die Lage des Polygons auf die Winkelsumme Einfluss hat); die Verbesserungen 3s, 2\
und die Grossen v kommen aber iiberhaupt nicht vor; in diese Bedingung sind also nur die Ver-
besserungen der Azimute und der Gegenazimute simtlicher Linien des Polygons einzufithren, wobei
die Verbesserungen solcher Azimute, die einen Winkel des Polygons bilden, in der Gleichung Koef-
fizienten mit gleichen Absolutwerten, aber entgegengesetzten Vorzeichen haben. Die allgemeine
Form der Winkelsummengleichungen ist daher:

AL = ¢; (8ag.; — B0ty.5) + €5 (B0t3.5—Batg. o) + €5 (3245 — 00y.1) + €4 (8ay. 4 —B2y.,), (15)

wobei die Koeffizienten ¢;, ¢y, ¢; und ¢, praktisch untereinander gleich angenommen werden kon-
nen; AY ist das Absolutglied.

In die Laplaceschen Gleichungen gehen ein: (3p, — &,), v,, die Verbesserungen der Azimute
und Gegenazimute simtlicher geoditischer Linien, die bei der Aufstellung der Laplaceschen Glei-
chungen zur Ubertragung benutzt wurden und die Verbesserungen zweier astronomischer Lingen
(des Punktes P; und des Punktes P,). '

Nach der Aufstellung der Polygon- und der Laplaceschen Gleichungen wird die Verbesserung
8o des astronomischen Azimuts einer jeden geoditischen Linie durch den Fehler, mit dem das
Azimut der entsprechenden Ausgangsseite des Teilstiicks I.0. bestimmt ist, sowie den Richtungs-
fehler der gegebenen geoditischen Linie ausgedriickt. Bezeichnet man den Fehler der im Punkt P,
erfolgten Azimutbestimmung fiir die erste Seite des Triangulationsteilstiicks mit ;*) und die Rich-
tungsverbesserung fiir die geoditische Linie von P, nach P; mit v,.;, so hat man

6a;.,,=8f+v‘.;, (16)

Die fiir simtliche geschlossenen Triangulationspolygone gebildeten Gleichungen (14) und (15)
werden zusammen mit den Laplaceschen Gleichungen aufgelsst, die in der o. a. Weise fiir jede
geoditische Linie des Netzes aufgestellt werden. Indem man diese Auflésung fiir simtliche Poly-
gonbedingungen und Laplaceschen Bedingungen im Zusammenhang ausfiihrt, verbindet man da-
durch augenscheinlich die Ermittlung der Verbesserungen rein geoditisch bestimmter Grossen,
d. h. der Abstéinde s und der von den Polygonlinien eingeschlossenen Winkel, mit der Ermittlung
der Verbesserungen der astronomischen Azimute. Mit anderen Worten: Die Fehlerfortpflanzung,
die unvermeidlich wiire, wenn die Ausgleichung nur auf die Polygonbedingungen beschrinkt wiirde,
wird bei einer solchen Rechnungsweise durch die Feststellung der Azimute aus den Laplaceschen
Bedingungen reguliert.

In die Polygonbedingungen und die Laplaceschen Bedingungen gehen die Verbesserungen
der Gréssen «, ), der Richtungen der geoditischen Linien und der Strecken s ein. Daher ist zur
Auflosung der betreffenden Gleichungen die Kenntnis der relativen Gewichte dieser Grossen erfor-
derlich. Diese Frage soll im folgenden Paragraphen behandelt werden.

Es muss darauf hingewiesen werden, dass die Gedankenginge Helmerts nicht allein auf die
Ausarbeitung des angegebenen Verfahrens zur Aufstellung der Bedingungsgleichungen fiir ein astro-
nomisch-geoditisches Netz gerichtet waren. FEr fiihrte in die Gleichungen (8) auch noch solche
Glieder ein, die von den Verbesserungen da und de der grossen Halbachse bezw. der Abplattung
des Ellipsoids abhiingig sind.

In die Laplacesche Gleichung gehen dann auch die Glieder mit da und de ein; dabei werden
die (39, — &), v;, da und dc enthaltenden Glieder von Helmert gewissermassen als Bestandteile
der Absolutglieder der Gleichungen behandelt, obgleich sie besonders geschrieben werden und bei
den Zahlenwerten der betreffenden Koeffizienten die Grissen (99; — &), vi» da und de als Fakto-
ren erhalten bleiben. Darum erhilt Helmert die Korrelaten der Bedingungsgleichungen in der Ge-
stalt von Funktionen der Absolutglieder und der (59, —&;)s vi» da und dc enthaltenden Glieder.

*) In 3; geht—wie leicht einznschen —auch der Fehler ein, mit dem das unmittelbar beobachtete astrono-
mische Azimut auf diese Seite der Triangulation iibertragen wurde.
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Ebenso werden die mit diesen Korrelaten berechneten Verbesserungen der astronomischen Lﬁng(in,
owie die Verbesserungen der Azimute, Winkel und Abstinde in den Polygjmen auch als Funktio-
:en der Absolutglieder und der (39, —&,), v;, da und dc enthaltenden Glieder erhalten.

Diese Verbesserungen werden eingefiihrt: in die Gleichungen (9,a), (10,2), (11,e); i'n die
amgewandelten Gleichungen (9,b), (10,3) und (1L,f), deren rechte Seiten mit £y und v, be.ze:chnet
warden; in die frither umgeformten Gleichungen (9,¢), (10,7) und. (11.,g), deren rechte Seiten mif
¢ # und v, bezeichnet wurden, usw. Auf solche Weise erhalten wir ein Syste m. von Lot-
“blﬁ nkungen: &,V £ Ve ey Ens Voo die auch als Funktionen der Absolutglieder und der
?3,'? —£,), v» da und dc enthaltenden Glieder dargestellt sind. Fiir das System de.r Gleichungen,
augl denen sich die Ausdriicke fiir &,, vy, &3, Vg5. . .5 £,, ergeben, fiihren wir die Bezeichnung (LW)
ein. Hat man beziiglich der Ausmasse und der Orientierung des Ellipsoids, also der von der Wahl
der Elemente £, und v, abhiingigen geoditischen Ausgangsdaten, gewisse Atmah.men gemaf:ht, S0
sind damit die Lotablenkungen in allen Laplaceschen Punkten bestimmt-; zuglelr.ih auch die Ver-
pesserungen der Azimute, Abstinde und Winkel in den Polygonen der Triangulation.

Die Grundidee Helmerts bestand also darin, auf Grund des Gesamtmaterials
der Triangulation und aller diesbeziiglichen as.tronomischen. Be-
stimmungen und der in der angegebenen Weise ausgefithrten Ausgleichung des Netzes die Ver-
besserungen als Funktionen der Unbekannten (39, —§,), v, da und dc darzuste%!en,—um aut
solche Weise ein System von Lotablenkungen zu erhalten, die im System der Gie'lchungen'(LW)
ebenfalls als Funktionen von (8p; —§&,), v;, da und dc erscheinen. Hier ist also die Ausgleichung
der Triangulation eine Angelegenheit von sekundirer Bedeutung, der Hauptzweck be-
steht in der Ableitung der Gleichungen (LW) zur Ermittlung der Gréssen { und 7 fiir alle La-
placeschen Punkte, wobei allerdings das Gesamtmaterial des astronomisch-geoditischen Netzes be-
nutzt wird, um die wahrscheinlichsten Werte der £ und 7 zu ermitteln.

Aus der zuletzt erwihnten Forderung ergibt sich die Notwendigkeit, simtliche Laplaceschen
Gleichungen und simtliche Polygonbedingungen zu benutzen; aber die Auflésung dieser Bedingungs-
gleichung (nach der MdkIQ) erscheint als eine Zwischenaufgabe, .die zur Losung der Hau.pt-
aufgabe gehdrt. Eine andere Mbglichkeit zur strengen Ermittlung der wahrschein-
lichsten Werte der & und 7 ist nicht vorhanden.

In den erwihnten Gleichungen (LW), die nach Helmert zur Ermittlung des Systems der &
und 7 benutzt werden, gibt es fiir jeden Laplaceschen Punkt zwei Gleichungen fﬂr.v: eine 'der-
selben ergibt‘ sich aus dem Vergleich der Lingen, die andere aus dem Vergleich de.r Az1-mute [ dieses
entspricht den zwei fritheren Gruppen der Gleichungen (10) und (11)]; diese zwei Gle1cl.1ungen fiir
v in einem gegebenen Punkt miissen vollkommen identisch sein. Daher hat man im f?ystex?
der Gleichungen (LW) fiir die folgende Rechnung fiir jeden Laplaceschen Punkt nur zwei Glei-
chungen beizubehalten; eine fiir ¢ und die andere fiir v.

Durch Auflésung der Gleichungen (LW) unter der Bedingung des Minimums der Quadrat-
summen der ¢ und 7 erhilt man die wahrscheinlichsten Werte der (39, —£,), v, da und dec.
Darauf ergeben sich die geoditischen Ausgangskoordinaten aus den Formeln

B, =g, —§ + op
Liy=MN+ 08\ —v

5 .
A1-2 =ilty.q 4+ 6%y, —V, 8In @,.

Nach der Ermittlung der (39, —&,), v, da und de¢ berechnet man, wie bereits erwihnt,
aus den Gleichungen (LW) die entsprechenden Werte ¢ und 7; andererseits erhilt man die Yer-
bessenmgen simtlicher Azimute, simtlicher Winkel und Seiten im Netz (wobei angenommen wird,
dass dasselbe aus den die benachbarten Laplaceschen Punkte verbindenden geoditischen Linien
gebildet sei). Man hat dann nur noch mit den Ausgangsgrossen B,, L, und 4,., auf dem Ellipsoid
Mit den Ausmassen a + da und ¢ 4+ d¢c und mit den verbesserten Winkeln und Abstinden die
geoditischen Koordinaten und die Azimute der Laplaceschen Punkte des Netzes zu berechnen.
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Die angegebene Art der Auflosung der Gleichungen (LW) ist nicht die einzig mogliche,
Helmerts Bestrebungen zielten darauf hin, solche auf einen und denselben Ausgangspunkt bezogene
Gleichungen (LW) fiir ganz Mitteleuropa zu sammeln, um auf diesem Material weitere wissen.
schaftliche Untersuchungen aufbauen zu konnen.

§ 3. Bestimmung der geodiitischen Ausgangsdaten und der Ausmasse des Bezugsellipsoids
fiir das zu vermessende Gebiet.

Fiir die Losung geoditischer Aufgaben hat man inbezug auf die Wahl der Ausmasse des
fiir den zu vermessenden Staat am besten geeigneten Ellipsoids eine ziemliche Freiheit. Wenn
nun aber jeder Staat tatsiichlich in der geoditischen Praxis sein eigenes Ellipsoid mit besonderen
Abmassen einfithren wiirde, so wiirde dies zu ziemlichen Unzutriglichkeiten fiithren. Deshalb soll
man sich in Ansehung der Aufgabe bei der Auswahl des bestgeeigneten Ellipsoids darauf beschrin.
ken, zu bestimmen, welches von den anerkannten Ellipsoiden (Bessel, Clarke, Hayford) sich am
besten fiir den zu vermessenden Staat eignet.

Fiir die UdSSR. inshesondere ist zu entscheiden, ob man das Hayfordsche Ellipsoid iiber-
nehmen oder ob man an dem bisher in der UdSSR. und in Europa gebriuchlichen Besselschen
Ellipsoid festhalten soll.

Ausserdem darf darauf hingewiesen werden, dass die Bestimmung der Abplattung des El
lipsoids durch die Ausgleichung der Lotabweichungen nicht zuverlissig ist, insbesondere wenn hierzu
astronomisch-geodiitische Netze in mittel-nérdlichen (mittleren) Breiten verwendet werden. Auch
bei der Bestimmung der geoditischen Ausgangsdaten hat man eine betrichtliche Freiheit; die Ein-

fiithrung topographisch-isostatischer Reduktionen in den astronomischen Breiten, Lingen und Azi-

muten hat bei der Loésung dieser Aufgabe eine unvergleichlich grissere Bedeutung, als die Aus-
nutzung nicht nur der astronomischen Breiten und Lingen, sondern auch der astronomischen Azi-
mute auf den astronomischen Punkten.

Die Ausnutzung des gesamten Materials der Triangulation, dh. aller ihrer geoditischen Linien
mit der dabei unvermeidlichen Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen kann bei neuzeitlichen
Triangulationen I1.0., selbst wenn sie bedeutende Ausdehnung haben, in den Grossen § und 7 les
diglich einen Einfluss von einigen Zehntelsekunden (weniger als 0,5)"” ausiiben (insbes. wenn eine
vorliufige Ausgleichung der Triangulationsreihen in Teilstiicken durchgefiihrt worden ist). Selbsts
verstindlich kénnen, weil die rein ortlichen Einfliisse in den Grdssen £ und 7 Lotstorungen im
Mittel bis zu - 1,8 ausmachen, diese Unsicherheiten von - 0,1”" — 0,4”" vernachlissigt werden.

Beabsichtigt man bei der Bestimmung der Ausmasse des Ellipsoids und der geoditischen
Ausgangsdaten keine genaue Bestimmung der Lotabweichungskomponenten, so kann die Losung
wesentlich vereinfacht werden. Verzichtet man bei der Losung der Aufgabe fiir das Gebiet der
UdSSR. auf die Bestimmung der Abplattung, so kann man einfach die Besselsche Abplattung beis
behalten. Dadurch wird die Umrechnung aller friitheren Triangulationen, die durch die Neubestim+
mung der grossen Halbachse erforderlich wird, wesentlich vereinfacht, andererseits eriibrigt sich
auch die Aufstellung neuer geoditischer Tafelwerke.

Zur Losung der gestellten Aufgaben sind die geoditischen Linien nicht erforderlich, die die
Polygone schliessen. Diese geoditischen Linien dienen lediglich zur Kontrolle der Ubertragung
der Koordinaten. Schliesslich kann man in dem angestrebten Sinne—wie schon bei der Ausgleir
chung der Teilstiicke erliutert wurde—auf die freien Glieder in den Azimutbedingungen und auf
die Ausnutzung der Laplaceschen Bedingungen sowie auf die Gegeniiberstellung der astronomischen
und geoditischen Azimute verzichten, wenn man fiir jeden Laplaceschen Punkt lediglich die astros
nomischen und geoditischen Breiten und Lingen gegeniiberstellt.

Aus der Ausgleichung der Teilstiicke der in Abb. 1 dargestellten Triangulation erhielten
die Lingen s,.,, S5.5, S3.45 ++ «» S1g.99 der geodiitischen Linien P,P,, P,P,, P,P,,..., P;,P,, und
Winkel zwischen diesen Linien bei Py, P,, P;, P,... Damit berechnen wir ausgehend von P,, wob#
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die astronomische Breite ¢, und die astronomische Linge ), als Ausgangsdaten angenommen werden,
and mit dem astronomischen Azimut a,., die geoditischen Koordinaten aller Laplaceschen Punkte
P, Py Py- .. Py aber ohne die Polygone zu schliessen. Wir fiihren also z.B. die Koordinaten-
perechnung in folgender Weise aus:

P].P?.’ P2P3’ P3P4’ P!PS’ P5P13’ P13P12‘ P12P11" PRPB’ PQPID‘ PSPG’ PGP’H P'?Pla'!
PIBPI’?’ PITPIG’ P5Pld’ PMPI.S" PIPIQ’ PIQP'ZD’ P7P21’ P21P22’ PITPM’ PMPGS* PIPB‘

Damit benutzten wir die in Abb. 1 durch Doppelstrich (ausgezogen und punktiert) angege-
penen Linien (Py Py, PysPie, PoPg, PyyPy, PyoPy;) iiberhaupt nicht. (Praktisch verproben wir je-
doch die Koordinaten der Punkte P,,, P, P, P, und P,, durch Ubertragung mit P, P, P;;P,
P,Py, Py Py und Py, Pyy; die dabei erhaltenen Ergebnisse werden aber in der Folge nicht verwertet).

Die hierdurch erhaltenen geodiitischen Koordinaten B°, und L°, des Punktes P, unterschei-
den sich von den entsprechenden astronomischen Koordinaten ¢, und ), infolge:

1) der Fehler in den Ausmassen des gewiihlten Ellipsoids;

2) der Lotabweichungen im Ausgangspunkt P,;

3) der Lotabweichungen im Punkt P,;

4) der Fehler in den geoditischen und astronomischen Beobachtungen.

In der Folge bleiben die Fehler in den geoditischen und astronomischen Beobachtungen
zuniichst unberiicksichtigt; bei der Bestimmung der Ausmasse des Ellipsoids wird lediglich eine
Verbesserung da fiir die grosse Halbachse bestimmt.

Wir bezeichnen, wie in § 2, die geoditischen Koordinaten und die geoditischen Azimute,
die nach der Verbesserung der grossen Halbachse um da und nach der Verbesserung der astrono-
mischen Koordinaten und des Azimuts in P, (mit denen die vorliufigen Koordinaten B° und L°

von P, aus berechnet wurden) um den Betrag der Lotabweichung in P; erhalten werden, mit
B, L und A. '

Dann ist
B;+51=B°1=:P1
L, -+, sec = L’y =

Ayg+ntge=A4°% =04

Wir miissen also zum Ubergang von B°, auf B, und von L°, auf L, die Verbesserungen der
Ausgangsbreite dp = — &, der Ausgangslinge — 7, sec p; und des Ausgangsazimuts — 7, g ¢, be-
riicksichtigen und schliesslich noch die Verbesserung der grossen Halbachse um da beachten.

Mit der (angenommenen) geoditischen Linie zwischen P, und P, wird:

dBoﬂ — Bn il Bon — _P:.nal _P:-n-ql tg (P, + Pﬁda 18)
[+] o ™ (
dL , =L, —L, =—1,secqy, —9} "& _"1:'"711 tg 9, + q;da

Die Bedeutung der Koeffizienten p,, p,, ¢; und g, in (18) wurde in (2) § 2 angegeben®),
ausserdem ist

0B,

Lo = L,°
py= D= und g Ao’ =1

da da

- 1 .

*) Hierbei sind die Zeiger ,,n—1"" durch ,;;’" ersetzt!




Diese Koeffizienten werden in folgender Tabelle zusammengefasst: Mit (20) und (21) erhilt man fiir ¢ und 7 die endgiiltigen Ausdriicke (22): !
da ‘
|
|

M n “n “n
prn="cosl.n; b.n=L,"—L, b= (pa— B%) — Py "a— Py tgoy ma+ Py —
n a . (22) .|'
W o= Oa—L20) cosga—s} "ty — (4" — 22 g g, + 03" |
T N sin by., 18 P sing; a |
i
g P: Sy, U A°,., Mit diesen Gleichungen, die fiir die Punkte Py, Pj, P,...P, aufzustellen sind, miissen noch Z||I[
| 5 die Gleichungen {1
e A°,. (19) Hiil
q:.nz_;_cos -1 £1= El |
2 COS O,
? = h :
l.ﬂ_sl.,.(:os.él“,,.l ll
s = cinl"s M, fiir Punkt P; verbunden werden. |M|
. go Zur Aufstellung dieser Gleichungen miissen die geoditischen Linien PP, P,P;, P\P,,..., I
5y.n 8in 4°,. g g g 1lg 3lp 43l [
| q;.n == = _ ;” PPy« s PPy, ... und die zugehdrigen Azimute und Gegenazimute berechnet werden, wobei man |
| ‘ @ Ns 0001y A0 sich auf eine geringe Genauigkeit, die lediglich fiir die Berechnung der Koeffizienten P;, P,, P;, "i
E = ; y S,, Sy u. Q; ausreicht, beschrinken darf. Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt nach den Glei- :
Durch Subtraktion der Gleichung (18) von o, ‘bezw. h. erhalten wir: chungen (20) und (21); damit erhalt man dann folgendes Gleichungssystem:
o len n n
a—Ba=@a—By" +py" b+ Py "t - 1y —p5 "da IS
o N s n “n - o § I
M—Ly=2A—L," +yseco, + ¢ &+ a1 " tg 9 —q; " da. _,:_ o - |
155 1
. Hierbei ist . d .ada |
| b= (pa—B%) — P1"%6,— Py tge om+ Pgt—
| | T I cos @ da |
3 ta = (hg— L%) cos oy — S1*%¢, — [c1? — 2" P2 g, .y + Q5 " — |
‘ || Aa— Ly = + 7y 86C Py 2= (Ag 2) Pa 1 %1 (Sl sincp,) g9 M+ Qs = |
: Zur Vereinfachung schreiben wir noch: £y = (ps— B%) —Ppihe, —P:'s tg P, M+ P;-s_{f_a [
. @ (23) |
i E‘uz n_Bno + l."a '{' Lnt T Pl-ﬂ—{—l x - co8 & da |
(® FERTSTP et T a 13 = (Ag— L) 003?3_51831_(Sis_“.ﬁ)tg?1"h+ 05— |
_ sin ¢, a |
o cos @, on i ik
"n = (hn—Ln ) c0s 9 + 7 00:,: +q11 cos:;;,,'él-{—q: tg @, cos @, 1, + Q; d_'f, . Gttt X0W 3oL odn mimadd e | 15 ERIE G !
1 a
o . .nda
wobei £,,=(cp,,—B“,,)——P; - P; tg?l'erP: s
e Sy.p8i0 A%, ., o S;.nc08A4°%,.1
T b e S D S s L N = .n  COSQ, .nda
_' + Noagndl M, sin 1" a Tla = (\n— L) c08 9, — S} El—(Si ———??) tg - m+ Q3" —
. cos @, a
Mit den Bezeichnungen (7) § 2 wird:
i M 1 ! : Als Unbekannte treten hierbei &, 7, g ¢, und -‘i—a auf. Durch Auflésung des Gleichungssystems (23)
-n:__ ot n . n__ 1+n _« o ) - l:n
Py M, LT TR R M, sin A%.; = —pj nach der Methode der kleinsten Quadrate unter der Bedingung, dass die Summe der Quadrate von
’ M § und 74 (Z g2 4 ) 1]2) ein Minimum wird, ergeben sich die Unbekannten da, £, und 7, und damit
i-ﬂ:_ﬁlsinhmtg%=_9:.u die neuen 11& ld 2
| - usgangsdaten :
i o 3 0
! :.ﬂ=+3;,, cos A ,,.1=_q:.,. (21) Bl=?1—;1=Bl—£1 |
w . ?;[ ) Ly =) —mnsecy = L’ —m, sec o }
Si'"zQ:'"cos q:a,,:—?v—lsinll.,,sincp,, . A= 0y.a— N 1E P |
) g '
Sieo 4 Bmgg, A= QL" cos o, Beachtet man fiir die Breiten und Lingen noch die topographisch-isostatische Reduktion und setzt ‘
l a - man sie anstelle von ¢ und v mit der Bezeichnung &’ und 7’ in (23) ein, so erhilt man !
| |

20 21




6&1’ = Gesss &1’ + -'.51

B '
BRac== =ty + M
1.2,

.t ' u .2da
38y’ = (pa—&s —B%)—P; °§ Pslz"'

1.2 :
— Py tge -t
a

cos @ 1.ada

A 1.2, 1.2 )
07]2 — ().2—I;20) COs ’?2—7]2’—"51 - (S.; N )tg "Pl ' r#l i_ 05
sin @, a
. 1.8 . pl.sda
g P, tgo-n+Pg —
a

e T r (4] 13\._.
053 = \P3— 53 —B%)—P, " §

COS @3 1.3da

)tg?l-nHrQ

5
a

o ! ’ 1:3 » ~1-3
81’ = (Ag— L°3) cos 93— —y ;1_(54 =

sin @,

l-ndﬂ

6&:1’ = (?u’_ in’_Bon)'_P:]l.nel_“ P:lntchl'Tll it PB :

CO8 @, 1.nda

)tg'-?l"fal + 0

5
a

o SV ' 1l-n
8’ = (hs — L°,) o8 @, — 1) a—y &3 — (S4 L

cos @,

Das Gleichungssystem (24) ist wiederum nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzuldsen,
unter der Bedingung, dass die Summe der Quadrate von 8¢’ und 97’ ein Minimum wird.

Fiir die derzeitige Triangulierung I.0. im europiischen Teil der UdSSR. — die noch nicht
bis zum Ural und Kaukasus vorgetrieben ist —kann man sich vorldufig mit der Losung der Glei-
chungen (23) begniigen, dh. auf die Einfihrung der topographisch-isostatischen Reduktion ver-
zichten. Die weitere Entwicklung der Triangulation bedingt die Einfithrung der topographisch-
isostatischen Reduktion und die neuerliche Bestimmung der geoditischen Ausgangsdaten unter
Beachtung der Gleichung (24).

Nach Berechnungen des Autors kann aus
UdSSR. die grosse Halbachse mit einem mittleren Fehler von - 90 m abgeleitet werden.

der derzeitigen Triangulation im europ. Teil d.

§ 4 Formeln zur Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen.
(Allgemeine Formeln von Prof. F. N. Krassowsky).

Bei der Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen gehen wir vom Ausgangspunkt P, der
Triangulation nach P, (Abb. 3), dann von P, nach P,, von P, nach P,, von P, nach P;, von P;

nach P; und so fort.

Py

Abb. 3.

Im einzelnen nehmen wir an, dass die einleitenden Aufgaben des vorigen § bereits erledigt sind
dass also im Punkt P, &, und 7, bereits bestimmt sind.
Damit stehen auch die Ausgangswerte

B =9 —&
L, =)y — 7 sec ¢y
Ajg=%.0— "M 18P
fest.

Die Ausgangsdaten B, und L, unterliegen keinen Verinderungen mehr. Wir berechnen dann
mit diesen Ausgangswerten auf einem Ellipsoid mit der grossen Halbachse (a 4 da) und der Bessel-
schen Abplattung die Niherungskoordinaten fir die Laplaceschen Punkte, auf die schon im § 2
hingewiesen wurde, und die mit B°, und L°, bezeichnet wurden. Dann werden ebenso wie im § 2
die geoditischen Azimute A° und die Lingen s° der geoditischen Linien, die die aufeinander fol-
genden Laplaceschen Punkte verbinden, in aller Strenge berechnet.

Ausserdem setzen wir den Fehler dp, der astronomischen Breite in P, gleich Null; dies ist
ohne weiteres angingig, weil dieser Fehler sehr klein ist. Setzen wir daher in den Gleichungen

(1) § 2 dB, gleich Null, so gehen die Gleichungen (3) § 2 fiir Punkt P, in folgende iiber:

P;.zdsl-a * P:.szlﬂ
dL,=dL, + g 2 dsy.q + gs 2 dA,.,
A — r;'2d31.2+ 2 dA,.,.

dB, =

Da auch L, als unverinderlich gilt, wird auch dL, = 0. Fiir die Folge setzen wir jedoch nach (1) § 2
dL, = &)\, unter der Voraussetzung, dass 9\, ebenfalls Null ist.

Dann wird
dB,= p3*ds,.o+ pitdA;., l
dLy=qi'% ds;.o+ g3 ddy., + ) l

= r;'zds,.2—5,— r;'z dA,.,
Ferner hat man die Gleichungen (4) § 2:

dBy = ¢, — B®, — &, + 09,
dL, = )y — L°—; sec g -+ 0Ag

dA4% .-

= 60,9

o =5 o ~
dA%. =ty —A%.;— Mg tg P 1 %24 |

oder allgemein — unter Ausschluss des Punktes P,:

dB, = ¢n,— B°% —&a + s
dL, = \,—L°,—1, sec @, + 8\, l

“‘An—-i.n' : 0"'Ju:—l.n_-’inr:—'I.l'l_ jn—1 tg Pn—1 o aa’n—l.m I
dAr.r.n—l.:an,ﬂ—l_‘/{nn,n‘—‘l_‘ﬂn ‘g'Pn _‘T‘ ag’n,n—l
Wird (26) in (25) eingesetzt, so ergibt sich
-~ 5 1.2 s
9s—By®—&+ S =p; " dsy.at+ Py 0%.g

Ay — L% —1g s€C Qg + Shg = -+ OA -%q;'zdsl.z—i-gi'zaﬁl.z ‘

5 : BT S 1.2
ty.g—A.— Mg tg P+ Gy =Ty dsy.g+ 14 00y




Hier darf nochmals darauf hingewiesen werden, dass die dritte Gleichung von (26) dA°., = 8:‘:1_2
und damit natiirlich auch die Gleichungen (28) nur unter der Voraussetzung gelten, dass bei de

Berechnung der Niherungskoordinaten B°, L°, fiir den Ausgangspunkt die Koordinaten B, =
= ¢, — & Ly = A, — My sec 9, und das Azimut A,., = a,., — 1), tg ¢, angesetzt wurden.
Von den Gleichungen (28) gehen wir, wie im § 2, iiber zu
. ° o - " 1.2 5 1.
b= (pa—B%) —p3 " (s'1.a— 12) + 80a—Py " 881.9— Py 8%y
Ta sec Gy = (\g— L%) — g5 (8'3.2—5%0) + g — 80— 9:'2 Bay.g— Gy " 8519
Tlp S€C Py = (dlg.1 —A°.,) cosec gy — r;'g cosec 9y-(s'y.9— 8%.9) +
+ Sug., cosec @y — ry? cosec Qg 00y.9— r;'z cosec @y« 35;.o.

Mit den Bezeichnungen von (7) § 2, erhalten wir daraus

&= (92— B°;) + 89y + Py (8. —5%.5) + P32 88,5 + Py 8219
Tlg se¢ @y = (Ag— LC%) + 8k, — 8\, + Q;‘s (s'3:2—5°%.0) +

H Q;'z 3s1.9 + Q:.zait-s (29)

Vg = Tlg 5€C Py = (0ig.; — A°.,) cosec 9y + R;.z (s3:2—3°0) +

+ 8ag., cosec @a + R3 2 8s;.o + R} 2 80y,

Subtrahieren wir in (29) die 2. Gleichung von der dritten, so erhalten wir die Laplacesche
Gleichung fiir P, in folgender Form:

(og.1— A%.,) cose¢ gy — (hyg— L°) — 8y + 31, -+

29
+ 8ag.4 cosec 9, 4 (R *—Q1?) 82y.=10 (54
1 P2 4 4 1a="
Hierin ist
1.2 .2 81,
R, " — Q: = (:c-sle2 COSEC ©y = — COSEC ©Q,.
o - . : s . :
Fiir ein maximales s = 250 ergibt sich, wenn cos y T 1 gesetzt wird, ein Fehler von

1 -~ . - . - -
1950 °% dies entspricht in der Laplaceschen Gleichung einem Fehler von 0,0003", der vernachlissigt
werden darf.
Damit wird

%y.q— A%.; —[(Ag— L°)] sin gy — (8hg — 3}, ) sin ©g 1 Golp.; — 8%y = 0.

Allgemein schreiben wir die Laplacesche Gleichung in folgender Form:

-~

Oty.y — Oty.g— Ohg sin @y + OL; sin @y + (s, — A%.q) — (95.9—Ay.) —

— (hg— L%) sin ¢y + (A, — L) sin 9, = 0. (30)

Fiir Punkt P; ergibt sich nach den Gleichungen (9), (10) und (11) § 2:

s = (9a—B%) + Pf.s(‘?z——Boa) o P:'s(sfs-s — 5%.3) + P:'a (99.3— A%.5) +
o) P:-S(S?z—sz) ""P:.a Vo T P:'38~2_3 A Pf's Batg.5 + 84
V3= (s —2g) — (L% —L%) + 03 (92— B°) + 03 (s's.3— 5%-5) +
5 Qils(“a's—““’z-a) + g — 3k + Q:.s(a?s*az) + Qi.s v+ Q:'s 8sy.5+ (’i.a 82y.4
vy = (tt3.g— A°%.3) cosec @z + Rf's (s — B°) + R:'s (5'9.3—5%.3) +
+ Ry™® (ag.5—A°%.5) + cosec @y« Bag.s+ RY® (35— &y) —RE v, + B3 83y.5 + 22 Bty

24

Ersetzen wir hierin (39, —&,) und v, durch die entsprechenden Ausdriicke gemiiss

ersten und dritten Gleichung von (29), so erhalten wir

&= (93— B%) + P:'s (s'3.3—5%:3) — P:'a P;.a (s'3-2—5%2) + ]
v i P:.s (dg.3—A°%-g) + a?s"l‘P:'aa*s-a'—Pla-sP:'s 8s1.9 +
+ P3? 8ay.4— P’ P}'s 6&1.2—~P:'3 (0tg.y — A°.1) cOsEC P —
— P:':‘R:'s (s'3.a— 5% -2) — P:'s cosec @y« 0%y, — P:'SR:S 8s;.9—
— Py Ry 80y,

V3 = "’i's — 02'3(%__3%) = Q:is Pam (8'3a— 5%.9) T

4 kg — 83— Q;"s p;'z 33.9+ Q:"’ 8sy.53 + Q:‘a Boty.g —
— Qf's P:'g 8.9+ Q:'s m;'ﬂ 4 Q:'s cosec @, 0%y.; +

1.2 o

4+ QIR .+ Q2 PRy 02
= o R (g —Bo) —R P (g
+ cosec g+ 3ag.q —R:'s P:'g 8 :1.3—R:'8 Pi's 8%y.9 +
+ R 55,4+ R 8ay.,— Ry * 05 — Ry cosec ¢y + 82y, —
R R8s 1 R R 5.,

Hierin bezeichnen:

@r=11 = (A — Aa—1) — (La — La—1) + Q*1n (a—y—Ba-1) + ‘
+ Q7" (Shotin—2t,0) + @ (at, n— A n)

@3~" — (a5, a1 — A% n—1) c050 @0 +RI"" (g1 — Baa) + l
+ R;_I x (si—l, n _‘5:—-1, n) + R:__L i (0‘.,,_1. " _A:_l‘ # )

. 1+2 _» .
[Die Glieder mit (a—q— B°-—y) gehen in die Gleichungen fir ©,'” und w, ~ nicht ein.]

der

(31)

(32)

Aus (31) erhalten wir durch Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung unter Beachtung von (32)

(%-a—A;—z) cosec g 1 (R:'j —‘Q:'s) (“a-s—Ag-s)—
[ —2) — (Lo — L] — Py (R —017) (s1:2—500)—
— (R34 Q2°) [(#9.1—A3"1) cosec Pz + Ry (s1.0—83-0)] —
— &g+ ax,—P;"(Rf"—of'“)asl.g—(ﬂg"‘q- QY Ry 85,5+
+ (Ri's-- Q:"a) 8.5 + cOsEC g * Eaa.z—(R:'s -+ Q:'a) cosec @y * 80ty —

=T (R:.a_' Qg-s) P:'zagl-e_(@‘a i Q:'a) R:'ga“ra =0.

Zur Umformung der Koeffizienten in (33) werden die Bezeichnungen (7) eingefiihrt.

s 1
erhalten dann unter der Annahme—ﬁ e

25
s
R:®— Q3= —cosecgs ... mit der Naherung cos = 1
2.3 2.3__ .  Sing,
Rz +Qg =1 Silllps
1 sin @y

: 2.3 . ¥ ot = —sin l,.4 cot
R: ok :_sml"s(i_irl_':pacos% cos%) sin ly.3 COLE P3

unter Vernachlissigung der Grossen e%l.

(33)

Wir

(34)

25



Damit sieht man, dass in (33) der allgemeine Koeffizient bei dz,., gleich ist Werden hierin $3 und v, durch die 1. und 3. Gleichung von (31) ersetzt, so wird

8 1 81-9
— sinly.4 cotg @, - l!smAz 1+ cosec @, — —t&,—cosAg.l sec ¢, +
Ny 2

= V=0 "+ A — 80— 01" [(9s— B%) + P} (/3.5 —8%.5) — P2P PE¥ (s, —5%.9) | —
3

; —Qg : Ps = (23.5—A4°%.g) + Py 3632 s_Pf‘SP;'za“l-a‘}‘P:'aa'xz-a_P:'S : s‘5°‘1 )2
-+ m sec Q,’ s'—"‘cosAz.lz COSecC Py, — COSeC Py, —Q [P g el R X) M P’-SRl-ﬂ ’ o
sin o, N, 1 2 Pa v (%24 2:1 s R (81.a—5%.9) +
+ P} cosec o, - 3y, + PRy %8s P R 80,04
G 02-4 ["’:S_Rf'a(?z**&'}z) “"R:.apallz (82:a—$°1.9) + cosec @y - 85, —
— BB bl O [ R B gk B 0 By R0l

cos Ag., ( 3 sin ‘?'3) sindy., _ —Rj* cosec Ps 3“2-1_R:':;R;-s5“1-2_1{2'33:.23“1-2] 3 03'4533-4 + 0§48,
scotg oy M, sin1” sin @4/ Ny éin 1" cos ¢,

; . 5" ;
wenn die Glieder mit = vernachlissigt werden.

Der allgemeine Koeffizient von 3s,., (oder von s';.,—s%.,) ist

sinl,.
N “’zd + cosec g, - 81‘_3—R§" [(ps—B°) + P:.B(S's-s—soz-a) T
*—P:'BP;'S(SH-:_‘SO:-Q) =~ Pf.s(az-a_Aoa-s)] —Rim [P:'as“'a-s_‘Pf'api'sa‘l-z+

___ Saa  sin(dy.a—dy) + Py 8y — Py P Py 0,.5] + RE4PY cosec g, « (5., — A%.1) +
NyM, sin 1" sin @y

8g.58InA5., Cos Ay, L S 3c08d;.8ind,., 1
' M, N, sin 1" sin g,

NyM, sin 1" ) 8in @

ot [P:'SR;"‘ (s'7-2—5%.9) + P:'scoscc 9,0y, + P:'BR;'E%I.E L Pﬁ'sﬁi"ax,.g] -
2

3.4 2.3 2.3 . 2.3 pleg, s - 5 2.3 1.2
wobei wiederum die Grossen mit}%vernachlassigt wurden. Fiir 8s=3 m wird der Einfluss des — Ry [wa — Ry (92— B°%) — R, Py" (s';.4—5°.,) + cosee ®3+ Odg.9— R, Pg'"8s,.9] —

— Ry [—Ry Py ea,. o+ R * 8y o + R 80, . — Rl _

Gliedes mit 8s,., kleiner als - 0,003". i% RIS SLhn
—R.Z cosec @y + 8y ;—R, " Ry “8s;.,—Ry’ SR‘ 6»:1.,,]4—}'{s 485y, + R} 8ay.,. (37)

Deshalb darf die Gleichung (33) in folgender Form geschrichen werden:

Wir subtrahieren nun (36) von (37), wobei wir die Beziehungen (34) (unter Vertauschung
der Indizes) benutzen.
Der allgemeine Koeffizient von Js,., wird:

(3.5 — A3.4) cosec ?a-_ cosec g + (dg.3— Ag.5) — [(Ag—Ag) — (L3 — L%)]—

_(1 ‘Pz)cosec% (0g.q— A3.;) — g+ 8y +
sin 3
sin @y

- )cosec @9+ Sag., +
sin @,

+ (cosec @, — cosec ;) 3o, .o +

+00560(?3-813.2—-00368?3-5%.3—(1—

g6 So.3  sin (Ag.q— A3, 1)
M,N,sin 1” sin g

(810a—5°%.9)=0.
Damit erhalten wir die endgiiltige Form der Laplaceschen Gleichung fiir P,:

Ny — T o (1 Bt ‘P“] (atg.y — 52ty.9) — (8hg — )y) sin g +

sin @, |

s { (0g.9—A%.g) — (dg.3— A°%.5) + [(2g.14— A4%.1) — (23.9— 41.5)] (1 _sin %) ==

81N @y

— [(Ag—Ag) — (L°3 — L?,)] sin w.,}—l—(l —L )(1———?—) sin @, |

sln ?2
Sg.g8In (A°%.3— A%.,)
M,N, sin 1”

S (]_ ?‘] sin ¢, 8\, + (s'1.2—5°.9) =0. (35)

sin Da

Die Gleichung (35) gilt allgemein, sodass sie die allgemeine Form fiir die Laplacesche Be=

dingung fiir beliebige Punkte darstellt, umsomehr als s°., immer s’;., gleichgesetzt werden kann.
Fiir den Punkt P, erhalten wir fiir v

or= Wyt 4 BN — 8 + Q;H (83— &) + Q:.‘ vs+ Q5 8850+ Q7 B0g.4
vy = wg ' + cosec, - 525 + R:-‘ (393 —&s) —'R:“ v+ Ry 8554+ R:."s"s-r

—sinl qcotg, (PP IR + (1508 ) s pl ) iy

. ‘*_lP__Is-a cotg @4 cosAﬂ.1 sin @, — sin @g sin 19,  sin As 4

Msin 1" hmrﬂ smt{)stml cuaap,

8g.48indy. , cosd,. .s_s.‘cosAs.,‘smAs.l_ e sin (A4g.,—A,.,)

MNgsinl”sing,  MyNysin1"sing, MNysinl’  sing,

allgemeine Koeffizient von 3s,.4 wird:

R I cos Ag., —(l sin ?3) smA, o

Mjsinl"” sin @,

_ S asSinAdg. cos Ay, & gcos Ag. sin Ay, 2 83y sin (Ay., —A;. 2)

Nysinl” cus'sa

M, sNgsinl”sing, M, Nysin1” sing, MgyN,sinl” sin @,

Koeffizient von 8sy., wird Null.
allgemeine Koeffizient von 82,., wird:

—sinly. cotg o, (P]* P} +P”R“)+(1 )(R“P“‘+R“R“=

Sll’l )

sin @
= ( 1— 3 M—) (cosec @y sin g, cosec p,) = cosec gy — cosec Pye
T4

allgemeine Koeffizient bei 8u,., wird:
—sinly., cotg o, P3 ° cosec o, + (Ri" +03Y R:'a cosec @, =

sin :
( P ) COSeC g Sin P, cosec P, = — (cosec pg—cosec ).
sin o, 3




Der allgemeine Koeffizient bei du,.5 wird:

cosec py — COSeC Py.

Der Koeffizient bei ug., wird:

—_ ( 1— ——-?3) cosec Q3 =

sin @,

— (cosec gy — cosec py).

Der Koeffizient bei 3u,., wird — cosec ¢,; damit wird die Laplacesche Gleichung fiir P,:

ot —o} ' — (R — 01 (e —B%) +
=3 P:.a (s'3:3—5°-3) —Pf'aP;ls.z(S'rz—snra) X P:'s (o.5—A%.3)] +
4 (R — Q3% [P2 cosec 93 - (tg.1— A4%.1) + P2 Ry (1.0 — 519 ] —
(B QY [0k — R (g, — B — Ry Py (g — %) —RY w1+
+ cosec @, 80,5 — COSEC Py Ty, 4 — (cosec g3 — cosec @,) 3dg.o +
+ (cosec g, — cosec @,) 3ay.4— (cosec pz — cosec ;) Satg.q +

s gin (4., — Ag.5)
+ (cosec @3 — cosec @) 8ag.; + MaNss‘;n 77 :1; > 38 3555+

sin (4,.,—

S3-4 g-‘l) 558.1—314 + al:, o 0‘

M;,N, sinl”’ sin @,

+

(a‘.,—-A"‘.a) cosec @, —[(Ay —23) — (L% —L%)] —ca3339,- (254 —4°3.0) +

+ (cosecp, — cosecy) [(23.2 — A%.9) — (%33 ‘A %.3) + (%31 — A%.;) — (2.2 —A;.5) +
S3-4. sin (Aos-a—Aus-a_) i 0
My N, sin 1”7 sin @, (fas—* wa) +

+ (M + 8 —L,)sing,] + ——

S3-4 sin (A4°%.4 — A%.1)

S S §'5.0—8 — g + OA

T Mstsinl” ey (s'3.2— %°1-2) s +

+ cosee @« 8.5 — CoSeC P, - 32y, 4 + (cosec g — cosec @g) [Bag.5 — 01q.5] +

+ (cosec @, — cosec @g) [32y.4 — 8%y.5] + ss.‘. ”sm “ 3-.4—A :2) 8s5.3 +
M N, sin 1 sin @,

Damit wird fiir den Punkt P,, wenn die Ubertragung der Koordinaten lings der Linien

P, Py P, Py, Py P,,. .., P,_, P, erfolgt, die Laplacesche Gleichung:

B b dog o Bk 1——53”‘*"' (s -
1 1.n+( ey l( Un—1, a—g — %n—g n—1) +

+ (8%n—g,n—3— 0% g n—g) + + -« + (B25. 4 — 824.5) + (S24.53— Og.4) +

+ (3.9 — Ba.5) + (39,3 — 80y.) + BA; sin 5?1} — (8% — Ohn—y) sin P -

+ (au. n—1 *"Aon,ﬂ—l) = (an—-l.u i Ann—l.n) +
el sin @, .
-+ (1 i %_l){(an—l»u—s‘_A n—1,n—3) — (In—g,n—3— A% —g,n—1) +
"I" (an—n.n—-a_Aun—g.n—s) i (an—-a.n——-s‘_Annv—a,ﬂ—vg) ‘+‘ 2 = +
+ (5.4 — A%.q) — (24.5— A°%.5) + (25.3— A%.5) — (25.4—A4%.4) +

+ (ag.9—A°.g) — (09.3— A°%.3) + (tg:—A%.1) — (21.9— 4;.5) } -

[ —Aag) — (£%4 — L2, sin ¢n+( - f'*’“—) sin gy (h — Ly) +

sin 9n_,

?,,_,1 LA o o ’ o
M N m 1” T (A i s _-A "_L“"'ﬂ) (s n‘_‘-s'n_l—s “—3»5—1) +

Sn—1, . PR o o ’ '
M N sin ln (A =1 —4 "—2--'!—3) (3 n—gn—g—$ n—s.n-—s) +

Sn—Ln i S 7 . ¢
msw (A% —g, n—A%.4) (8'4.5—5°%5) +
—aota sin (A% _y,n—
M,N,sin 1" ,

S 3
et ol Aou R_AO : '
M,N,sin 1" vin( ¥ aa) (s

A°.3) (8'3.4—5%.¢) +
.3—8%.3) +

e T i o o ’
T M_,N, sin l”Em:l (A% —1.a— A%.q) (8'1.9—5%.9) = 0.

(39)

Anstelle dieser allgemeinen Formeln konnen die Laplaceschen Gleichungen auch auf folgende

s (i
37-a) :
( Weise aufgestellt werden. Wir multiplizieren Gleichung (30) mit cosec ¢, und addieren sie zu (35a).

FPE. 1w : Ay-9) 85y, = 0.
M3N, sin 1" sin @,
Unter Vernachldssigung der Glieder, die einen Fehler bis 0,01” bewirken, kann die Laplas Dann wird fiir Py:

cesche Gleichung endgiiltig in folgender Form geschrieben werden: cosec @y + 0y. 5 — COSEC Py - Bty. g -+ COSEC Py + B0y, ; — cOSEC Py v Foty. o — Shg -

sin (A4°%.3— A°%.;) (s';.9— 8%.4) cOsec @y -

5 sing; , S35
s Py (l —Z:z ::) [ (Betg.— 8tg.5) + (Gtg.4 —3%.g) + 3A; sin P1l— i sin @y M, si MyN, sin 1"
— (8hg— B)g) sin g + (3.5 — A%.3) — (95.4— 4%-4) + + (.9 — A%.g) cosec gy — cosec 9y (45.5 — A%.5) + cosec g+ (2.4 — A%.q) —
— cosec @y * (#3.9— Ay.9) — (Ag—L%) — (7\1—1'1) = =0,
?3 (39'8)

= (1 sm?l)[(% g — A%.q) — (29.3— A%.3) + (%2 1 —A%.1) — (9.9 — 41.9) ] —

sin @,

=T0=R) — (L AR+ MN 34 sin (4%.4— A°.9) (533 —5%:3) + Og.g— Butg.g + By — Bay.p— Bhgsin @5 + BNy sin @) - (95,9 —A%.9) — (4.5 — %) +
3l¥g sIn + (dg.y— A°.1) — (#1.9—Ay.9) — (Ag— Lg) sin ¢y + (A, — L) sin ¢, +

S3-4 : ’ ]
— 34 gin (A%.,—A°%. .g—8%.9) =0. - (40 ,
TP i W o M ) t N1 Ao ) (o

sin @, | ;
—]—( )( i 1) sin@; a— 5%.9) =0,

sin @3




Die Addition von (37-a) und (39-a) ergibt die Laplacesche Gleichung in P, in folgender Form;

-~ -~ -~ -~
cosec @, « 30y.g — COSEC @, + 3ttg. 4 | COSEC Py + T0g.9 — COSEC P, « Gly.g —{ COSEC Py - Ootg g —

sin cosec ey o 0 : )
B ?;u Sg.48in (A%, — A°%.2) (s'3.3—5%.3) +

— cosec ¢, + Say.9 — Ohy -+ O\ —

sin @, MN sin

cosec @,

MN sin 1"
+ cosec @, - (ty.3— A°%.5) — C0seC ¢y - (a4 — A°%.q) + cosec - (25.9— A%.5) —

2 [s3.48in (A4°%.4—A%.,) + $g.g8i0 (Aos-s_Aoz-x}] (5'1-2‘—301-3) +

— cosec @ - (tg.3— A°%.3) + cosec @, - (tg.;— A%.;) — cosec @y« (dy.9— Ay.9) —
— Oy —L%) + (ly—Ly) 2t =0,
sin g,
oder:
3ty.5+ (3g.g— B%g.q) + (80tg.q — Btg.g) — Bay.g— BN, 8in @, + 8Ny in g, +

S 2 - (+] o ’ (s
EfNasi‘n £ sin (4%.,— A%.3) (8'3.3—5°.3) +
1

i MN sin 1" [s5.48in (A°%.4— A%.1) + 83.58in (4%.3— A4%.1)] ('5:2—5°10) +

+ (tg-3—A%-3) + [(2g.a— %3-0) — (4%.2— A%.0)] + [(23.1—%3.5) — (A°.1— A%.5)] —
— (2y.g—Ay.9) — Ay —L°) 8in @, + (A, —L,) sinp, = 0. (41)
Damit wird die allgemeine Form fiir die Laplacesche Gleichung im Punkt P, bei einer Uber-
tragung iiber P,P,, P,P;, PyP,,..., Pn_y Py:
8¢nn—1F (B — 1, n—g—0% —3,2) + (3% —g.n—3— 3% —gn=g) + ... +
+ (8oty.5— 8t4.5) + (B0tg.9— Batg.q) + (3294 — tg.5) — 8y.g— FAn 8in Py + 3\, $in gy +

Sn — «n - o ] ’ o
M—M;nl_"sm(A ﬂ—l.n_A n—l.nuz) (sn—z.n—l'—s n—z.n—1)+

Sp—1,n . o
+ [MNS;BFBIH(A”:I—LH_A n—-z.n—s)"‘

Sn— o —_ . o ] ’ L]
-+ Mﬁ-:s_l‘n 1'?;8111 (A n—ﬁ,ﬂ—l_A n—z.n-—s)] (3 n—gn—=3—5%n —2.n—s)+

"n——,n - o o
+[MN8111]1”‘“D(A n—].ﬂ'_A n—a,n—q)""‘

Sa—1,n - - o o
+ MN;m"]'%Bln (A n—g.n—-l_'A n-—3.n-—()+

—5,,.... i i o o ] ' 5
T MNZin 1?'3“' e an-awid ""”'"“)J ((aegn=a—ugu=o+

e 4o Sn—1n—2g
)t UNsn1 "

| S
—_— Aon_ n—Ao‘ -+ -
T T e 2:1)

o i T ARy Sp:3
TN a1 A )+ N gin 17

"|’ (an.n—l_Anrl.n——L)+[(aﬂ—l-"—n_aﬂ—l.ﬂ)__(Anﬂ—l."*s_Aoﬂ-Lﬂ)]+
g [(a’ﬂ—zﬂ—3_aﬂ—z‘ﬂ—l)_(Aoﬂ—“E—"—s_Aoﬂ—E-ﬂ*—l)] +
+ [(an—s.n—-&'_an—-&ﬂ—s)_(Aoﬂ—&"—l_Ao"_S-"_‘s)] +

sin (Aos-s_‘Aoz-l)] (8'5.9— 8%.9) +

+ [(tg.1— %g-3) — (4% 1— 4A°-9) ] — (42— 4,.9) —
— (A — L%) singq + (A — Ly) sin g, = 0.
Die Richtigkeit der Verallgemeinerung beim Ubergang von den Einzelformeln zu den allgemei-

nen Formeln (39) und (42) ist hinreichend begriindet. Zur Priifung der richtigen Aufstellung dieser
Ausdriicke wurde noch die Laplacesche Gleichung fiir Punkt P, iiber das Polygon P, P, PP, PP P,Pq

aufgestellt.
Die Ausdriicke fir v® und v,® zeigen fir die Koeffizienten von s das Ergebnis dieser

Aufstellung.
Koeffizient in v,2:

Ry %8s+ (— R P —Ry°R7) 8567 +
+(—RIP PS4+ RYCRY TPy + Ry PRy RS) Bsgg +
4 (—RUPAS L RCCRYTPYS —RCRYTRICP —RyURy TR R ) 8ses
+(—R P RICRY P — R CRITRYC P+ RCRTR R+
+RIURYTRYCRYPRY ) 8550+
3 (——R;'BPﬁ's 4 R;—s R:"" P:'S_R;'SR:'T R:-a P:-s + R;'SR:""R:*R:'B P;-a_
—RRTRCRI RSPy — Ry Ry TR Ry PRy Ry 8%y +
+ (—R* P+ Ry ORYT Py —
CRCRYRECPY 4+ RCRYTRYCRY P —RPRYTRYCRCRY R
R RYTRECRYPRYCRY Py Ry CRYTRY Ry Ry R Ry By

Koeffizient in v)4:

Q5850+ (— Q1" P37 + Qi ° Ry ) 8560+
+(— QP4 QR P — 0 Ry Ry ) B
+(— QP — QLRI P+ O Ry TR P+ O Ry TR OB Bt
F(— QI P — QLR P+ Q) RYTRY P — O Ry TRy TR P —
— Q3 Ry Ry Ry R ) B0+
+(— QP — QR P + R TR P — 0 R TR R R
+ O} RYTRYCRYCRY P 4+ QR TR R R RS Bsas
F(— QP — QL R P+ Q)RR R — O R TR R R
+ Q) RYTRY R R Py — O] Ry TRy Ry R R P —
— Q1 Ry "Ry Ry "Ry Ry Ry ) B
In diesen Ausdriicken sind die Glieder zweiter Ordnung vernachlissigt worden. (P; wurde — 1
gesetzt, die Glieder mit R,P, abgeworfen usw.).
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Die Glieder mit 3s werden fiir die Lapla cesche Gleichung fiir Py nach (30) in folgender Form
erhalten: .

ﬁ S7.91 8in (A%.g— A°.q) 35g.9 + sin (A%.g— A°%.5) 855.4 +

+ sin (A4°%.g— A%.y) 354.5 + sin (A°%.5— A%.3) 3554 +

- sin (A%, — A%, ) 8834} 8in (4% —4%.1) 831.3} . (83)

In (42) sind die Glieder der Art (43) zu summieren.

In den Formeln (39) und (42) wurden die Glieder mit 3s vernachlissigt; unter der Voraus-

setzung, dass 8s kaum grosser als 1,5 m sein wird, konnen die Glieder mit 3s in den Laplaceschen

Gleichungen keinen grisseren Einfluss als 0,001 haben; die Glieder mit (s’ — s°) hingegen kénnen hin
und wieder 0,01” erreichen; es miissen daher bei der Berechnung der freien Glieder der Lapla-
ceschen Gleichung diese Glieder beriicksichtigt werden.

Nach Abb. 4 stellt das Glied in (42) mit (s, 5. n—; — 5% —g, n—1) die Projektion von s, _,, ,auf
das Lot zur Richtung P,_,, P,_, dar (Abschnitt k, _, mit neg. Zeichen).

P,

Hn-—?

Das Glied derselben Formel mit (s’,__, ,_o—s°% __, ,_,) ist die Projektion der Diagonalen
PP, _, auf das Lot zu P,_ ,P,_4; das Glied mit (5", _, ,—3—5% _y n--g) ist die Projektion der Diago-
nalen P,P,_;auf das Lot zu P, 4P, , (Absolut-Abschnitt k,_5) usw. Auf diese Weise kann man
die Koeffizienten von (s’ —s°) in (42) graphisch aus dem Triangulationsschema im Massstab
1: 1000000 oder 1:1500000 bestimmen. Daher wird zweckmissig die Formel (42) benutat.
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Beim Vergleich von (39) und (42) miissen folgende Ausgangsdaten fiir die Berechnung von
p° und L° genommen wenden
B, =, —§
Ly=)—msecy,

Ay.o=0;.3— 18P

and die Berechnung auf dem endgiiltig bestimmten Ellipsoid durchgefiihrt werden.

Da bei der Berechnung von B° und L° fir 2/3 der geoditischen Linien die s’ benutat werden
konnen, die aus der Ausgleichung der Teilstiicke erhalten wurden, so werden fiir 2/3 der Glieder
mit (s’ —s°) in (42) die Faktoren (s’—s°) Null sein, wodurch die Aufstellung der Laplaceschen
Gleichungen erheblich erleichtert wird.

Damit wurde das Ziel erreicht, unabhingig von § und 7 der Helmertschen Methode eine
allgemeine Formel fiir die Laplaceschen Gleichungen zu entwickeln.

§ 5. Aufstellung der Polygonbedingungen.

Im nachstehenden geschlossenen Polygon P,P,P;...P¢P, (Abb. 5) wurden nach der Aus-
gleichung der Teilstiicke die geoditischen Koordinaten in folgender Weise berechnet:

Pf L S e _f? f;
Ps UP4
- )
il i
P, s
Abb. 5.

a) fir P,*) wurden die Koordinaten, die nach Festlegung der geoditischen Ausgangsdaten
(§ 2) und der Ausmasse des Ellipsoids vom Ausgangspunkt der ganzen Triangulation her iber-
tragen wurden, als Ausgangswerte angenommen;

b) mit diesen Koordinaten B,° und L,° berechneten wir mit dem geoditischen Azimut 4,.,
und der Entfernung s';.,, die aus der Ausgleichung der Teilstiicke erhalten wurde, die Koordi-
naten von P,; auf diesem Wege erhielten wir fir P, die Koordinaten B°, und L°, und das geo-
ditische Azimut A4'y.;;

¢) mit dem Winkel P,P,P; aus der Ausgleichung der Teilstiicke, der gleich ist a,.; —a,.g,
und mit dem Azimut A’;., bestimmen wir das geoditische Azimut:

A'gg= A"y — (2.1 — %3.3) (44)

Mit dem Azimut A’;.; und der Entfernung s'y.; berechnen wir die geodatischen Koordinaten B’
und I°; und das geoditische Azimut A'y.q3
A—_-_-_‘_‘———

*) Hier ist P, der Anfangspunkt irgendeines Polygons, der keineswegs mit dem Ausgangspunkt P; der gan~
*en Triangulierung zusammenfillt. (Abb. I).
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d) auf dieselbe Weise erhalten wir mit (44) die Koordinaten von P,, P;, P, P,, Py, P, und
die geoditischen Azimute A’y A'y.g.. 345, A"y Wenn wir die auf diese Weise erhaltenen
Koordinaten von P, mit (B°)" und (L°)’ bezeichnen, so ergibt

B°, — (B°)' den Widerspruch des Polygons in der Breite

Lol = (Lol)’ " L1 23 9 iﬂ der Lé‘mge.

Die Widerspriiche des Polygons werden von den Verbesserungen der geographischen Lage
des Polygons und seiner Orientierung so wenig abhingen, dass wir in der folgenden Polygon-Aus.

gleichung
dB°, = 0; dL°; =0 setzen diirfen.

Aus demselben Grunde konnten wir

dA,., = 0 setzen.

Aber die letzte Gleichung wollen wir im Hinblick auf die gemeinsame Auflosung der Po-
lygon-Bedingungen und der Laplaceschen Bedingungen einstweilen nicht anwenden.
Mit den Bezeichnungen des § 2 schreiben wir

dB°y=p3y*8s,.9+ Py " dA;..
dL°y = g3 % 8s,.o + gy " dA,.,
dB° = p; *dBy+ p3 " 855.5+ P dA'sg
dL° = dL° + ¢"* dBg + gs” 8sg.5 + gy dA'y.y
Ferner ist:
dd’y., = ra 8519+ ry " dAy.q.

Nach (44) wird
dA'y.g = dA'y.; — (32, — 3%3.5)

und damit
dA'y.q =Ty 85,9+ 13 " dAy.g—B0g.1 + Bag.5.

Die Gleichungen fiir dB; und dL; kénnen noch in folgender Form geschrieben werden:

2.3 1.2 2.3 1.2, 2.3 o
dBy=(p;, ps +Ps Ts )0s.a+Ps 9533

= (Pf-af’:'g =3 Pi‘s "i.g) dAz-s—‘Pi-s (809, — Bty.5)

dLy = (‘i’zltl2 ¥ Q‘f‘a P;.z o ‘If-s r;-s} 8s1.9+ 93'3 0sy.5+
75 (91.2 = 9’?3}’:‘2 o+ 93-3 ":'s) ddy.q— 92'3 (Btg.y — B9g.g).
Ferner haben wir:
dB, = P:d dB; + Pg-‘ Osg.4+ Pi.idA's--i
dL,=dL;+ Q?"st < ‘.'t':.i 953.4 + ’Iid dAd’y.
dA'y.q=112dBy+ 13 *8sy.5+ 13 dA’y.4
dd'g.q = (’E'SP;-S +1g? r;.z) 0819 + ’:Ia Osg.3 +

2.3 _1-2 2.3 _1-2

+ (P tre N )5/11.2_,_3-3 (8otg. — atg.5)
dA'q., = dA'g.q— (324.9— Bug.y)

2.3 1.2 2.3 1.2 2.8 2.3 1.2 2.3 1.2, o
dA'g.q= (r; " ps rg T3 )0sp.9+ Ty 6:2.3+(r1 Ps +Tri 7, ) 84,.9—

2.3 - &
—ry (829., — B0tg.5) — (S5, — Oty.4)

dBo= (P Py P+ Py Pt Pt B ) By
+ (P ps "+ Pyt i ?) 85y + p3 B8+
+ (Pt R R A R B T Y 84, —
== P?'ip:'s . pi'4 ":'3) (Otg.y — Ottg.q) — P:“1 (Borg.q — Ottg.4)
L= @ g A R
+a et g ) B +

+ (s +qr P31y S5y + 93 Bsg.a +

1. . . . . * . . . . +3
+ @+t p Pt et

3.4 2.3 1. 3.4 2.3 1.2

+q n Pna'l“h rg rs ) 043.0—

2.3 3.4 2.8 g A 5 o -
—(6 +4 Péch 93 : ": 3) (Batg.q — Bty. ) _"5': - (0232 — Gug.4). (49)

o~

Nach der Ausgleichung der Teilstiicke wird R--s?:—i; kaum grosser als 0,06 sein, deshalb darf:

a) in den Ausdriicken (48) und (49) in den Koeffizienten fiir ds

Pr=1; pyry =0; qr; = 0; ¢,py = 0;
. PiTa = Py Qs =9 G1P1= 14
gesetzt werden.
Dadurch wird der Fehler in den einzelnen Gliedern nicht grésser als 0,00007" werden.
b) in den Koeffizienten von &a

pp=1... wenn p, mit p,, ¢, oder g, multipliziert wird, und

PaPsTy = 05 qupyry = 0
@1Ps"s = ©1Ps
gesetzt werden.
Damit wird

dB,= (3" + pars "+ PU 1y Y) Bspg + (P37 P ST) B0 +

g P:“ 833.4+ (P:-2 4 Pi's ri-z"l‘ P:'d r:'a r:'aJ 0d,.,—

2.3 8vA BB 75 % 3. 2.
—(ps" +pi Ty )(3“3-1_013-3)—}%4(513-2‘“0%-4)

dLy= (g "+ 4" Py + 4 i+ oy @ ) B+

3.4 2.3

+ (g3 4+ av ps® + a3 Bsyy + g3 05+

2.3 1.2 3.4 1.2 3.4 2.3 1.2

+ @+ttt gt g et g ) 84y, —
_‘(‘If.s S gf“‘Pi'a o 924 r:.s) (Batg.q — Oty.4) _‘13'4 (Otg.g — Bety.4).
Ferner haben wir
dBg = P:.ﬁ dB, + P;'6 084.5 + P:-s dA'q.q
dLs=dL,+g¢;" " dBy+ g5 Ssg.5+ g4 dA'y.
dA' s =dA' . s+ (day.s—da,.,) =dA' g — (doy. —da,.s)

dA'4.g=13"dBy + 3 85, 4 13 *dA's.

B O | 2.3 1.2 3.4 2.3 1.2
dA'(.s=(r, ' ps +1 Py +rg Ty 1y )85+

3.4 2.3 3.4 2.3, o
+ (r'y ps +Ts 13 )0sy.51 T3 085,

3.4 2.3 3.4 2.3 1.2

+(?%.4Pi'2+r1 Pa '+‘rf‘3P:'z+"¢ rg Ty ) 0d,.,—

3.4 2.3 3.4 2.3 & 8.8 &
— (" py g ) (Bag. —8ay.g) — 1" (8254 — 825, ) — (82,5 — B2y )
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dB, = (ps”*+pi° T+ Ot il B A
(Y P O Y s+ (P PO B8+ P2 B
(P P Pt P ) S —

— (PP P ) (B — Bas) —

i (Pid'i‘P:'ﬁ "i") (Oog.g — B2tg.4) —‘P:"5 (B0y.5— 0%4.5)

L= @+ & A 2 R At ry ) 8.9+

@S S At R ) St
NP I AR B e b SR T et

T N Tt it el o i T e o R N

I il A B d R S Ml e L2

3.4 2.3 3.4 2.3 4.5 2.3 4.5 3.4 4.5 3.4 2.3

"_(Qi-an'q_l Pa +9% ™ T4¢ Pa + % Ps +q Ty Ty ) (Batg. — Bay.5) —

4.5 _3-4

@ Pl ) (Brg— By — G (35— Og.g)- (54)

Unter der Annahme, dass das Polygon aus vier Linien (Abb.. 6) besteht, sind in (53) und
(54) die Koeffizienten von 8A,., kleine Grossen zweiter Ordnung und der Koeffizient von 34,.
in (53) wird:

Abb. 6.

wo A,, A, A, und A, den Flichen der Dreiecke in Abb. 6 gleich sind. Der Koeffizient G ergibt
in dem Ausdruck fir dB; fiir 84,., = 2,5" und fiir Polygonseiten von ungefihr 300 km etwa 0,002".

Da wir nur Formeln fiir die Polygon-Widerspriiche in Breite und Linge ableiten wollen,
konnen wir in (53) und (54) die Glieder mit 84,., iiberhaupt vernachlissigen.

Fiir Triangulationspolygone aus vier geoditischen Linien konnen daher mit den Formeln (53)
und (54), die Polygongleichungen fiir den Breiten- und Langenschluss unmittelbar aufgestellt werden.

36

Fiir diesen besonderen Fall erhalten wir:

Be,— (B%) = [ps *+ (Ps 2 + P8 + P ") s "1 8810+
4 [p2%+ (P2t + pi ) a1 8sg.s+ [Ps P20 13 1 80+
4 A 8 — [pa 4 (P pe ) e ?] (Bagy — Btgeg) —

— [P+ P (Bogg—030.0) — Py (Bo4s—0%01)

Loy —(L%) =
— P @ St @ R e ) s ] 8t
+ 2 @B )Pyt (st + ga ) ] Bsys
NI O A N it ) LSO g D
4.1 3.4

@ NP G P g "] (Bagy — Bag.g)—
I+ (Pl e )] (Brgag—Bag.0) — ah " (Btgs — B0tg.)- (56)

Die Formeln (55) und (56) kénnen oft unmittelbar zur Aufstellung der Polygonbedingungen
in Breite und Linge bei viereckigen Polygonen verwendet werden; in der Folge miissen sie aber
noch etwas umgeformt werden.

Zur Ableitung der Formeln fiir Polygone mit einer grdsseren Zahl von geoditischen Linien
berechnen wir nicht mehr die Differentiale dB, und dL, sondern die Unterschiede

dB, —dB,_, =8¢, 1, und dL, —dLp_; = 8la—1sn-

Wir haben aus Vorhergehendem

8pq.3 = Pi - ":'g 88y.9+ P:.S 8513-:1“1":"s (Batg.q — 35.3)

3.4 1.2 3.4 2.3 3.
O9g.4 = Pa "; 88y.9+ Pa 4"3 88g.3 1+ Pg ‘533-4—
. a. 8.
_P: ’ Ty : (Bag., — Batg.3) —Pa : (Bg.g— 73.4)
0Py = P’:.5 ’:'2 8819+ P‘;.h r;.a Bsy.3 1+ P:'s ":.‘ 883.4+ P;.5 O84.5—

==p :.5 ’i" rf'a (Bog. — B0tg.5) _P:.5 r:" (323.9— B0tg.4) —P:'s ( Bog.g— O7%4.5)

Aus der allgemeinen Formel:

dB,=pi “"dB,_,+py V"8, _1,.+pi ""dAs_y.a
erhalten wir noch
dB,=pl *"dB,_;+p5 "8yt
i " [dAn—1n—2— (3% — 1, n—a— 3% —1,n)]
dBu—1=P:_g'n_'1dBn-z+P;_s'n—163ﬂ—s.n—1"l‘
+ [dA4r—g n—3 — (3%n—p, n3— % —g.a—1) ]

) In den Koeffizienten von 3s ist p; ~ 1 und p,p, =~ p,. Mit Riicksicht hierauf und weil alle
Glieder, die von der Verinderung der Azimute abhingen, in dBn mit dem Faktor p, eingehen,
kinnen wir schreiben:

‘+_}D:-2.n-1

a?n-—l.n - dl;n‘_'dlin-—l = a?n —9,n—1 %”}9;-_lln asn-—j.n""

T R

n—1n

— P4 (S“n—bw—s‘_a"n—i, n) +p"_""—1(30!,._,,,,.*3-—-6&,._3.,,_,1).




Ferner:

'’ n—2,n—1 —&n—1y rl—ﬁ n—1 '
dd'n 1 n—2=n dBn—y+ 13 8Sn—g.n—11 T4 dA'y 90—y

Qb g o P OEARGR by AR iy T sy
In der Differenz p; """ dA'n_1 n—y 2 PR "~1dA’, _, n_erhalten die Glieder mit dB, _

und dB,_, in den Summanden mit 3s die Faktoren py; und in den Summanden mit ga dle

Faktoren p,r,p,. Daher ist

n—ln n—2n—1n

n—1n ’ n—2 n—1 '
Pa 443 a—3—Pi dA'y g a—3=P Ts 08, —9.n—1"

L on=Ain-£l n—3,n—2 n—ln n—23n—1 ’
Pa Ts 88y —9,n—31 P4 rd dA'n —gn—1—

‘_P:_a'"__lr:_a‘n_sdA,n—s,n-—z' (59)

Durch Addition der Formel (59) und (58) erhilt man ausgehend von &p,.; alle folgenden &y.

Wir haben:
5850 &8y i 6 1-24 : ,
Ps dA'5.4—p, dAd 4-a=P: 6’; 2051 a‘I’P: "s 053 s+P4 g : 4353-4 +
i P:.G"‘-aasra P: e ‘ass -4 P: ara sfi - s ; (Borg.; — Ottg.g) —
5.6 4. 3
g . (Bots.2 — Bat3.4) *“P: a’: 5(5%-3—5“4 5)“P: 5’; 1‘551-:':_
4-5 _2-3
—Ps Tg 08y 3+P: o : p 2 (0‘12 1— Odtg.g) +P: 5': 4(50‘3 s_aas-a)

5.6 . sl » ~3
6‘?5-15:194 ’a 551-5+P4 " 35“'2 a“{‘Pa ": 033-4+P4 * 5 5534 5+Ps 055 .

55453«23 5&4534
—Py Ty Ty (Bog.q —0tg.5) —Pg Ty (Sag.g — O2tg.4) —

_P: 8’: b 3 € (Soq.3—Ba4.5) —P4 (5“5 .g— Otg.g)-

0Pg-7 = 0P5.¢ 1 P:'Tsss-v—l’:.sass-s +P:-7dA'a 5 Pd *dA’y.a—

_P:d (Botg.5— Btg.7) +Pi-s (Sorg.q— a“s-s)
P:leAre-s_P:'sdAtﬁ-i—Pi rs 555 6 Pd "a 334 5+P4 dA's 1 = 5 ‘it 5‘1‘4’4 5
dA'y.q=dA's. .+ Oag.g— 0254
dA'y.s=dA'y.g+ Bay.5—024.4

6.7 ’ . ’ . 6o ’

Ps dAa-s—P:ﬁdAs—«l:P:7";60550 P4 rs 8345+P4 '4‘dAsd
5.6 45 :

—Py dd’y.3— P47 58("“5 a— Sag. s)+P:Br:5(a“4-s_5°‘4-5)

8:7 3 4+ B8 ja4r 87 B8 5.6 45.\ 6-7 5.6 4.5
Py dA'q.5— Py dAsa—h s 555-3—P4 O845+Ps Ta T3 084.5—

P: T '663 4+P4 "s 6“‘1 2+P4 '3532—3+P: 1”:i 43331—
—‘P:J ’: ': i 2 4 8(6'12 1— 0dy.3) — Py 7":.6 ":‘5 rs'ﬂ(s%-s—a“a-a) =
—"P: ! : 4 5(6% .3— O0ag.5) — P: c’: sr; 2051 s_P: s’: i sass st
'i'P: a": B'i ® : 3(“2 1 — Oag.4) + Pi a"': g 1 4(0% g — 003.) —

8.7 5 6 5.6 4.5 L
—Ps (Bag.q—Ba5.6) + Py Ty (Sg.3—B2,.5)

-~ B 6.7 1-2 6:7 2.3~ 3.4 4:5 o

8Ps.7=Ps Ta 0513+ Ps Ts 053 3+P4 4 083 4+P4 "s 8845+
5755 3750453423

+ P4 085.6 +P3 F“s 72— Pa Iy +Fy (3aty.y — Ot2.3) —

87584534 8:7 5.6 8.5 /s

—pa Ty T4 (Bag.g—0B0g.8) —py Ty T4 (Boy.3— Bg.5) —

6.7 5 [
e (Bg. s — Ba5.4) _P4 (aas-a — Ottg.q)
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Damit erhilt man die allgemeine Formel
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Nun gehen wir zu den Formeln fiir 3l iiber.
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Mit der Formel (68) fiir 81 erhalten wir
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Weiter erhalten wir
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Damit haben wir die allgemeinen Formeln fiir den Anschluss in Breite und Linge im ge-
schlossenen Polygon erhalten.

Es wird nochmals darauf aufmerksam gemacht, dass wegen der Vernachlissigung der Glieder
mit 84,., diese Formeln nur fiir geschlossene Polygone und nur fiir den Anschluss in Breite und
Linge brauchbar sind; es ist nicht angingig (wenn 64,., nicht Null ist) die Formeln (66) und
(73) oder die vorhergehenden Formeln fiir dB und dL fiir die Berechnung der Verdnderungen in
den Koordinaten einer beliebigen Polygonecke anzuwenden. Die Formeln (66) und (73) diirfen
pur angewandt werden, wenn die Berechnung der Azimute A’ des Polygons in der zu Beginn dieses
§ angefiihrten Reihenfolge durchgefiihrt wird d. h. wenn in jedem Polygon die Berechnung der
Azimute 4 im selben Umgehungssinn unter Benutzung der Strecken s’ und der Winkel zwischen
den geoditischen’ Linien erfolgt, die nach der Ausgleichung der Teilstiicke berechnet wurden. Die
Berechnung wird mit der letzten Linie des Polygons (vom (n—1I)-ten bis zum n-ten Polygon-
punkt) abgeschlossen. Sie wird iiber alle Linien des Polygons unabhiingig davon ausgefiihrt, dass in
angrenzenden Polygonen dieselben Berechnungen schon gemacht worden sind. Hierbei konnen na-
tiirlich die Berechnungen fiir eine oder zwei Linien, die an vorhergehende Polygone angrenzen,
verwendet werden. In Abb. 7 stellen 1, 2; 2, 3;...; (n — 1), n; n, n + 1 die geodatischen Linien

!

Abb. 1.

dar, die die Laplaceschen Punkte verbinden. Die (Ausgangs-) Seiten der Triangulation, fiir welche

.astronomische Azimute bestimmt wurden, bezeichnen wir durch II, II II, IIIIIL,..., 4B, CD,

EF; die Fehler in der Bestimmung dieser Azimute werden entsprechend mit 8,, 8y, 8;,...,8,
8, 8,4, bezeichnet. Die Fehler der Winkel: B,.,—bei P, zwischen IT und 1.2; 8,., —bei P,
zwischen II II und 2.1; B,., — bei P, zwischen II II und 2.3; §, n—, und £, .41 bei P, zwischen
CD und n, n— 1 bezeichnen wir entsprechend durch v,.5, ¥5.4, ¥g.35- -5 Un n—1> Vn n4y unter der
Voraussetzung, dass die Winkel § im Uhrzeigersinn geziihlt werden (vgl. Abb. 7).

Damit erhalten wir:

00y.97= 0y + V195 By = By + Vg1 5 Odg.g =0y + Vp.g
8ty n—1=0 + ¥y, n—1; azn, ndl1= O3 v, n+1- (74)
Beachtet man die Gleichung (74) so verschwinden in den Gleichungen (66) und (73) die

Beobachtungsverbesserungen 3 der Azimute vollkommen und es verbleiben nur noch die Unter-
schiede v in folgender Form

V3.1 — V3.35 Vgeg ——V3-45 V4-3— Y455+ 3Un—13n—2—¥n—pn

d. h. in die Bedingungen fiir den Polygonschluss in Breite und Linge gehen ausser den Verbesse-
rungen der Lingen der Seiten des Polygons noch die Verbesserungen aller seiner Winkel ein — mit
Ausnahme des Winkels im Ausgangspunkt. In die Laplaceschen Gleichungen gehen die Verbesse-
rungen der Winkel zwischen den Seiten des Polygons ein, mit Ausnahme des ersten Punkts P,
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und des letzten Punkts P, des Linienzuges P,P,P,...P,, fir welchen die Laplacesche Bedingung
aufzustellen ist: auf P, geht ein 8, + v,., und auf P, geht ein 3, 4 v, ,—;. Die Umbildung der
erhaltenen Gleichungen mit Hilfe von (74) wird weiter unten durchgefiihrt.

Aus (73) ist ersichtlich, dass die Berechnung der Koeffizienten dieser Gleichung erheblich
vereinfacht wird, wenn die Koeffizienten von (32,.; _, — 8a;.;) durch schrittweises Hinzufiigen nur
eines einzigen neuen Summanden und durch Multiplikation des g, enthaltenden Gliedes mit einem
neuen Faktor beim Ubergang von (82, ;_, — 82;.;) zu (8% 54—y — 8% —q,;) berechnet werden.

Wenden wir uns jetzt der sogenannten Winkelbedingung im Polygon zu. Wir benutzen
dabei die Gleichung (42) § 4 und stellen uns vor, dass wir es mit einem geschlossenen Linienzug
zu tun haben und nehmen die n-te Ecke als Ausgangspunkt des Polygons an. Dann wird die
Laplacesche Gleichung fiir die Linie n — 1, 1 folgende Form erhalten:

(Bay, n —1—00ty.9) + (C%n—1, n—2—CBp—1, 1) + (Cn—2 n—8—0C%s—2, a—1) +
oot By —B24.5) + (B0g.9— 5. o) + (99— 0%5.5) +

Sn—1, 1 .
S S A0a s, 1= A1) (ot ama— s )

"y Sl N
Sp—1, n—2 _. o L . 4
+ N a1 gin (4% _ 3 a1—A4%23, 0—9) ] (fa—an—3—5%—2a2-23)+

L - ~ =
e e

+ _}é}m sin (Aﬂﬂ—ﬂ, n—-l_Aoﬂ—s- "_")+

Sp—38, n—38

_.MNBinlnsin(Aon—*a. n-.ﬁ—',éf"n. 3,n—¢)J(s’"_3‘"_‘___son_s."_‘)_i_

i [ nl 1 gin (A% 1, 1— A4°%.2) +

By otk
St 12 2 sin (A% —2, a—1—A%.8) ++..+

MNsinl” -
S3- = o o ’ o
MNsiny " Ao Aad | et
L T, T | .
+ —sin (A%, _1,1— A°.
[MNsin 1 ( 1,1 2.1) +

Sp—1, n—2 .
ok -

MN i1 0 (A, a—1—A%.1) + ...+
‘o '——sz'—.sjciﬂ (Aoz-a—Aon-l)] (s'y.2—5%2) +
MNsinl
+ [(@1, n—1—1.2) — (4°1, n—1—A41.9) ] +
+ [(#n—1, n—2— 1, 1) — (4% —1, a—s—A4%_1, 1) ] +
+[(@a—2 n—3—0n—2n—1) — (A% —3, n—3— A% _2 a—1)] +...+
b e Bagh A o An Dl Dl 4 e Yool Y D)o
+ [(2g., — g.5) — (A%.;— A4%.5)] = 0. (75)
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Es ist verstindlich, dass dies auch die Winkelbedingung des Polygons ist, und dass dieselbe
in die Zahl der Laplaceschen Gleichungen eingeht, wenn alle benutzten astronomischen Punkte La-
placesche Punkte sind.

Die Zahl ¢ der Laplaceschen Gleichung ist gleich der Zahl der geoditischen Linienziige, die
jeweils in einem Laplaceschen Punkt beginnen und enden; nach den bisherigen Entwicklungen fillt
ein derartiger geoditischer Linienzug mit der geoditischen Linie fiir ein einzelnes Teilstiick zu-
sammen; falls im Netz p geschlossene Polygone auftreten, wird die Zahl der Laplaceschen Glei-
chungen g — p sein, weil p davon in die Winkelbedingungen iibergehen.

Mit den Verbesserungen v der Winkel B schreiben wir die Winkelbedingung in folgender Form:

(3, ne1—01.2) + (a—1, n—2—Va—1,1) + (Vn—2, n—8—Vn—2,n ~1) +.F
+ (v4.3—v4.5) + (vg.g—Vg.4) + (V3.4 —a.g) +

1 ; = ' o
- MNain 1" Sa—1,180 (4% 3, 1— A% _1,0—2) (=2, n—1—5°%-20-1) +

+ [$a-1,18n (4% -1, 1—An-2,n-3) +
4 8p—1n—28n (4% -2 ,—1—A%—2 n=3)] (5n—2,n<3—5—2,n—3) T
+ [Sp—1,18in (A% —1,1— A% —3, n—4) + Sa—1, n—25iD (A% —2, n—1— A% —3,0—4) +
+8y—2 n—38in (4% 3, n—2— A% -3 0—8)] (8'n=3, n—a—5%—3, a—a)+
+ [8a—1, 18in (A% —1,1— 4°.3) + Sa—1, n—38i0 (4% —2, n—1—A%.3) + ...+
+ s3.q8in (4%.4— 4°.2)] (8'2.3—5%2.3) +
+ [8a—1, 18in (A% —1, n— A%.1) + Sn—1, n—28in (4% —9 n—1—A%.1) + ...+

+ sg.g8in (3.5 —Aa.1)] (s1.2—5°1.9) } + [(21, nm1—1.9) — (4°1, n—1—A°1.9) | +

+ [(7a=1, n—2—8n—1,1) — (4% =1, n—2— A% —1,1)] +
+ [(#n—2, n—3—n—2 a=1) — (4°n—2, n—3— A’ —2,n—1)] + ...+
+ [2g.5—%4e5) — (4°%.9—A°%.5) ] + [(eg.9— g.g) — (4°%.3— A%.¢) ] +
+ [(22.1—.3) — (4°%.;—A%%.5)] = 0. (76)

In den Laplaceschen Gleichungen (40), (41), (42) miissen die Verbesserungen 8,.; durch die

Gleichung
Sotp.p = 01 + vs.p
ersetzt werden.

§ 6. Mittlere Fehler der Grissen, die in die Laplacesechen Gleichungen und Polygon-
Bedingungen eingehen; Bestimmung der Gewichte.

Der mittlere Fehler p., einer beobachteten Richtung muss aus der Ausgleichung der Teilstiicke
der Triangulation (§ 1) nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden.

Den mittleren Fehler p einer ausgeglichenen Richtung in einem Teilstiick erhilt man aus:

p= NVj;?, (17)

wobei D— die Zahl aller beobachteten Richtungen und C—die Zahl der Bedingungen in dem Teil-

stiick ist; in vorliegendem Fall wird D—; .. etwa 0. 7.




Nach § 5 ist der Fehler J;., des astronomischen Azimuts a,.; der geoditischen Linie gleich
dem Beobachtungsfehler &; des astronomischen Azimuts o der Ausgangsseite im Punkte P plus
dem Fehler v;.;, des Winkels §;., (Abb. 7)

0.5 = Of + Vjpe

Die Fehler der Richtungen, die den Winkel §;.; bilden, werden mit v';.; und »; bezeichnet,
wobei v',.; sich auf die geoditischen Linien bezieht; es ist also
Sf_;, — af _— Frf + ﬂ’g.k. (78)
Daraus erhilt man:
" G T
p'ﬂt-k P“ai F o !Lv’,,ﬁ- (79)
1, muss man den astronomischen Berechnungen in den Basis-Netzen und der geoditischen

Berechnung des unmittelbar beobachteten Azimuts auf der Ausgangsseite P; entnehmen.
Zur Bestimmung von p2, , kann die Niherungsformel dienen:

2
Pt bty = - [0+ 1], (80)

wobei man unter n die Zahl der Seiten zwischen den Punkten P, und Pj (d. i. die Zahl der Drei
ecksseiten in dem Linienzug AabedD der Abb. A) versteht.

Die mittleren Lingenfehler, die in die Laplacesche Gleichung eingehen, werden aus den Be-
richten iiber die astronomischen Berechnungen in der Triangulation I. Ordnung entnommen.

Es darf noch besonders darauf hingewiesen werden, dass in allen Gleichungen des § 5

Vgoi — Vk (k41)

durch v'4.; — v 4)

ersetzt werden darf, weil beide Winkel § im Punkte P; durch den Fehler in «; gleichmissig verzerrt

sind.
Der Fehler der Linge s;.; der geoditischen Linie P, P wird nach der Formel (81) bestimmt:*)

4n® 4+ 3n 4+ 5 , m®
o @

ps? = s22p,ot sin® 17

wenn s,.; aus nur einer Basis abgeleitet wurde. Da aber jede geoditische Linie aus 2 Basen

bestimmt wird, so ist

n? 4 —: n-+5 4
12 = s2 202 sin? 17 . — B W I 5 (82)
ps P o o ob?
Wenn wir die mittleren Fehler der Grossen s, &, v;. A, haben so kinnen wir zu den Ge-
wichten iibergehen. Hier setzen wir fest, dass dem Fehler mit dem Gewicht = 1 ein mittlerer

Winkelfehler von 4~ 1” und ein mittlerer Lingenfehler von 4 1 m entspricht.

§ 7. Allgemeine Zusammenfassung der Formeln. Hinweis auf die Reihenfolge der Berechnungen.
Allgemeine Folgerung.

Die Bezeichnungen werden nun noch so geindert, dass die Niederschrift der Formeln verein-
facht wird; dann vereinfacht man noch alle Koeffizienten durch Vernachlissigung der kleinen Grossen
zweiter Ordnung bei 8s und dritter Ordnung bei ga.

*) Hierin ist % der relative Fehler der Ausgangsseite.

Hierzu werden folgende Bezeichnungen eingefiilhrt. Die Lange der Linie zwischen den
Pur-lkten P, und P, ;, wird mit s, bezeichnet, die Koeffizienten Ps g, r, die sich auf diese Linien
beziehen, erhalten die entsprechenden Zeiger n.

Ferner:
Byiin s
3) P =6,= sin A° pyq,n
1
6) rg" = by =—(2)ayy sin A%y 0 1€ Ppy =" 8iD Qpyy =
= hn Sin ?n-!-l

5) Th=Cy= 1 — % e A1 0 18 Patq =

1

=14 f, sin @4, (wird nach f berechnet). (83)

7) ¢\"=dn =sinly npy 18 Pupq
1) Ps" =li=—(1)n4, co8 A%y, n
4) Q"= fo=— o 7 cos A°n+1- n 8€C Qniq

Nn+1
2) 95" = hn = — (2)nyq sin A%y, o 8€C Pryy

. Die Reihenfolge der Berechnungen der Koeffizienten fiir die betreffende Linie entspricht
der linksseitigen Bezifferung.
Ferner:

.a) die Verbesserung des astronomisch bestimmten Azimuts der Ausgangsseite in P bezeich-
nen wir mit &;

b) die Azimutverbesserungen der geoditischen Linie P,; nennen wir v,; und v;; (ohne die in
§ 6 gebrauchten Zeiger') ‘

¢) 89, a4, ersetzen wir durch oo, entsprechend der Bezeichnung s,;
d) 0l,, 54, ersetzen wir durch 8l, entsprechend der Bezeichnung s,;
e) 8% = 8 — v, wo v; die Azimutverbesserung der Ausgangsseite ist.
Damit erhilt man mit den oben abgeleiteten Formeln:

I. fiir ein geschlossenes Polygon mit n — 1 Linien und den Ecken 1, 2, 3,...,n —1:

B°, — (B%) =
=[ey+ (@g+ag+ ... +an_y)b] 3, +
+ feat @5+ ag+ - . + aay) by] 35y +
+les+ (ag+as+ ... 4+ an—4) bg) 885+ ... 4
+ [ei+ (@t auqy+ ... +an—y) b 85+

+ [esagt 0g -3 0n—3]088, g+
'+' "n—-lasn—l_'
— [as + (a3 + aye5 + ageie; + ageseyey + ... + @n—1€n—3Cn—3Cn—g -+ Cy) Ca] (Vg.q—g.5) —
— [85 + (8 -+ a5e, + agesey + azeeeses + - . . +Gn 1 Cn—gCa—g...€)cs] (V3.9—105.) —
= [0;—!— (Gi—i— a*+1q+ a;_i_sq+1c,,+ v —I-- Ap _1Cn—_9Cn—g . q)c;] (t“"_l_”‘.k)_"—
—[@n— g+ (an—3+ @n—2Ca—3+ Gn—y6n g€ —3) Ca—] (Pn—gn—5—%a—g.n—3)—
— [@a—3+ (@Gn—3 + On—36n—3)Ca—3)} (Va—g.n—g—Vn—g,n—3) —
—[@n—g+n—yn—g] (Va—gn—3—Vn—g9,n—y)—

—On—1(Va—1n—a—%n—1, 1) (84)




In (84) ist B°; die Ausgangsbreite des ersten Polygonpunktes im ersten Polygon; (B%)’
die entsprechende Breite, die iiber das ganze Polygon iibertragen wurde.
Die Gleichung (84) ist die Bedingungsgleichung fir den Poly-

gonschluss in der Breite.

i B
= (Lo:)‘r =

= [hy+ (dy+ds+dg+ ... +do—1)es+ (ot fatfot .- + fa—1) ba] 381 +
4 [hg+ (ds+dg+ds+ ... +da1)ea+ (fi+fit+ St - + fn—1) ba] 883+
+ [hg+ (ds+ds+ds+ - .. +dn—1)es+(f4+fs+fs+ voo Ffa—1)bs] 353+
4 [+ (de+digrtdegat .-+ do e+ (fitfogr+fegat oo +fama) b Bt

...................................

+["n—a+(dn—s+dn—1)“-’n-—a+(fn—z+fu—1)bu~s] Osp —3+
o™i P T R
—[fg+(ds+d4+d5+ "r‘dn-l)‘12+(d4+ds+ds+ +dn-—1)03+
+(ds+dg+dp+ oo +dny)agt .- +(dn—gtdn—1)@n—3F dn—10n—2+
+ (fs + fucs + fscats + facseacs + - - - +fa—16n—2Cn—3--- C3) €] (vg.1—vg.9) —
— [fs+(dyg+ds+de+ - - +do_y)ay+ (ds+dg+d7 + ... +da—y) 8+
+ (dg+dy+dg+ ... +da—y)O+ ...+ (it digy+ oo +day)@—1+
+.oot(dn—gtdn—y)8a—gtdn—1n—at
+ (fo + fs¢a + focsta + J€aCsCa t - - - 4 fa—1€n—2Cn—3Cn—yg - ) C3] (vg.2—v5.0) —
—[fi+ s+ dg+dr + - .. +dn—1)“4+(ds+d7+ds+ . ) L i o
+ (it digr+ o) @G—gt - T (dn—g+dn—y) @n—5+dn—1n—g+
+ (fy + focs + fecats+ i o+ + fa—1n—2n—5Cn—g -+~ ) €l (Vaa—Vars) —
—Ufot Aot dyt g+ oo Fdug)ag+ ([ det oo day) Ot .o+
+ (et digq+ oo Fda—yg)O—y+ -+ (do—g+dn—q)On—5+dn—18n—3g+
+ (fo+ free+ ferts+ -« +fa—16n—2Cn—g--- + ) €5] (%5.4— V5-6) —

---------------------------

+ (da—2+da—y) an—s‘{'dn-—-lan—z“*' (fi +fl-+1ck +ﬁ+gc§+1ck+

+ fetasChtoChtrCat --- + o — O g0y +5- Ca) €] (0, 1— 1 —V8) —
—[faest (a—gtdn—g) s+ dn—1n—p+t (fa—atfa—16n—2) €a—sl (Vn—8.n—4—Vn—zn—2)—
—[fa—stdn—10n—a+fo—16a—dl (t'ﬂ"-z-"-s_-v"—ﬁ-ﬂ—'l)_ﬂl'—l(vﬂ*—l-ﬂ—i_vﬂ-—l-ﬂ)' (85)

In (85) ist L° die Ausgangslinge des ersten Polygonpunkts; (L°;)" die entsprechende Liinge

die iiber das ganze Polygon iibertragen wurde.
Die Gleichung (85) ist die Bedingungsgleichung fir den Poly-

gonschluss in der Linge (hierbei ist k =i + 1).
Die allgemeine Formel fiir die Laplacesche Gleichung fiir den Linienzug P,P,P,P,...P, lautet:

8t Onn—yt Wa—rn—g—%—1.0)+ (Ps—=gn—g—Vn—gn—1) +
+ (Vn—gn—g—Vn—sn—g) + - T+ (v4.3— Vg-8) + (vg.3—v3.0) +
+ (vg.; — g.g) — 8,° — ¥y.9— BNy 8in @y + Sh siN @y +
+ (@ n—1— 4% n—1) + [(“n—l.n—2—%—1-")'_(Aon-—x.n-z_/ion—bn)] 7

+ [(Gn—gn—g—%—gn—1) — (4% —2.n—s— A% —9.n—1)] +
+ [(Ga—3.a—g—%%—g.n—2) — (A% —g,n—g— A% —3,n - g)] +
+ oo [(og3—045) — (A%5— A%5)] +
+ [(ag.9— 2g.0) — (A°%.9— A4°%.9)] + [(2g.1— %5.5) — (A%.; — 4°%.5)] —
_l[al.,—— A3 — (ha— L%,) sin g + (A, — L;)] sin g, 4
+ m{s,,_lsin (A% —ya— A% — a9 Blacg— %9+
+ [$a—18in (4% 1, n— A% 3, n—3) + Sn—28in (A% —3, n—1— A% —2,2—3)] ('a—3—5% —3) +
+ [sa—18in (A% _3, s — A% 3, n—41) + Sp—asin (4% _2 n—1—A% —3,1—4) + ‘

+ 8, —3 sin (Ann—-;;. n-2_A°n—a. n—«l)] (8‘,1_4—30,,__') -t |

 [$nr 800 (A% 1, 5 — A%.2) ~ 80 — 38D (A% — 3 n—1—A°%:3) + |
+ s, _3gsin (4% _3 n—a—A%.3) + ...+ s, 8in (4°%.5— A4°.9) +
+ sysin (A%.4— 4°%.2)] (53" — $5°) + [Sa—18in (A% —1, n — 4°.1) +
+ sp—g8in (4% _3, n—1—A%.1) + ...+ sysin (4%.4—A4%.1) +

+ sy 8in (4%.3— A%.1) ] (53 —5°) } =0, (86) .

. Bei geschlossenen Linienziigen geht in jedem Polygon eine der Laplaceschen Bedingungen
in die Polygonwinkel-Bedingung iiber und erhilt fiir den Linienzug P, P,P,P,. .. P, P, folgende Form:

(v1, nm1—01.9) + (Wn—1,n—2—Vn—1,1) + (Va—2, n—3—Vn—2,n—1) +
+ (Va—3, n—4—Pn—3 n—=2) + .-+ (va.3—v4.5) + (v3.2—vs.q) +
+ (v2.2—va.3) + [(21, n —1—%1.2) — (4%, n—1—41.9)] +
F (=1 n—3—0n—11) — (4% —1,n—3—A%—1,04)] +
4 [(tn—8n—3—%—2n—1) — (A% -2 n—3—A%—2,a-1)]+...+
+ [(tg.5— %4e5) — (A%.3— A%.5)] + [(25.0—25.4) — (A°5.5— A4%.9)] +
+ [(ag.y —%g.g) — (4°%.3 — A%.4)] +

< {s,._.asin (Ao,,_l. 1-—A°ﬂ_1_ ,,_g) (8’,,_3—3",,_3) e

+ [sn—l. 1Sill (Aon-l, I_An—2. n—s) + su—SSin (Aon—ﬁ. n-—vl_Aon—S, n—S)] (S',, —3_‘5011—-3) ‘+'
+ [Sa—18in (4% —1,1— A% —3,n-4) + Sn—28iD (A% —2 n1— A% 8, n—0) +

+ 85p_38in (A% 3, n—3— A% —3, n—0)] (8'n—a—5%—4) +

4+ [$n—18in (4% —1, 1 — A%.3) + 8, —28in (4% 2, n—1— A%.2) +
N Ty R T T N A
+ 8y sin (A°%.5— A°.q) + s38in (4%, 4 — A°.5)] (53— 5%) +
+ [$a—18in (A% 3, 1— A°.1) + 85 —asin (4% _2 n—1—A4°%.1) +
+ 8y —38in (4% _3, n—a—A%:1) + o .+ 8¢5in (A%.5— A%.1) + s38in (A%.4— 4°3.1) +

: 1
+ sy8in (A%.3— A%.4)] (s's—5°)} - =0, 87
2 23 a-1)] (8" 1)} MN sin 1" (87)



Reihenfolge der Berechnungen:

Unter der Annahme, dass die Ausmasse des Ellipsoids und die geoditischen Ausgangsdaten
feststehen, erfolgt:

a) die Ausgleichung der Teilstiicke (§ 1).

Dadurch werden die Lingen s’ der geoditischen Linien P,P,, PyP;, P3Py, P,P;,..., PygPy,,
Py;Py,... (Abb. 1) und die astronomischen Azimute ;.p, @y.;, .3 %gegs- s F16-17> ®17-100 %17-205
@g4.17- - dieser geoditischen Linien erhalten. Die Winkel zwischen den geoditischen Linien werden
dann bei P,...05.; — 05,5 bei Pp;... 0,16 — 0y7.945 USW.

‘ b) Die Berechnung der angendherten geoddtischen Koordina-
| ten und die genaue Berechnung der Lingen s, und der Azimute A°
‘ . der ihnen entsprechenden geodidtischen Linien. Im Hinblick auf die Ver-

wendung der Ergebnisse dieser Berechnungen bei der folgenden Aufstellung der Polygonbedingun-
gen, fihren wir jedoch fiir eine Reihe von Linien diese Berechnung der geniherten Koordinaten
‘ mit voller Genauigkeit durch. Erldutern wir das am Beispiel der Abb. 1: Ausgehend von den ange-
nommenen geoditischen Koordinaten von P; und dem geoditischen Azimut A,., berechnen wir
| in aller Schirfe mit s’;., die geographischen Koordinaten und das geoditische Gegenazimut in Py;
| von diesem geoditischen Azimut wird (2., — ty.;) subtrahiert und mit dem auf diese Weise
erhaltenen geoditischen Azimut der Linie PyP; und der Linge dieser Linie s’y.; werden die geo-
‘ ditischen Koordinaten von P, auf P, iibertragen usw; mit derselben Rechenschirfe gehen wir zu
i den Linien P,P,, P,P;, P,P,, P,P,, P,P, iiber. Aus den Koordinaten ven Py und von P, bestim-
| men wir dann s°.g und A%.;, 4°.;. Im Netzriss bezeichnen wir durch besondere Zeichen und
‘ Farben die Linien bei deren Berechnung s® = s’ gesetzt wurde und die Art und Weise der Uber-
' tragung der Koordinaten und Azimute lings des Linienzugs, um eine klare Darstellung fiir die Auf-
stellung der Polygonbedingungen zu bekommen.
Ferner erhalten wir mit dem in dieser Weise berechneten geoditischen Azimut der Linie
P,P, nach Abzug von (a5.,— @3.,) das geoditische Azimut A';.o; mit A';., und mit s'g.9 und
[ mit den Koordinaten P, die aus der Ubertragung P,P,P; erhalten wurden, iibertragen wir mit
| aller Schiirfe die Koordinaten und Azimute auf P, und gehen auf diese Weise iiber zu Py, zu Py,
' zu Py, zu Py;. Aus den Koordinaten von Pj; und P; (die aus dem ersten Polygon erhalten wur-
den) berechnen wir umgekehrt 4°3.5, A%.;3 und s°4.5
. Im Polygon P,P P P, ,P,;P,P),P;s beginnen wir die Berechnung mit P; und einem Azimut,
das gleich ist dem geodatischen Azimut PgP; minus (d;.q — @5.14) und fiihren in der angegebenen
Weise die Berechnung bis P,; P,P;, bestimmen wir wieder umgekehrt aus den Koordinaten von
' ‘ P, und P;; usw.

¢) Durch die Bestimmung der geodatischen Niherungs-Koordinaten B°, L° und der ange-
niherten geodatischen Azimute und Entfernungen 4° und s° sind alle Vorbereitungen fiir die Auf-
. stellung der Laplaceschen Gleichungen beendet. Die Resultate miissten noch in ein besonderes Netz-
E Schema unter Angabe der Linien eingetragen werden, fiir die s, = s’ ist. Hierauf konnen die Poly-
r gon-Widerspriiche in Breite und Linge berechnet werden. Hierzu miissen in jedem geschlossenen
‘ und — von anderen — unabhingigen Polygon fortlaufend in Richtung des Uhrzeigers die geodaiti-
1 . schen Koordinaten und Azimute A’*) mit den Seiten s’ und den Polygonwinkeln (mit Ausnahme
' des Winkels im Ausgangspunkt), die den Unterschieden der astronomischen Azimute gleich sind,
| genau berechnet werden. Ein Teil dieser Berechnungen wurde schon unter b) durchgefiihrt. So ist
im Polygon P,P,P,P,P,P,P,P,P, nur iiber das Azimut der geoditischen Linie PgP, (4°%.;) durch
Subtraktion des Winkels (ag., — @5.,) das Azimut A4'g.; zu berechnen, um ausgehend von den frither
erhaltenen B: und Lg mit diesem Azimut A’g., und s’g.; die geoditischen Koordinaten von P; zu
berechnen. Im Polygon P,P P, P;;P;yP;3P;P,P; muss man die oben erwihnte Berechnung von Py
. aus lings den Linien P P;, P;P,, P P; usw. durchfiihren.

|‘ Hierbei muss unbedingt in jedem Polygon die genaue geoditische Ubertragung der Koordi-
naten und Azimute fortlaufend im Uhrzeigersinn und mit den Seiten s’ und den Winkeln durch-
gefiihrt werden, die dem Unterschied der astronomischen Azimute entsprechen. Die hierbei aus

*) Diese Azimute A’ fallen mit A° nicht zusammen!

52

verschiedenen Polygonen erhaltenen Werte der Azimute A’ fiir die zwei Polygonen gemeinsamen
Linien werden selbstverstindlich voneinander abweichen; ebenso werden auch die geoditischen
Koordinaten der zwei oder mehreren Polygonen gemeinsam angehtrenden Punkte, die durch die
obige Berechnung erhalten wurden, voneinander und von den Niherungskoordinaten B° und
L°, die nach b) berechnet wurden, abweichen.

d) Die Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f, h sind nach Formel (83) zu berechnen; hierzu wird
fiir jedes der Polygone, das schon bei c) benutzt wurde (also bei der Berechnung der Widerspriiche
in Breite und Linge) eine besondere Skizze angefertigt, auf welcher die Ecken des Polygons mit
einer bestimmten Farbe numeriert werden. Diese Numerierung wird iiber das ganze Schema des
Netzes ausgedehnt. Mit einer anderen Farbe wird dann noch eine eigene polygonweise Numerierung
durchgefiihrt, 1, 2, 3,..., n — 1, wobei die Nummer 1 stets auf die Ecke entfillt, die als Aus-
gangspunkt fiir die Berechnung der Polygonwiderspriiche gewahlt wurde. An jede Seite des Poly-
gons schreiben wir die entsprechenden Werte s, A°, 1 und die Werte a, b, ¢, d, e, f, h; den Ecken
des Polygons werden die entsprechenden Werte B° beigeschrieben.

Ferner stellen wir fir jedes Polygon in besonderen Ubersichten noch die Kosffizienten der
Formeln (84) und (85) und gleichzeitig auch noch die Bedingungsgleichungen der Breiten und
Lingen zusammen.

Endlich ist noch fiir jedes Polygon die Winkelbedingung (oder eine Laplacesche Gleichung) - .
nach (87) aufzustellen, wozu noch vorher das Absolutglied dieser Gleichung berechnet werden muss;
hierzu werden die Ergebnisse der Berechnungen fiir s, und 4° nach den Anmerkungen auf dem |
Netzschema nach c) benutzt; es ist klar, dass viele Glieder mit (s' —s°) in (87) Null werden.

e) Nun miissen noch die Laplaceschen Gleichungen nach (86) aufgestellt werden. Un!;er
der Annahme, dass jede geoditische Linie in einem Laplaceschen Punkt beginnt und endet, wird _
die Anzahl der Laplaceschen Gleichungen der Anzahl aller geoditischen Linien im Netz minus ‘der I
Zahl der Polygone, fiir welche die Winkelbedingungen als Laplacesche Gleichungen niedergelegt su:.ud, ;
gleich sein. Die Bildung der Linienziige, die bei der Zusammenstellung der Laplaceschen Bedin- |
gungen benutzt wurden, erldutern wir nach dem Beispiel der Abb. 1: il |

 — o e——, T

Die erste Gleichung schreiben wir fiir die Linie PP, |
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Die Laplacesche Gleichung, die sich in die Winkelbedingung des Polygons verwandelt
entsteht dadurch, dass man in einer Richtung fortschreitend nacheinander die Laplaceschen Glei:
chungen fiir simtliche Linien des Polygons aufstellt und summiert. Wenn wir bei der Aufstellun
d?r .Winkelbedingungen die Form der Gleichung (87) anwenden, tritt die Frage auf, ob es notweng-
dig ist, diese Winkelbedingungen durch Schliessung des Polygons oder durch die Aufstellung der
Laplaceschen Gleichung fiir einen und denselben Punkt auf zwei verschiedenen Wegen zu bestim-
men. Zum Beispiel konnte man die Gleichungen fiir die Linienziige P,P,P,P,P,P,, und P,P,P,P
einander gleichsetzen, um die Winkelbedingung im ersten Polygon zu erhalten, :nstatt 1illieﬁi(‘r'ieilj
chung (87) anzuwenden. Offenbar sind aber, wenn die eine oder auch die andere Methode zur
Aufstellung der Winkelbedingung angewendet wird, die Glieder mit 8» und mit [(2h.s — 2.5 4,) —
——.Efl("f.;-x)i“g,i_}_l)] ‘(’ioltlilkommen identisch. Daraus ersicht man, dass auch die Summe der‘ (-;l-lileder
mit (s'—s°) eine und dieselbe Bedeut en wi i i i i
s e ;11 ung haben wird, obwohl ihre Einzelglieder bei Anwendung

Anstatt die Laplacesche Gleichung immer von P, zu P, iiber alle dazwischenliegenden La-
placeschen Punkte aufzustellen, kénnen und sollen die Laplaceschen Gleichungen unmittelbar fiir die
geoditischen Linien zwischen zwei aufeinanderfolgenden Laplaceschen Punkten aufgestellt werden
Dadurch werden die Berechnungsarbeiten vereinfacht. Zuar Aufstellung der Laplaceschen Gleichung.

fiir dl:e geoditische Linie zwischen den Punkten P,_, und P, schreiben wir die Gleichung (86) fiir
n gleich n —1 und erhalten durch Subtraktion des Ergebnisses von (86): ®

g8 et AR .1 1
n—On—y + Un, n—y — ¥n—y, n — O\, sin @, + OA,—,; sin @, +

+ {an. n—1 — Aon, n-|) — (au—l. n _Aon-—l. n) —
=2 (An _Lon) sin c?n + ()\n—l = Lon—‘l) sin (Pn—-l E
Sp—1 [

MN sin 1” [ sin (A%, p1—A° 1, n—2) (8'n—2— 5°4—3) +

+ sin (Aon—l. n —Aan—ﬂ. n—3) (S'n—-3_ son—ﬁ) + sin (A un—-l. n _"‘Aon—-li. n—l) (s’n—l_' 8% —l) +

F oot sin (Ao g, o — A%.1) (s';—s%) } . (88)

Nach (88) kionnen fiir das in Abb. 1 dar, i i
. gestellte Netz die Lapl h iir di
folgenden Linien aufgestellt werden: e g

P,P,, P,P,, PP, PP, PP, PP, P,P, P,P, PyPyy, PPy, PyPy,, PsP,,,
Py Py, PyPygy, PPy, PPy, PPy, P Py, Py Py, Py Pyy, PyyPyy, PyyPy,,
wobei wir annehmen wollen, dass die Ubertrazunz von P, auf d i ichni
5 gung em d
gebenen Wege durchgefiihrt wird. . T, RN LY

Schliesslich darf noch daran erinnert werden, dass bei Aufstellung der Laplaceschen Glei-

chungen nach (86) od i
o ng ach (86) oder (88) vorausgesetzt wurde, dass bei der Berechnung der Niherungskoordi-

B =, —4§
Ly = L° = A — 1, sec @,
Ayg=A°%.3=1a,,—7tg9,
dp,=0; dB°, =0
LY =
angenommen wurde. Sy
pe dif) Nacl-:l Aufstelhfng aller Polygonbedingungen und der Laplaceschen Gleichungen miissen
o, dicge Bedmgungsgleufhungen nach der Methode der kleinsten Quadrate aufgelost werden, wozu
vc.lrlauflg nach. § 6.noch in den verschiedenen Teilstiicken die mittleren Fehler iy der beobachteten
Rx(':htungen, die rmttlerelf Fehler p. der ausgeglichenen Richtungen, die mittleren Fehler Py der
Azimute der Ausgangsseiten, die mittleren Fehler p, der Azimute der geoditischenLinien zw?schen
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penachbarten Laplaceschen Punkten, die mittleren Fehler p, der Lingen dieser geoditischen Linien und
endlich noch die mittleren Fehler der astronomischen Lingen ) berechnet werden miissen. Nach der
Berechnung der mittleren Fehler konnen die Gewichte der entsprechenden Elemente bestimmt werden.
Bei 16 geschlossenen Polygonen — dies entspricht dem astronomisch-geoditischen Netz im Europ.
Teile Russlands — und bei Polygonseiten von ungefihr 300 km werden 48 Polygonbedin-
gungen und 64 Laplacesche Gleichungen erhalten, wenn die Laplaceschen Punkte je 200 km
verteilt sind. Mithin miissen bei einem Netz von solcher Ausdehnung 112 Bedingungs-
gleichungen zusammen aufgelost werden. Hierbei beansprucht die Aufldsung der 64 La-
placeschen Gleichungen und der 12 Winkelbedingungen verhiltnismissig wenig Arbeit. Die Haupt-
arbeit verursachen die iibrigbleibenden 32 Polygon-Bedingungen. Hieraus sicht man, dass der
Umfang der Berechnungsarbeit hauptsichlich von der Zahl der Gleichungen fiir Anschluss in Breite
und Linge abhingt; demnach braucht man vor den 112 Bedingungsgleichungen nicht zu erschrecken,
jhre Auflésung in einer Gruppe ist durchaus mdglich.

Bis jetzt haben wir die Laplaceschen Punkte, die in der Mitte der Teilstiicke zwischen zwei
Ausgangsseiten liegen, iiberhaupt noch nicht beriicksichtigt. Es ist nicht erforderlich, diese Punkte
in die allgemeine Ausgleichung des Netzes einzubeziehen: sie miissen aber bei der Ausgleichung
der Teilstiicke beriicksichtigt werden, indem in § 1 nicht nur eine sondern zwei oder drei Azimut-

bedingungen (je nach der Zahl der Laplaceschen Zwischenpunkte) angesetzt werden. Im iibrigen

bleibt das Schema und die Reihenfolge der Ableitung der Azimute a;.; und #;.; und der Liinge s';.;
der geoditischen Linie, die die Endpunkte P; und P; des Teilstiickes zwischen den Ausgangsseiten
verbindet, unverindert. Dadurch erhoht sich zweifellos die Genauigkeit der Ableitung von o und s’
wesentlich, was sich auf die folgenden Berechnungen vorteilhaft auswirkt.

g) Nach der Aufldsung der Bedingungsgleichungen miissen die Verbesserungen der Seiten-
lingen s’ und der Azimute o angebracht werden, worauf dann mit den geoditischen Ausgangs-
daten in P, die endgiiltige Berechnung der geodatischen Koordinaten der Laplaceschen Punkte,
die die Endpunkte der Teilstiicke der Triangulation bilden, durchgefiihrt werden kann.

h) Schliesslich miissen noch die Dreiecke der einzelnen Teilstiicke endgiiltig zwischen die
jetzt festliegenden Laplaceschen Punkte P, und P;, die die Endpunkte dieser Teilstiicke bilden
(—zwischen die endgiiltigen Ausgangsseiten — deren Lingen aus den Basisnetzen iibernommen
werden — und zwischen die geoditischen Azimute dieser Ausgangsseiten — die aus dem endgiilti-
gen geoditischen Azimut der Linie P; P, und mit dem aus der Ausgleichung hervorgegangenen
Wert fiir B,. abgeleitet wurden —), eingerechnet werden (Abb. C).

Die endgiiltige Ausgleichung der Teilstiicke wird am besten nach der in USA angewandten
Methode geldst, die mit sehr vorteilhaften Abinderungen in der UdSSR in einer besonderen Bro-
schiire durch den wissenschaftlichen Mitarbeiter des staatl. Instituts fiir Geodisie und Karto-
graphie, den Adjunkten N. A. Urmajew dargestellt wurde.

. Eine Darlegung der Methode von Urmajew zur Ausgleichung der Kettenabschnitte zwischen
zwei festen Ausgangsseiten folgt in dem nichsten Paragraphen.

Die Einfihrung der Azimutgleichungen in die vorlaufige Ausgleichung der Teilstiicke fiihrt
offenbar dazu, dass die Absolutglieder in den Laplaceschen Gleichungen und in den Winkelbedin-
gungen der Polygone nahezu Null wer den. Nichtsdestoweniger behalten die Laplaceschen
Gleichungen zur gemeinsamen Bestimmung der Verbesserungen der astronomisch und der rein geo-
ditisch bestimmten Elemente ihre volle Bedeutung. Ich nehme an, dass die vorliufige Ausnutzung
aller Laplaceschen Punkte bei der Ausgleichung der Teilsticke auch zu einer Verminderung der
Absolutglieder in den Polygonbedingungen fithren wird. Da infolge der zuverlissigen Bestimmung
von « und s’ in der Ausgleichung der Teilstiicke diese geringeren Verinderungen unterworfen sein
werden, vergrossert sich bei der Ausgleichung astronomisch-geoditischer Netze die Wahrschein-
lichkeit einer gerechten Verteilung der Fehler. Endlich spielt hier noch die Vermehrung der Lapla-
ceschen Punkte in jedem einzelnen Teilstiick eine wesentliche Rolle. Daher rechne ich auch auf
eine giinstige Verteilung der Verbesserungen bei der gleichzeitigen Ausgleichung aller Elemente
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des Netzes unter Beriicksichtigung der vorliufig abgeleiteten Lingen und astronomischen
Azimute der geoditischen Linien aus den einzelnen Teilstiicken, die im weiteren als gleichsam unmit-
telbar beobachtete Grissen angeschen werden. Aber der vollkommenere Weg ist wohl der folgende:
Ausgleichung der Teilstiicke nur aufgrund der Dreieckshedingungen und der Basen;
Ableitung der Linge und Azimute der geoditischen Linien, die die Endpunkte des
Teilstiicks verbinden; Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen fiir diese geoditischen Linien
und ihre Auflésung in bekannter Weise, aber getrennt von den Polygon-Bedingungen; zwei-
tens nochmalige Ausgleichung der Teilstiicke aufgrund der Dreiecksbedingungen, der Basen
und der Azimut-Bedingungen unter Beriicksichtigung der Verbesserungen der astrono-
mischen Azimute und Lingen, die aus der Ausgleichung der Laplaceschen Gleichungen erhalten
wurden; alsdann Aufstellung der Polygon-Bedingungen und ihre Auflésung unter Beriicksichtigung
der Laplaceschen Gleichungen, die jetzt neue Absolutglieder haben, und schliesslich die Einrechnung
der Teilstiicke zwischen ihre endgiiltig festgelegten Endpunkte.

Ergiinzungs-§ 8. Ausgleichung der Dreiecksketten zwischen zwei festen Ausgangsseiten
(nach N. A. Urmajew). *)

Nun betrachten wir eine einfache Dreieckskette (Abb. 8) zwischen den Ausgangsseiten P4
und P,B. Die geoditischen Koordinaten ihrer Endpunkte P;, 4, P, und B sind endgiiltig berech-
net. Damit liegen auch die geoditischen Azimute und Lingen der Seiten P; 4 und P,B endgiiltig
fest und unterliegen keinen Veridnderungen mehr.

Aus dieser Dreieckskette wihlen wir den mit Doppellinien dargestellten Linienzug aus, der
die Punkte 4 und P, verbindet.

Wenn wir die Breitendnderungen der Punkte dieses Linienzuges, die der Anderung der Lo-

garithmen seiner Seiten s und der Anderung der Azimute A4 dieser Seiten entsprechen, mit dB,,
dB,, dB,,. .., dBg bezeichnen, erhalten wir:

dB, = p,dlg s, + p,'d4,

dB, = p,dlg s, + py'd4, + dB,
dBy = pyd Ig sy + py'dd; + dB,
dB, = p,dlgs, + p,'dA, + dB,
dB; = pydlg s; + p;'dA; + dB,
dB; = ped Ig s + py'dA; + dBy

(89)

Durch riickliufige Auflosung dieser Gleichungen ergibt sich

dBy = pydlg s, + pydlg s, + pydlg sy + pydlg s, + psdlg s; + pedlg sy +
+ pi/dA, + p,'d4, + ps'd4; + p,/dA, + ps 445 + pg'dA,. (90)

*) Wegen der praktischen Bedeutung dieser Arbeit von Urmijew folgt noch eine Ubersetzung der Originalarbeit.

Jetzt konnen noch die Anderungen der Logarithmen der Seiten und der Azimute durch die
Winkelverbesserungen ausgedriickt werden. Vorher werden jedoch noch folgende Bezeichnungen
eingefiihrt:

Aay (a;) — Ab; (b)) = A,. (91)

Hierbei sind Aa; und Ab; die Anderungen der Logarithmen der Sinuse der Winkel a, und b, fiir
je 1”, (a;) und (b,) die Verbesserungen dieser Winkel selbst und endlich

dlgsy =4, + 4, + 4 (92)
dlgse= A+ Ay + Ay + A, + A, + A, |
Fiir die Verbesserung der Azimute haben wir dann:
dd, = —(c,)
dAdy = —(cy) + (cg)
dAdy = —(ey) + (¢3) — (c3)
is (93)

dd, = —(e;) + (ca) — (e5) + (c4)
dAs = —(c;) + (c3) — (e3) + (e4) — (c5)
dAg = —(¢;) + (e2) — (c5) + (cs) — (e5) + (c5)

wobei wir in (93) den Einfluss der Fehler der Dreieckswinkel auf die Bestimmung der Meridian-
konvergenzen 3 aus den Elementen des Linienzuges vernachlissigten.
Da die Verinderungen dieser Grissen

8= (2)55inAtgc?,

soweit sie durch die Fehler der Dreieckswinkel verursacht sind, bei s = 30 km und bei einer Linge
der Kette von 200 km - 0,07” nicht iiberschreiten, so kinnen diese Fehler in (93) unbeachtet blei-
ben, wenn (93) lediglich in (90) eingefiihrt wird.

Dann ist

’ S .

Pi= —R'islﬂ A keis
Der Einfluss der angegebenen Fehler wird in den einzelnen Gliedern der Gleichung (90) in d4
kleiner als 0,0003".

Setzt man (93) und (92) in (90) ein, so wird

dB; = (py + pa + Ps + Py + Ps + Pe) Ay + (P2 + Ps + ps + Ps + ps) As +

+(Ps + Ps + Ps + Po) As + (Ps + Ps + Pe) As + (Ps + Pe) A5 +ps A —

—(P' + Pa' + Py’ + Pd’ + P’ + pé) (&) + (P2’ + P’ + Pd’ + ps’ + ps') (€2) —
—(ps" + pd' + ps’ + Pe’) (¢3) + (Ps’ + ps' + ps’) (ea)) — (P + Ps’) (c5) + pé’ (co)- (94)

Das Gesetz fiir die Aufstellung der Koeffizienten in (94) ist einfach: der Koeffizient bei
4; ist gleich der Summe der Koeffizienten p der Seiten des Linienzuges, die eingeschlossen sind
zwischen dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer i und dem
Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des letzten Dreiecks in der Kette; ebenso ist der Koeffizient
bei (c;) gleich der absoluten Summe der Koeffizienten p’ fiir die Seiten des Linienzuges, die ein-
geschlossen sind zwischen dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer
i und dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des letzten Dreiecks in der Kette.
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Die Bezeichnung der Koeffizienten bei (¢) kann der Abb. leicht entnommen werden.
In Abb. 9 ist eine Kette dargestellt, in der die richtige Reihenfolge der Winkel a, b und ¢
nicht eingehalten ist; fir sie wird das obige Gesetz fiir die Aufstellung der Koeffizienten voll bei-
behalten und wir erhalten fiir diese Kette:

dB, = (py, + P2+ Ps + Ps) Ay + (P2 + Ps + Pa) Aa + (P2 + Ps + Po) 45 +

+(ps + Ps + Po) Bs + (Ps + Po) As + ps s + (P + P’ + Ps’ + Pd) (&) —
—(ps' + ps’ + Pd) (¢g) — (Po’ + ps’ + py') (e3) — (P2’ + ps" + ps) (ca) + (ps' + pa’) (c5) — P4’ (co)-

Ferner bezeichnen wir

Pi+ Pi+1+ Pit+ast - - -+Pr='P:r }

p’t+P'J—|-1+P’t+g + . e +p’r'—_' P"r (95)
Dann erhiilt mit (91) die Gleichung fiir die Breite folgende und endgiiltige Form:
S[PA, (a) — & P ()] +>:(j; P’ (c)) +Wy=0. (9%)

Hier ist W, gleich dem Unterschied der Breite des Punktes P, die auf dem Linienzuge
berechnet wurde, und der gegebenen Breite des Punktes P,.
Fiir die Unterschiede der aus dem Linienzug berechneten Lingen erhalten wir die Differen-
tialgleichungen :
dL, = g, dlgs, + ¢y d4,
dLy = gy dlg s, + q'ydA4, + dL,
dLy = g3 d1g s3 + ¢'3dd; + dL, (97)

dLg = gsd1g s + ¢'g d4q + dLg

Analog wie bei der Ableitung der Bedingungsgleichung (96) fiir die Breite werden die folgenden
Gleichungen erhalten:

G+ Gt 4+ - -+ =0

- » 98
i+ qip 1+ Ciget+ . . -+ =04 (%)

S[QA, (a) —Q & (b)] + E[ﬂ:lﬂc)] + Wy =0 (99)

In der Bedingungsgleichung (99) fiir die Liange ist W, gleich der auf dem Linienzug berech-

neten Linge des Punktes P, minus der gegebenen Linge desselben Punktes. Die Koeffizienten
Q und Q" werden in derselben Weise wie die Koeffizienten P und P’ gebildet.

Die Koeffizienten p, p’, ¢ und ¢’ entsprechen vollstindig den Koeffizienten p und q in den
Formeln (2) § 2; demnach ist

1
pn=—(1) riee S 008 Ay
M10 (100)

't S
9o == (2) 3 ge % 610 Ant1. n80C ats

In den Formeln (100) ist M der Modul der Napierschen Logarithmen; A lgs ist in Einhei-
ten der 6. Dezimalstelle der Logarithmen ausgedriickt.

Ferner ist

Sa

sin 4, 41,.
e (101)

cos A,y1, n8€C Py

P =

r sn

n41

Die Ausdriicke (100) und (101) fiir die Koeffizienten p, ¢, p* und ¢’ werden zweckmissig
umgebildet. Die Gleichungen miissen so multipliziert werden, dass die sehr kleinen Koeffizienten
der Unbekannten in (96) und (99) ungefihr gleich 1 werden. Coast and Geodetic Survey fiihrt
hierzu den Faktor

M1 _ 793.824 ein.
6
Da:
(1)
P e el An W R
P 6003 cos 41
AR Ao )
e 600 S$p 810 Apg p 8€C ?u—i-—l.
o — UL LA) cos .
a Pu (2) n Prtl P sin1”
" M 108 (2) woieh o
B L AR n$1
p” (1)
ist, werden noch die Bezeichnungen eingefiihrt:

L e

600 " (2)

(102)

(2) M108 (2)
— ==y = o T ey

600 pit i)

Damit erhidlt man endgiiltig
Pn =bysacos Ay a
Gn =Dbys,8ind, , secq,y,
(103)

P'n = €10, €08 P44
q'n = CaPn 5€C Pn 4y




Nachstehend bringen wir noch eine kleine Tabelle der Werte b, by, ¢, und ¢, fiir verschie.
dene Breiten,

Breite | Ig b, | Ig b, Ig ¢, Ig e,
y | 1
350 5.1331 n 57312 n | 03253 n | 03214
400 5.7327 n 5.7310 n 0.3251 n 0.3216 n
450 57324 n | 57309 n | 03248n | 03219 n
500 5.7320 n 57308 n | 03246 n | 0.3222 n
550 | 57316 n | 57307 | 03243n | 03224 n
60° | 57313 n 57305 n | 03241 n | 0.3226 n
650 | 57310 n 5.7304 n I' 0.3239 n | 0.3228 n

Mit den nach (103) berechneten Koeffizienten p und g erhalten wir dann die Gleichungen
(96) und (99) in folgender Form:

Z[PA,(a) — PAs(b)] + Z[FP' ()] + 723.824 W, =0 } 3
5[0 Aa(a) — QA (B)] + S [0’ ()] + 723.824 W, = 0 -

Die Bedingungsgleichung fiir die Ausgangsseiten (Basisgleichung) lautet
5[4, (@) — Ay(b)] + Wy = 0; (105)

hierbei ist W, gleich dem: Logarithmus der Seite P,B, der aus der Dreiecksberechnung der Kette
erhalten wurde, minus dem gegebenen Logarithmus der Seite P,B (Abb. 8).

Die Azimutbedingung wurde schon im § 1 abgeleitet.

Bezeichnet man den Unterschied des Azimuts und des Gegenazimuts einer Seite gegeniiber

180° mit 3 und mit 4, und 4, die gegebenen geoditischen Azimute der Seiten AP; und P,B,

so wird
Ao_"'l_ ("1)‘4‘ 8, + dﬁl = Caa (cs)—i— 62-1-:182—63——(03)4- 03 + d63+c4+
+ (€q) + 84 + d8; — 5 — (e5) + 85 + d35 + ¢ + (c) + 85 + ddg—c;— (c;) = 4
oder

—(e1) + (e3) — (es) + (cg) — (c5) +

In (106) ist A’; das berechnete Azimut der Richtung P,B. Ferner wird, wenn unter dl
das Differential des Lingenunterschieds ! verstanden wird,

(ce) — (e5) + 2d8 + A’y — Ay = 0. (106)

dd = (2)dssin Atgp + (2)scos A tgp. dA 4 (2) ssin 4 e s

2
cos P

= (2) ds sin 4 sec ¢ + (2) s cos A sec p.dA + (2) ssin 4 cps:nq)
cos
d3 —dlsin ¢ = (2) s sin 4.dg. ?
Hieraus schliessen wir, dass man (wie im § 1)

X d8 = S dlsin g = (L, — L) sin g,
setzen kann.
Hier bedeuten L, und L', die gegebene und die berechnete Linge des Punktes P,.
Deshalb wird die Azimutbedingung endgiiltig:

—(e1) + (c3) — (e5) + (c4) — (e5) + (cg) — (e7) + Wy =0 (107) -

Wy=A"; — 4, — (L'y — L,) sin p,,
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also gleich dem Unterschied des berechneten und gegebenen Azimuts minus der Verbesserung
(L's — Ly) sin @p.

Da die Kette schon einmal ausgeglichen wurde, werden fiir dieselbe in den Winkelsum-
menbedingungen und in den Basis-Gleichungen die absoluten Glieder Null sein. Zu den Gleichun-
gen (104), (105) und (107) konnen die Winkelsummengleichungen angefiigt und dann alle Glei-
chungen gemeinsam aufgeldst werden. Hierbei konnen noch die Winkelverbesserungen durch die
entsprechenden Richtungsverbesserungen ersetzt und die Ausgleichung kann nach Richtungen durch-
gefilhrt werden, oder man behilt in den Bedingungsgleichungen die Winkelverbesserungen bei und
gleicht die Kette nach Winkeln aus.

Wenn wir nach Winkeln ausgleichen und beachten, dass die absoluten Glieder in den Win-
kelsummenbedingungen Null sind, so konnen diese unbeschadet der Forderung abgespalten werden,
dass die Auflésung unter der Bedingung erfolgt, dass die Summe der Quadrate aller Winkelver-
besserungen — und zwar sowohl der Verbindungswinkel als auch der Zwischenwinkel —zu einem
Minimum wird.

Demnach wird folgender Grundsatz angewendet: wenn in irgendeinem Dreieck die Winkel-
verbesserungen in eine (beliebige) Bedingungsgleichung mit dsn Kay"fizienten Ti—1+ Tis Tiqy eingehen,
so fiihrt die Abspaltung der Winkelsummengleichung dieses Dreiecks in der betreffenden Bedsnﬂrungs-
gleichung zur nachstehenden Umformung der Koeffizienten:

1
n-;—; (r,__l + Ty +"l+1)

i|
ry —73 (ri—y +ri+ri4,) (108)

1
Tig1 —-—3— (rf—l +n+ ri-i-l)

Diese Umformung vereinfacht naturgemiss die Rechenarbeit und fithrt zu einer bemerkens-
werten Verinderung der Methode der Netzausgleichung, die als ,,britannische” Methode bezeich-
net wird.

Nun betrachten wir nochmals die Ausdriicke (103). Wir kinnen mit ausreichender Genauig-
keit fiir die Bestimmung der Koeffizienten in den Bedingungsgleichungen schreiben

—-(—)anOSAn+1.n == (Bn+1_'Bn)'

(109)
_@sncos“in+1-n5°°?n+1= (Ln 41— Ln)’
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In (109) sind rechts die Breiten- und Lingendifferenzen in Bogenminuten ausgedriickt.
Nach (103) und (109) ist dann:
o _@_ﬂ_'}'l e Bu)'r ok~ (Ln+1_Ln):
> 10 s 10
_Lagy—La)  , _ (Bags—Ba)
o 10 S 10 e
(110)
M10%(1)
Py s o ~—~cos B, 4,
P’ (2)
6
M;O (2)3 ecB, .,

Da die Koeffizienten P, P’, Q und Q' in (104) die Summen der aufeinanderfolgenden Koeffi-

zienten p, p’, ¢ und ¢’ darstellen, werden sie folgendermassen gebildet: der Koeffizient P oder Q,

61




der sich auf das Dreieck mit der Nummer i bezieht, ist gleich dem Unterschied der Breiten oder
dem entsprechenden Unterschied der Lingen des Endpunktes des Linienzuges und des Scheitel-

punktes des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer i. Infolgedessen wird:

P = (B,— By

0= (L — Ly l

oty | ety #i
Q' = ay (B, — Ly ‘

In (111) werden mit B, und L, die gegebenen Koordinaten des letzten Punktes (P,) des

Linienzuges bezeichnet. In (111) ist zu beachten, dass die linken Teile gegeniiber (103) zehnmal
vergrissert sind.

Deshalb wird endgiiltig:

S[(B, — B) A (a)— (B, — B/) Ay (3)] + 3{a, (I, — L) (c)] + 7238.24 W, — 0
S[(L, — L) Ac () — (L, — L) &, (5)] + 3k ay (B, — By) (c)] + 723824 W, — 0 } g

I.)ie Gréssen B, —B; und L, —L; erhilt man sehr einfach, weil die Berechnungen
der Breiten und Lingen auf dem Linienzug schon zur Berechnung von W, und W, durchge-
fiihrt worden sind. Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen fiir die Breite und Linge in der
Form (112) ist daher sehr einfach.

Prof. F. Krassowsky

Methoden zur Ausgleichung der Triangulationen I. O.
in der- UdSSR

von Prof. Krassowsky ¥

VORWORT.

Bis jetzt wurde die Triangulation I. O. im Europaischen Teile der UdSSR aus 12 geschlos-
senen Polygonen mit 30 Grundlinien und 40 Laplaceschen Punkten gebildet (ungerechnet
26 Punkten, die auf Doppelpunkten der Basisnetze bestimmt wurden). Die Ausgleichung und
Berechnung einer derartigen gewaltigen Triangulation stellt nicht nur eine schwierige, sondern auch
sehr umfangreiche Aufgabe dar. In Indien war die sogenannte Britannische Methode zur Polygon-
ausgleichung eingefiihrt worden, die den Vorzug hat, dass in die Ausgleichung die Elemente der
Dreiecke eingefiithrt werden, die die Polygone bilden; beachtet man hierbei aber, dass diese Methode
eine Ausgleichung der Triangulation in Teilen darstellt und nur die gleichzeitige Bearbeitung
von nicht mehr als drei bis vier Polygonen zuldsst, wobei fiir die Ausgleichung von 12 bis 15 Po-
lygonen eine Arbeitszeit von 5 — 6 Jahren erforderlich ist, so muss man diese Methode als vollkom-
men wertlos ablehnen. Selbst wenn man von dem unverantwortlichen Arbeits- und Zeitaufwand
absieht, muss man bedenken, dass die Ausgleichung von Polygonnetzen nach Teilen zu fihlbaren
Verzerrungen in den einzelnen Teilen fiihren kann.

*) _ Arbeiten des Staatl. Institutes fiir Geoddsie u. Kartographie Fiinfter Teil Goskartogeodesia Moskau- I

Leningrad 1932.
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Helmert schuf die nach ihm benannte Methode zur Ausgleichung astronomisch-geoditischer
Netze, die auch in Deutschland angewandt wird. Hierbei werden die Polygone durch geoditische
Linien gebildet, die die Dreiecksketten zwischen den angrenzenden Laplaceschen Punkten ersetzen.
Gleichzeitig mit den Verbesserungen der Elemente, die auf geoditischem Wege gefunden wurden,
werden hierbei auch noch die Verbesserungen der astronomischen Lingen und Azimute bestimmt,
wodurch eine richtige Orientierung der Polygonseiten erreicht wird. Die Helmertsche Methode
wurde praktisch jedoch nur bei einem Netz angewandt, das nur annihernd den achten Teil unserer
Triangulation darstellt. Andererseits werden durch die Helmertsche Methode keineswegs die syste-
matischen Fehler in den Dreieckswinkeln beriicksichtigt und die Laplaceschen Punkte vollkommen
ausgenutzt, die sich nicht nur in den Enden sondern auch in der Mitte der einzelnen Kette befin-
den, die durch geoditische Linien ersetzt werden.

Wenn wir die Helmertsche Methode unverindert iibernehmen, wiirden wir kaum richtig
handeln und verschiedene Elemente der Polygone entstellen. Andererseits ist die Arbeit bei dieser
Methode schon bei 12 Polygonen so gewaltig und auch ermiidend, dass man kaum damit rechnen
kann, die Arbeit zu einem befriedigenden Abschluss zu bringen. Im Jahre 1930 wurde daher von
mir der Vorschlag gemacht, die Helmertsche Methode durch eine andere Ausgleichung des astrono-
misch-geoditischen Netzes zu ersetzen. (Siehe hierzu ,,Arbeiten des Staatl. Instituts fiir Geodisie
und Kartographie” Ausg. 2, 1931.) Als wesentliche Verinderungen erscheinen hierbei:

1) Eine vorliufige Ausgleichung der einzelnen Teilstiicke der Triangulation unter Beriick-
sichtigung der Winkelsummen- und Seitengleichungen, der Basisbedingungen und der Azimutbe-
dingungen (dadurch wird der Einfluss der systematischen Fehler in den Polygonwinkeln bei Be-
stimmung der Polygon-Elemente ausgeschaltet).

2) Das ermiidende zahlenmissige Abspalten der Lotabweichungen bei der Aufstellung “der
Polygongleichungen wird durch allgemeine Formeln ersetzt, die es gestatten, sofort die Bedingungs-
gleichung fiir ein beliebiges Polygon niederzuschreiben, wobei die Zahlenwerte der Koeffizienten
sofort eingesetzt werden, die ohne besondere Schwierigkeiten sogar fiir ein Polygon mit 8 Lapla-
ceschen Punkten berechnet werden konnen. Durch die von mir vorgeschlagene Methode kann die
Berechnung der geoditischen Koordinaten der Laplaceschen Punkte schitzungsweise im Verlaufe
von anderthalb Jahren bei ununterbrochener Arbeit von drei Rechenpaaren durchgefiihrt werden.

Auf diese Weise erhiilt man erstens eine in Bezug auf die Methode und technische Aus-
filhrung vollkommen klare Arbeit und zweitens wiirden sich die Termine grosser Arbeiten we-
sentlich verkiirzen lassen. Trotzdem zwang die Dringlichkeit der Anforderung geoditischer Koordi-
naten fiir die Dreieckspunkte I. O. im Winter 1930/31 zu noch weiteren Vereinfachungen bei der
Bearbeitung der Triangulation I. 0., wodurch die Arbeitszeit um weitere 11/; bis 2 Monate
verkiirzt wurde.

Im nachstehenden Artikel sind kurz der Weg und die Methoden zur Bearbeitung der Trian-
gulationen I. O. dargelegt, die zurzeit vom Berechnungsbiiro der Geoditischen Hauptverwaltung
unter Leitung des Staatl. Instituts fiir Geodisie und Kartographie' angewandt werden; bei der
endgiiltigen Bearbeitung dieser Methoden waren mir die Mitarbeiter am Staatl. Institut fiir Geodisie
und Kartographie Prof. W. W. Danilow und N. A. Urmajew behilflich.

F. H. Krassowsky




Ausserdem wurde von mir noch folgende Methode zur Ableitung des geoditischen Ausgangs- .
Azimuts in Sablino vorgeschlagen:

Sablino

Methode zur Ausgleichung der Triangulation I O. j
in der UdSSKR. |

I.

L Bei der Ausgleichung der Polygone der Triangulation I. O. wird zunichst die Ausgleichung L
all | cinzelner Teilstiicke der Triangulation durchgefiihrt, wobei man unter Teilstiick einen Kettenabschnitt
‘1‘ ! gwischen zwei benachbarten Basisnetzen versteht. Die Ausgleichung jedes Teilstiicks endet mit der
il |
|
|

Bestimmung der Richtungsverbesserungen unter Beriicksichtigung der Dreiecks- und Seitenbedin-
gungen der Basis- und Laplaceschen Bedingungen. Hierbei erhalten die astronomischen Messungen
(Azimute und Lingen), die in den Endpunkten des Teilstiicks bestimmt wurden, keine Verbesse-
rungen. Die Ausgleichung jedes Teilstiicks wird mit der Ableitung der Lingen der geoditischen 21
Linien, welche die Endpunkte des Teilstiicks verbinden, und der Ableitung der astronomischen Azi-

mute dieser Linien beendet.

||
I1.
Abb. 1.

Durch das Staatl. Institut fir Geodisie und Kartographie war im Jahre 1930 eine Arbeit
zur Bestimmung des Ausmasses der grossen Halbachse des Ellipsoids ausgefithrt worden, das sich
am besten dem mit neuen Triangulationen I. O. bedeckten Territorium anschliesst. Hierbei wur-
den zugleich die Komponenten der Lotabweichungen &, und 7, fiir Pulkowo bestimmt nach der

Gleichung:
da
&i=@i—Bi—pi&y—Pst8%) - hH+Ps ¥

d
= (h— L;) cos g;— g, §,— (9, tg 9, —sec 9, €08 ¢;) 1, + ¢ _c:_l.

Ausgehend von den geoditischen Koordinaten und dem Azimut in Sablino, die durch die
Arbeiten der Militirtopographischen Verwaltung bestimmt wurden, berechnen wir die geoditischen
Azimute in den Punkten 1, 2, 3, 4,...,8, 9, 18, 20, 21, usw. d. h. fiir die Knotenpunkte der Poly-
gone und fiir die Laplaceschen Punkte, die sich in den zwischen den Knotenpunkten gelegenen
Basisnetzen befinden. Diese Azimute die auf dem Besselschen Ellipsoid berechnet wurden, bezeich-
nen wir mit G.

Obwohl die Triangulation noch nicht ausgeglichen ist, so werden durch die Beriicksichtigung
der Laplaceschen Bedingungen bei der Ausgleichung der Teilstiicke und bei der Ableitung der Win-
kel in den Drehpunkten 1, 2, 3,...,7, 20, 16 aus den astronomischen Azimuten der geoditischen
Linien 1 —2, 2 —3, 4 — 5, usw. nur kleine Widerspriiche zwischen den verschiedenen Werten der

Azimute G erhalten, die aus dem Polygonnetz auf verschiedenen Wegen unter Benutzung der Po-
lygonabschlusseiten abgeleitet wurden. Il

Das astronomische Azimut im Punkt K wird mit A; bezeichnet. Das geoditische Azimut I.i
Gi in demselben Punkte erhilt beim Ubergang von der grossen Besselschen Halbachse a, zur [
Halbachse a die Verbesserung 8G;. Damit wird

l mittleren Breiten eine zuverlissige Bestimmung der Verbesserung der Abplattung nicht gestatten.
Bezeichnen wir mit @ die wahrscheinlichste grosse Halbachse des Ellipsoids und mit a, die grosse

|
! y
‘ Die Abplattung des Ellipsoids wurde der Besselschen Abplattung gleichgesetat, weil die
|
Halbachse nach Bessel, so wird

a=a,+ 684m 4 170m

Da &, fiir Pulkowo nur ungefihr eine halbe Sekunde ist, wurden die astronomischen Koordi-
1l naten von Pulkowo®) als geoditische Ausgangs-Koordinaten angenommen (Mittelpunkt des runden
' Saales). Ebenso wurde mit Riicksicht auf die Umformung der umfangreichen Triangulation IIL. O.

|
|
I
' G’y = G, + 56, | "
Nachdem der Unterschied ||
Ay —C', '

der militartopographischen Verwaltung und der geoditischen Hauptverwaltung beschlossen, die
Triangulation auf dem Besselschen Ellipsoid zu berechnen.

Hierbei ist zu beachten, dass in Pulkowo selbst iiberhaupt kein Azimut unmittelbar be-
stimmt worden ist. Der Pulkowo niichstgelegene astronomische Punkt der Triangulation I. O.
ist Sablino. Daher musste Sablino anstatt Pulkowo als Ausgangspunkt der Triangulation genom-
men werden. Nach der Feststellung des geoditischen Ausgangs-Azimuts in Sablino kénnen mit
dem Unterschied der geoditischen Koordinaten von Sablino und Pulkowo iiber die astronomischen
Koordinaten von Pulkowo die geoditischen Ausgangskoordinaten von Sablino berechnet werden.

Das geoditische Ausgangs-Azimut in Sablino kann man aus dem astronomischen Azimut
fiir Sablino nach Verbesserung um — 7 tg ¢ ableiten, weil bei der Bestimmung von §, und 7, auch
die Grossen & und 7 fiir Sablino erhalten werden.

*) Obwohl 1, = 2,5" ist, wurde dennoch die geoditische Breite der astronomischen Breite von Pulkoow
gleichgesetzt, um die Ergebnisse der bereits auszefihrten staatlichsn Aufnahmen nicht merklich zu veriindern.

fﬁr. alle in Abb. 1 bezeichneten Punkte bestimmt ist, berechnen wir die Verbesserungen des Anfangs-
Azimuts in Sablino unter der Voraussetzung, dass das Azimut im Punkte K die Korrektur

+ (ds—G'y)

erhielt, wobei wir diese Berechnung fiir alle Linien durchfiihren, die Sablino mit den in Abb. 1
angegebenen Punkten verbinden (diese Linien sind punktiert).

Hierzu miissen wir zuerst niherungsweise die 2. geoditische Hauptaufgabe zur Bestimmung
der geoditischen -Linien, die Sablino mit den Punkten 2, 3, 4,.... 20, 21, 16 verbinden, auflésen und
dann die Formel

( ¢ HRsin - \
Aoy, = cos-R— —N cosdy tg ¢, ) (Ax—G'y)

anwenden, wobei Az, auch die Verbesserung des Azimuts in Sablino ist.




Aus den Werten der Aa, fiir alle Ubertragungen auf Sablino bilden wir einen gewissen Mit-
telwert. Die Ableitung des Mittelwerts aus den verschiedenen Ax, ist ebenso schwierig wie die
Feststellung des Ausgangs-Azimuts. Wenn die Laplaceschen Punkte gleichmiissig auf der von der
Triangulation erfassten Fliche verteilt und etwa 40 — 50 km voneinander entfernt wiiren, so wiirde
beim Fehlen von Gebirgen und grossen und tiefen Meeren in der Nihe unserer Triangulation das
arithmetische Mittel aus allen Ax, fir die Festlegung des Ausgangsazimuts in Bezichung auf das
bestanschliessendste Ellipsoid (selbstverstiindlich nicht fiir das ganze Erd-Ellipsoid) einen geniigend
zuverlissigen Wert ergeben. Zur Losung der gestellten Aufgabe muss man iiber mehr oder we-
niger zuverlissig bestimmte Lotabweichungen in allen Laplaceschen Punkten in Bezug auf das
allgemeine Erdellipsoid verfiigen. Eine derartige Auffassung der Dinge erscheint bei uns noch reich-
lich nebelhaft. Astronomisch-geoditische Arbeiten wurden bisher in der UdSSR in ebenen Gegen-
den ausgefiihrt, die von Gebirgen und tiefen und grossen Meeren geniigend weit entfernt waren;
dabei kann das durch die Arbeiten erfasste Gebiet noch nicht einmal als bedeutend angesehen
werden. Wir verfiigen deshalb auch noch nicht iiber ausreichendes Material fiir eine zuverlissige
Untersuchung isostatischer Kompensation und kénnen daher die topographisch-isostatische Re-
duktion auch nicht zuverlissig bestimmen, die — wie man annimmt — das Lotabweichungssystem
ergeben wiirde, das dem allgemeinen Erdellipsoid am meisten entspricht. Ausserdem muss noch
beriicksichtigt werden, dass wir unter der Oberfliche unserer Ebene in verschiedenen Gegenden
unterirdische Reliefs in Form von ,.eingesunkenen Bergriicken*, Verwerfungen haben. Das zeigt
sich darin, dass in dieser Ebene haufig Stellen mit Lotabweichungen bis zu 10" vorkommen. Bei
der Beriicksichtigung der topographisch-isostatischen Reduktion muss daher offenbar die Methode
geindert werden, weil man so oder anders mit dem Einfluss auch dieser ,,eingesunkenen Bergriicken*
rechnen muss.

Nachdem wir jetzt iiber eine Reihe von Werten fiir Az, verfiigen, miissen wir dieselben
sichten, um diejenigen auszuscheiden, die bei der Ubertragung von Punkten mit grésseren und rein
zufilligen Lotabweichungen in der Linge erhalten wurden.

Wenn bei einer Reihe benachbarter Laplacescher Punkte 7 fiir alle Punkte innerhalb -+ 3"
schwankt, in einem einzigen dieser Punkte aber einen stark abweichenden Wert hat, so folgt daraus,
dass das diesem Punkt entsprechende Aa, verworfen werden muss.

Wenn 7 einmal aus Parallelkreisketten und dann aus Meridionalketten berechnet wird, so
konnen leicht die Punkte festgestellt werden, in denen sich 7 sprunghaft dndert; solche Punkte
diirfen fir die Ableitung von Aa, nicht benutzt werden. Natiirlich ist diese Bestimmung von Az,
eine vereinfachte. Auf diese Weise wurden bei der Bestimmung des Ausgangsazimuts fiir die neue
Triangulation I. O. im Europiischen Teil der UdSSR von 39 Laplaceschen Punkten 7 verworfen;
diese verworfenen Punkte beeinflussten das Ausgangs-Azimut um 1”. Durch den Vergleich des
auf diesem Wege erhaltenen Ausgangsazimuts mit dem aus dem astronomischen Azimut durch Ver-
besserung um — 7tgp berechneten Wert kann die Zuverldssigkeit der verschiedenen Ableitungen
beurteilt werden.

Da die Lingen, die durch die staatlichen topographischen Aufnahmen fiir umfangreiche Ge-
biete schon festgelegt wurden, beibehalten werden miissen, muss auch die geoditische Linge von
Pulkowo, die dort durch die astronomische Linge festgesetzt worden ist, beibehalten werden. Damit
muss aber auch das fiktive astronomische Azimut von Pulkowo nach Sablino gleich dem geoditi-
schen Azimut derselben Richtung sein, es muss also dem von Sablino nach der oben angegebenen
Methode erhaltenen Ausgangs-Azimut gleich sein. Wenn unter diesen Bedingungen die Laplacesche
Gleichung in Sablino aufgestellt wird, so wird der Widerspruch rd. 3,5”; dieser Widerspruch muss
gleichmassig verteilt werden auf die Verbesserung der astronomischen Linge in Sablino, auf die Ver-
besserung des astronomischen Azimuts in Sablino und auf die Verbesserung des geoditischen Aus-
gangs-Azimuts Pulkowo — Sablino. Infolgedessen ist das geoditische Azimut bei der Ausgleichung
des astronomisch-geoditischen Netzes in der Folge nochmals um etwa 1 —1,5" zu verbessern.

Wiirde man diese Verbesserung der Orientierung des Netzes nicht einfiihren, so wiirden die
Laplaceschen Bedingungen nach der Netzausgleichung in simtlichen Laplaceschen Punkten Wider-
spriiche aufweisen, die der Grosse dieser Verbesserung entsprechen.
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Hierauf werden Polygone mit nur je vier Ecken gebildet. Dabei handelt es sich (Abb. 2) um
den Ersatz zweier geoditischer Linien (z. B. 11 — 12 und 12 —5) durch eine Linie 11 — 5, indem
man ein sphiirisches Dreieck mit zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel streng auflost.

Dabei ist es vertretbar, dass Formeln angewendet werden, die schon Struwe bei der Berech-
nung von Polar-Koordinaten benutzt hat. Auf diese Weise erhilt man das in Abb. 3 dargestellte
Polygonnetz, das nun noch ausgeglichen werden muss.

g

Bei der Ausgleichung des Polygonnetzes sind die Bedingungen fiir die Breite und Linge, die
Winkelsummenbedingung in jedem Polygon und die Laplaceschen Gleichungen zu beachten.
Obwohl die Azimutbedingungen in jedem einzelnen Kettenabschnitt bereits bei seiner Teilausglei-
chung beriicksichtigt wurden und daher die Absolutglieder der Laplaceschen Gleichungen bei der
allgemeinen Ausgleichung des Polygonnetzes fast Null sein werden, so wiirde dennoch eine Ver-
nachlissigung der Laplaceschen Gleichungen bei der allgemeinen Ausgleichung unvermeidlich zu
einer verminderten Genauigkeit der Orientierung der Polygone fiihren.

' Das geodiitische Azimut 4, im Punkte K (Abb. 3) wird durch die Fehler in den Polygon-
winkeln beeinflusst, die bei der Ubertragung des Azimuts von Sablino bis zum Punkte K benutzt
wurden. Hierbei kann der Fehler eines Winkels auf ungefihr 4 0,9 geschitzt werden.

Bei der Beriicksichtigung der Laplaceschen Gleichung bei der allgemeinen Ausgleichung wird
das Azimut 4, bestimmt durch die Formel

Ay = ap — (2, — Ay) — (hy — L) sin g + (A, — L,) singp,,

wobei «; das astronomische Azimut in K und ); und L; die astronomische und geoditische Linge
von K und «;,, 4;, ), und L, das astronomische und geoditische Azimut, die astronomische
und geoditische Linge in Sablino sind.

Demnach wird die Anhdufung von Fehlern in 4, nur durch die Anhiufung von Fehlern bei
der Ubertragung der geoditischen Lingen bedingt werden und fiir einen Punkt K, der von Sablino
2000 km entfernt ist, wird dieser Fehler im Mittel - 0,2" nicht iibersteigen. Die Laplacesche Glei-
chung fiir die Linie zwischen dem Punkt P, und P,_, lautet:

D0 _ po B — 7 in o & 1
O'n Can—1 T Vn,n— tn—l_.n_G)‘nsu-l'fn+O)‘R—]51n?n—--1+ {an,n—j__‘4n,n—1)_

—(Op— g n—Ap—q,n) —(Aa—L,) sin @ +(Ap—y— Lp—;)sing, ;= 0. (L)
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In der Formel (L) bedeuten

Op n—y und o, _,, die astronomischen Azimute in P, und P,_, fir die Linie P,P,
abgeleitet aus der Ausgleichung des Teilstiicks;

A, und ), _, die astronomischen Lingen von P, und P,_,;

Appn—y und A4, , , die geoditischen Azimute der Richtungen von P, nach P,_, und
von P,_, nach P,;

I, und I, , die geoditischen Lingen von P, und P, _;

3°, und 3°,_,*) die Verbesserungen der astronomischen Azimute der Ausgangsseiten der
Teilstiicke in P, und P, _,;

¥p o, die Verbesserung der Richtung der geoditischen Linie P,P,_, in P,;

th—y. n die Verbesserung der Richtung der geoditischen Linie P, P, in Pizegs

%% + Unn—q die Verbesserung des Azimuts o, , ;3

-1

6nl’l—1+l.n—1.ﬂ ” 1] ” ” an—}.u;
hpund 80, _,; ,, 7. der astronomischen Lingen )., und %, _,.
Sablino
1
2 7 10
)\
i1\ 3 8 11
6° 5 9 12 K
Abb. 3

Wenn wir die Laplacesche Gleichung fiir alle Linien aufstellen: Sablino —1, 1 —2, 2— 3
3—-4,4—1,2—1717—8,8—3,7—10, 10—11, 11—8, 11—12, 12—9, 9—8, 9—5,
5—3,5—6 und 6 —4, so fallen die Winkelsummen in den Polygonen aus, weil sie als Summen
der Laplaceschen Gleichungen ausgedriickt werden, die fiir alle Seiten des geschlossenen Polygons
angeschrieben werden.

Wir konnten auch die Winkelsummenbedingung fiir jedes Polygon aufstellen, aber dann
diirfen wir nicht simtliche oben aufgezihlten Laplaceschen Gleichungen benutzen. Wir miissen
dann z. B. die Gleichungen fiir die Linien

1—4,4—6,7—8,8—9,8—11, 9—12
fortlassen.

Die geoditischen Gréssen 4 und L, die in die Laplace-Gleichungen eingehen, werden folgen-
dermassen bestimmt:

Die geoditischen Ausgangskoordinaten und das Azimut in Sablino werden streng auf Punkt 1
iibertragen; dann werden die geoditischen Koordinaten und Azimute fiir die Linien 1 —2, 2 — 3,
3 — 4 streng berechnet; mit den fiir den Punkt 4 erhaltenen Koordinaten und den Koordinaten
des Punktes 1 werden die Azimute der Richtungen 4 — 1 und 1—4 streng berechnet; ausgehend
von den geoditischen Koordinaten und dem Azimut des Punktes 2, die durch Ubertragung auf
der Linie 1 — 2 erhalten wurden, werden dann die geoditischen Koordinaten und Azimute fiir die

Linien 2 — 7, 7— 8 streng berechnet; mit den Koordinaten der Punkte 8 und 3 werden die Azi-

*) Hier ist auch die Verbesserung der Richtung der Ausgangsseite einbegriffen.

mute der Richtungen 8 —3 und 3 — 8 streng berechnet. Ausgehend von den Koordinaten des
Punktes 7 und dem Azimut 7 —2, die durch einfache Ubertragung iiber die Linien 1 —2 und
9 —7 erhalten wurden, werden streng die Koordinaten und Azimute fiir die Linien 7 — 20,
90 — 11, 11 — 12, 12 — 9 berechnet; aus den Koordinaten der Punkte 11 und 8, 8 und 9 dann die
Azimute der Richtungen 8 —11, 11 —8, 12 —9 und 9 — 12 usw. bestimmt. Mit anderen Worten,
die Grossen A in den Laplaceschen Gleichungen sollen sich auf die Linien beziehen, die die iden-
tischen Punkte in den verschiedensn Polygonen verbinden. Die Berechnungen zur Bestimmung von
A und L werden, soweit sie fiir die Aufstellung der Laplace-Gleichungen notwendig sind, bei der
Aufstellung der Breiten- und Lingenbedingungsgleichungen ausgefiihrt.

Wir gehen nun zur Aufstellung der Bedingungen fiir den Breiten- und Lingenanschluss iiber.
Ausgehend von den geoditischen Koordinaten und dem Azimut im Punkt 1, die streng iiber die
Linie Sablino — 1 iibertragen wurden, berechnen wir streng die geoditischen Koordinaten und Azi-
mute fiir die Linien 1 —2, 2—3, 3—4, 4 —1, 1 —2 (Abb. 3) und erhalten den Widerspruch
in Breite, Linge und Azimut.

Ferner bezeichnen wir mit B°, und L°; die Ausgangslinge und Breite des Punktes 1, mit
(B°;)" und (L°,)’ die Breite und Linge des Punktes 1, die durch die geschlossene durchlaufende
Berechnung erhalten wurden. Als geoditische Ausgangskoordinaten des Punktes 2 nehmen wir
dann die Werte, die bei der durchlaufenden Berechnung des ersten Polygons erhalten wurden, und
das geoditische Azimut der Linie 2 —1 und berechnen streng die geoditischen Koordinaten und
Azimute der Linien 2 —7, 7—8, 8—3, 3 —2, 2 —7 und erhalten damit fiir den Punkt 2:

B°, und L°, aus dem ersten Polygon;

(B°)" und (L°)" aus der durchlaufenden Berechnung des zweiten Polygons. Diese Berech-
nungen werden fiir jedes Polygon ausgefithrt, wobei man stets in Richtung des Uhrzeigers fortschreitet.

Das Azimut der Linie 1 —2, das beim Schliessen des ersten Polygons erhalten und durch
die Grosse - [L°, — (L°)’] sin ¢, verbessert wurde, muss bis auf 0,01” — 0,02 dem Azimut der-
selben Linie gleich sein, das bei Beginn der Berechnung zugrunde gelegt wurde. Ebenso muss sich
das Azimut der Linie 2 — 7, das beim Schliessen des zweiten Polygons erhalten wurde, nach der
Verbesserung um - [L°, — (L%)’] sin ¢, dem Azimut der Linie 2 —7 gleich sein, das bei der Be-
rechnung als Ausgangsazimut angenommen worden war. Damit werden alle Berechnungen, soweit
die Laplaceschen Bedingungen bei den Ausgleichungen der Teilstiicke erfiillt wurden, verprobt.

Ausser den Laplaceschen Gleichungen (L) fiir die Linien des Netzes muss noch die Laplace-
Bedingung in Sablino beriicksichtigt werden:

d3.0 + 8%3.0 — Ay.g— 84y.9 = (A, — L) sin ¢, + 8\, sin ;.

Der Zeiger ,,,” bezieht sich auf Pulkowo, der Zeiger ,,,” dagegen auf Sablino. Die ange-
gebene Laplacesche Bedingung in Sablino unterliegt noch einigen Umbildungen, wobei der Um-
stand in Betracht gezogen werden muss, dass in Sablino das astronomische Azimut bestimmt wor-
den ist,
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Der Aufstellung der Bedingungsgleichungen in jedem Polygon geht die Berechnung der Koef-
fizienten nach den Formeln (1) voraus:

. an—l
gt =sinh1atg9n - L

cos A, n—-1
M, sinl"”
q“tn_l'":_(z)n SinAn. n—18€C r?—" (l)

Pan—l.rl=._ :.—(1),,(:0514,_,,-1

rg" =L =g~ %" sing,
p4"—1' "= (].)u Sﬂ' n_lsinA,,. n_lsin 4

g~ "= — (2)a Sn—1, n 08 Ay, n—15€c P, sin 1"




In (1) bedeuten:
n—1 und n die Nummern des Anfangs- und Endpunktes der Polygonseite (n —1, n),

S, _ 1 n die Linge dieser Seite,

I, n den Lingenunterschied der Punkte n—1 und n,

A, o, das Azimut im n—ten Punkt nach dem (n—1)-ten Punkt.

Numerieren wir das Polygon nach Abb. 4 und bezeichnen wir die Verbesserungen der Lin-
gen seiner Seiten mit le .g» 889.95 055.4 und 8sy.,, die Richtungsverbesserungen seiner Seiten mit

yeg» Vgo1» Vgegs Ugegs +++ S0 erhalten wir die Bedingungsgleichung des Polygons in folgender Form:

— (B) = [pst 2+ (P22 + P4+ Pt V) 15t 2] 851.9 + [P+ (P4 + pat?) 157%] 8855+
1 P
[Paa"il +P44'1r33'4] 6331 + pgt'l 834-1_" [P;ais <+ (P43-4 '}'Pil:‘"i I"43"‘) r42.3] ("’2‘1_”2'3) >

— [P+ ptird Y] (v3.3—v5.) — P&t (v4-3—04-1) ()

Loy —(L%) = [g5" 2+ (0.2 + ¢+ a* Y P 2 + (022 + ¢ + ¢4t Y) 15" Bsra +
+ [q82-3 + (qla-ll _+_, gllnl) P32-3 _+_ (‘hﬂﬂi + q‘i-l) r32-3] 832‘3 _+_
+ [g2 4+ @41 Pt + gt 11 Y] 854+ 5t 850 — [0 + (04 + @) PP+ 0 PP+
+ (g4 g rd Y rd?] (vg.1 —v9.9) — [0 4+ ¢* &4+ 4 1] (v —v5. ) —
— qg*? (V43— v4.9)- (21

Diese Formeln wurden von F. N. Krassowsky in seinem Aufsatz »,Methoden zur Ausglei-
chung der staatlichen Triangulation I. 0.”*) abgeleitet und angegeben.

” a,.,

1 Iaﬂf:'. Vo 9
au. Io‘?-!
‘U“ Vis

aa:

%:‘ J U’:

‘1 '_an qu 3

(%] Uh
Abb. 4.

In der Folge bezeichnen wir: a) die astronomischen Azimute der geoditischen Linien, die
unser Polygon bilden durch a,.q, #y.9, %5.5, ..., %.,3 b) die geoditischen Azimute, mit denen wir
die Koordinaten der Polygonpunkte zur Bestimmung von B — (B,°)’ und L,°— (L,°)" berechneten,
entsprechend mit A,.,, Ay.,, Ay.5 Ag.g Ag.y Ay.y; ¢) mit A'y.; und A’y., die Azimute der Linie
4 —1, die streng aus den Koordinaten des Punktes 4 und den Ausgangskoordinaten B% und L%
des Punktes 1 berechnet wurden, wobei die Koordinaten des Punktes 4 dieselben sind, die beim
Schliessen unseres Polygons erhalten wurden. Damit erhilt man die Winkelbedingung
dieses Polygons in folgender Form:

(V3.4 —012) + (va:1 —a-3) + (v3:2a—1V3.4) + (V43— 04-1) + [(@g-q — 23.5) — (4. — 43.5)] +
e [(“3-2_0‘3-4) = (Aa-a — A3.4)] + [(“4-3—' X4eq) — (A4-3 _A'.;-x)] ke
o [(‘11-4_ %.9) — (A'y4 _Al'2)] = 0. (3)

In dieser Gleichung werden die Komponenten [(ay., — a,.5) — (A4y.; — A5.5)] und [(o5.5 —

— 04.,) — (A3.9— A3.,)] Null sein und die Komponenten [(z;.53— %.;) — (44.3— A'y.;)] und

*) Arbeiten des Staatl. Instituts fiir Geodiisie und Kartographie, 2 Teil, 1931.

[(op-4 — ®y-0) — (A'y.4y — A;.5)] zusammen nur einige Hundertstel Sekunden ergeben. Das Abso-
lutglied der Winkelbedingung wird immer sehr klein sein.

Dies ist bedingt durch die vorangegangene Ausgleichung der Teilstiicke der Triangulation
unter Beriicksichtigung der Laplaceschen Gleichungen und durch die anschliessende Ableitung der
Polygonwinkel als Differenzen der entsprechenden astronomischen Azi-
mute der geoditischen Linien, die die Dreiecksketten ersetzen.

Die Gleichungen (2) und (2!) miissen mit% multipliziert werden, damit sich die Koeffi-

zienten in ganzen Einheiten und Zehnteln derselben ergeben.
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Bei der Auflésung der Bedingungsgleichungen (2) und (2!), die fiir jedes Polygon gebildet
werden, und bei der Auflésung der Laplaceschen Gleichung miissen die Gewichte der gesuchten Ver-
besserungen ds und v; z, &° und &\ beriicksichtigt werden. Fiir die Querverschiebung des End-
punkts der geoditischen Linie haben wir:

msin 1" S / S2
2 =2 | ——— 1| (n+41 m?2, sin21" . 4
g [1./3,., : (+)( )]+ = )
wobei n der halben Zahl der Dreiecke des Teilstiicks der Triangulation gleich ist, das durch die
gegebene geoditische Linie S ersetzt wird; m ist der mittlere Fehler der Winkelmessung.

Die Querverschiebung g ist beinahe mit der Lingsverschiebung ds im Endpunkt der geodi-
tischen Linie gleich; m, ist der mittlere Fehler der Orientierung der Ausgangsseite im Endpunkt
der geoditischen Linie S, der von der Verwendung der Laplaceschen Azimute bei der Orientierung
der Ausgangsseite herriihrt.

Ersetzt man zwei geoditische Linien durch eine (Abb. 2), so muss man in (4) S=

S+ S,
2
setzen und auf der rechten Seite die Glieder

(S1+4 Sg)?, n:n1+ns

9 msin1” (8,4 S,) —1—52)
] ( T 2

i +1 (u + 1) ' -+ m?2, sin? 1" *-

hinzufiigen, wo n, der halben Anzahl der Dreiecke fiir die Kette S, und n, der halben Anzahl der
Dreiecke fiir die Kette S, entspricht (Abb. 2).
Die Langsverschiebung dS des Endpunkts der geoditischen Linie ergibt sich aus

S2

t gl 0N (5)
2 (300 000)2"

d35=9(m3m1 ]/nz-}--—n—}— ) +

In der Formel (5)*) ist der Bruch der mittlere Fehler der Ausgangsseite der Trian-

gulation, der durch die Fehler der Winkel bedingt wird. Der Fehler m kann angenommen werden
zu + 0,6', der Fehler m, zu 4 0,8, wenn die astronomischen Azimute der Ausgangsseiten un-
mittelbar bestimmt wurden und zu -+ }/1,4”, wenn das Azimut mittelbar im Basisnetz bestimmt

*) Werden zwei geodiitische Linien durch eine ersetzt, so muss in(5) S = -S-l—.: S (Abb. 2) gesetzt und im
rechten Teil der Formel
(m S'l.[ll V2—+r_'—+_5 Sl "] Sg) + {SI + 83)2
]/ 4 4(300 000)

2 wobei n, der halben Anzahl der Dreiecke fiir §; und n, der fiir s, en.tspricht.

n;+n
addiert werden; n = 1-:




wird. Berechnet man ¢, v;; und dS fiir S = 400 km bei einer Linge der Dreiecksseiten von 30 km
und fiir ein entsprechendes n = 13 oder 14, so erhilt man

dsS? = 3,28
V2= 3,38 bei m, = 1,2"
v? = 0,72
POl S
S2sin? 1" 2

Da sich bei den meisten Polygonen der Geoditischen Hauptverwaltung in der Mitte der geodiiti-
schen Linien von 400 km eine Basis und ein Laplacescher Punkt befinden, muss man fiir diese
Polygone die Berechnung anders durchfithren. Zuerst sind dS? und ¢* fiir die Seiten des Polygons

von 200 km zu berechnen; hierbei ergibt sich

dS? = 0,60
' q* = 0,67
v? = 0,52,

i Fiir die Polygone der Geoditischen Hauptverwaltung mit S =400 km mit den Zwischen-

basisnetzen ergibt sich dann

; dS: = 1,20
q* = 2,25
v? = 0,42.

Es ist vorteilhaft, den Gewichtseinheitsfehler mit - ;:’1_,2 anzunehmen. Dann werden wir

Il fiir die Polygone der Geoditischen Hauptverwaltung mit S = 400 km mit den Zwischenbasisnetzen

folgende abgeinderte Gewichtszahlen erhalten

; ' o (Y, SRR 1
] TR L 0 28
' fir Polygone mit S = 200 km:
e 8 s i e
i T ko ar e
fiir Polygone mit S = 400 km, ohne Zwischenbasisnetze
L TR ¥
VIR v S [

"

Es ist klar, dass das Gewicht der Grossen S und v merklich vom Abstand der Laplaceschen
Punkte und von den tatsichlichen Werten der Fehler m und m, in den verschiedenen Teilstiicken

g abhingt. Man muss also m, und m fir die verschiedenen Teilstiicke einzeln bestimmen, weil die

Uhértragung der astronomisch beobachteten Azimute auf die Ausgangsseiten keineswegs einheitlich
ist*) und weil die aus der Ausgleichung der Teilstiicke abgeleiteten Werte ebenfalls fiir die ein-
zelnen Teilstiicke recht verschieden sind. (4) und (5) sind natiirlich Niherungsformeln, sie reichen
aber villig aus fiir richtig aufgebaute Teilsticke und bei normaler Grosse der Absolutglieder in

den Basis- und Azimutbedingungen.

*) Das Gewicht 3\ sin ¢ ist ungefihr 10; das Gewicht 30 ist dem Fehler der unmittelbaren Beobachtung des
Azimutes (m,) und den Fehlern der Winkelbeobachtungen anzupassen. Wenn das Azimut der Ausgangsseite bestimmt
0.6
ist, so ist das Gewicht 3° ungefihr das vierfache von [ma 1=m,?+ (2—)2]. wenn das Azimut des Basisnetzes un-
. . 4 : . ’ (0.6)*
mittelbar bestimmt wurde, so wird das Gewicht 3 ungefihr 2,3. In diesem Falle ist my® = O = -+ (0.6)2.

VII.

Nach Aufstellung der Korrelatennormalgleichungen, die dem System der Bedingungsgleichun-
gen der Polygone entsprechen, und nach Auflésung dieser Gleichungen ergeben sich die Verbesse-
rungen dS und v und zugleich die endgiiltigen Werte der Elemente der Polygone. Hierauf folgt

Abb. 5.

die endgiiltige genaue Berechnung der geoditischen Koordinaten und Azimute fiir die Polygon-
punkte und die Festlegung der Laplaceschen Punkte, die den Zwischenbasisnetzen angehoren (z. B.
der Punkte 12, 6, 8, 10 in Abb. 2).

VIIL.

Nun bezeichnen wir mit 4, D, B, C, E, F (Abb. 5) die Knotenpunkte der Polygone, deren
geoditische Koordinaten endgiiltig bestimmt sind. Damit sind auch die geoditischen Azimute der
geoditischen Linien 4B, BD, BE, BC, AF endgiiltig bestimmt.

Wenn in Abb. 5 Aa, Bb, dD, Ee, ¢C, Fi die Ausgangsseiten fiir die entsprechenden Teil-
stiicke der Triangulation sind, so werden aus der Ausgleichung der Teilstiicke die Winkel: iFA
F.A?, BAa, ABb, EBb, DBb, CBb, BDd usw. bekannt sein. Durch die geodiitischen Azimute de;
Linien AF und AB und durch die Winkel FAa und BAa leiten wir zweimal das Azimut der Seite
Aa‘ ab und nehmen aus den zwei Ableitungen das Mittel; aus den Azimuten der Linien BE, BA
BC und BD und den Winkeln EBb, ABb, bBC und DBb erhalten wir das Azimut der Seite Bb vier:
mal und bilden wiederum das Mittel.

Fiir die folgende Ausgleichung der Teilstiicke zwischen den Koordinaten der Punkte F
und 4, 4 und B, B und C, B und D, B und E, zwischen den Azimuten der Ausgangsseiten Fi,
Ati, Bb,.cC, dD, Ee muss man vorher die den Teilstiicken gemeinsamen Figuren ausscheiden, z. B.
Miissen in Abb. 5 die Dreiecke fbB und fgb abgespalten und fiir die Ausgleichung der Teilstiicke
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aus ihnen die geoditischen Azimute der Seiten Bf, fb, gf und gb bestimmt und die geoditischen
Koordinaten der Punkte f und g berechnet werden. '

Bei der folgenden Ausgleichung der Teilsticke werden die .Verhess'erfmgen der .W 1nke. 1
(aber nicht der Richtungen) bestimmt und der in Abb. 6. pm.lktlerte Linienzug hes}unmt;l. D.le
Ausgleichung selbst wird nach der von N. A. Urmajew bearbeiteten Metlrode- ausgefuhr.t, 1e”1‘n
seiner Arbeit ,,Ausgleichung von Polygonen in geographischen und re.chtmnkhgen Koordm'aten )
dargelegt ist. Diese Methode ist einfach und genau und erfordert bei aller Strenge wenig Zeit,

Ausgleichung von Polygonen in geographischen
und rechtwinkligen Koordinaten.

Von N. A. Urmajew®)

Zur Zeit werden bei der Ausgleichung von Polygonen sowohl genaue Metk‘mdcn, di(.: auf der
Methode der kleinsten Quadrate begriindet sind, als auch Niherungsmethoden, wie z. B. die Metl}o-
den von Hatt und Kobsarj verwendet. Die Niherungsmethoden fithren se-hr schnt:ll zum ?wl,
verkiirzen und vereinfachen die Berechnungsarbeiten, haben aber de.n 1.‘Iachtell, dass sie wes::nth.che
Verzerrungen in den Winkeln des Polygons verursachen konnen. Die ist vollkommen verstindlich,
weil in den Naherungsmethoden die Minimumsbedingung der Quadratsumme der Verbesserungen

#) ,,Arbeiten des staatlichen Instituts fiir Geodaisie und Kartographie™ 1. Teil, 1931,
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der Winkel oder der Richtungen nicht eingehalten wird. Wenn auf Polygonen, die nach diesen
Naherungsmethoden ausgeglichen sind, Folgetriangulationen aufgebaut werden, kénnen sich solche
Verzerrungen sehr unangenehm auswirken. Daher miissen bei der Ausgleichung von Polygonen,
die in das allgemeine Schema der staatlichen Triangulationen eingefiigt werden sollen, unbedingt
strengere Methoden verwendet werden, die trotzdem eine Vereinfachung sowohl im Ansatz der
Ausgleichung als auch in der Losung herbeifiihren. Auf diese Vereinfachung soll in der vorlie-
genden Arbeit besonders hingewiesen werden.

Hierzu wird eine einfache Kette von Dreiecken zwischen zwei Ausgangsseiten betrachtet,
fir die die Azimute und die Koordinaten der Endpunkte festliegen (Abb. 1). In Abb. 1 wiihlen
wir einen Polygonzug iiber die Scheitelpunkte der Zwischenwinkel der Dreiecke aus und setzen
den Ausdruck fiir den Breitenzuwachs dB; des ersten Punktes an, der einer Anderung des Loga-
rithmus der Seite s; um dlogs, und ihres Azimuts um dT, entspricht.

dB, = p, dlog s, + p', dT,. (1)
Ganz entsprechend ergibt sich der Breitenzuwachs fiir die iibrigen Punkte aus:

dBy = p, dlog s, + p'y dT, + dB,
dBy = pydlog sy + p'3dT; + dB, @)
dB, = pydlog s, + p’, dT, + dB,

Durch Addition von (1) und (2) erhalten wir:

dB; = p, dlog s; + p, dlog s, + psdlog sy + p,dlogs, +
+ p'1dTy + p'adT, + p's dT; + p'y dT,. (3)

Driicken wir jetzt die Anderung der Logarithmen der Seiten und Azimute durch die Win-
kelverbesserungen aus und fithren wir noch die Bezeichnung (4) ein

Aa; (a;) — Ab; (b)) = 4, (4)

wobei Aa, und Ab; die Anderung der Logarithmen der Sinusse der Winkel a; und b; bei Anderung
der Winkel um 1" und (a;) und (b;) die Verbesserungen der Winkel a, und b, bedeuten, dann wird:
dlogs, = A,
dlogs, = A+ A, + A, + A
dlogs;=A, + A, + A; + A, + A
dlogs, = A, + 8, + A, + A, + A + A,
Fiir die Anderung der Azimute erhalten wir:
dTy = + ()
dTy = + (e;) — (eg) — (c5) — (cs)
dTy = + (¢;) — (eg) — (e5) — (ca) + (c5)
dT = + (¢;) — (e3) — (e5) — (c4) + (e5) — (c6)s
wobei (¢) die Verbesserung des Zwischenwinkels ¢ ist.
Nach Einsetzen der beiden letzten Ausdriicke in (3) erhalten wir:
dB,= pA, +
+ PAr + s + paAs + paA,
+ PsA; + psA; + pal; + pid, + PsAs
+ Py + pd; + pA; + Pl + pd; + pids
+ P’y (e) +
+ P’y (e1) — p's () — p’3 (¢5) — p's (ca)
+ P's (1) —p's (e2) — p's (e5) —Ps (¢g) + p's (c5)
+ Py (&) — P’y (e2) — P’y (€3) — P’y () + P's (c5) — P’y (c6)-
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Durch entsprechende Zusammenfassung erhilt man daraus:

dB, = (p; + ps + ps + ps) Ay + (P2 + ps + Pa) As + (P2 + Ps + pa) A5 +
+ (Pa + ps + Po) Ay + (s + Pa) A5 + P A6 +
+ (1 + P+ Ps+pd) (@) —(Pa+ps+p) () —(Pa+pst+Pp a) (e3) —
— (s +P's+ P (e + (P's + P'd) (e5) — P4 (co)-
Werden die Summen, die in Klammern stehen, mit P und P’ bezeichnet, so geht der
Ausdruck fiir den Breitenzuwachs des Endpunktes iiber in:
dB, = XPA 4 X[+ P’ (c)]
oder unter Beachtung von (4)
dB, = X [PA, (a) — PA, (b)] + X [4= P’ ()]
Wenn w, das Absolutglied der Breitengleichung ist im Sinne: berechnete Breite minus ge-
gebene, so erhilt die Bedingungsgleichung fiir die Breite folgende Form:
o ’ 4
S [PA, (a) — P&y (8)] + X [ P’ (0)] + 10, = 0. 5)

Fiir die Bildung der Koeffizienten P und P’ gilt folgendes Gesn-at?: Der Koeffizienltl P; ';?t
gleich der Summe der letzten Koeffizienten P, die den Seiten des Linienzuges entsi:[))re? t;:, i:
zwischen den Scheitelpunkten der Zwischenwinkel des Dreiecks i und des letzten Dreiecks e

geschlossen sind.

Fiir die Linge kann nach dem Muster von (1) ein ihnlicher Ausdruck gebildet werden, -

niimlich : »
X[QA;(a) — QA (B)] + X[ + Q' (¢)] +wy=0,

wobei Q und Q' die Summen der Koeffizienten ¢ und ¢’ sind, die ebenfalls nz?cg den;?o}:;ndii:
nannten Gesetz gebildet werden. Die Koeffizienten p, p’, ¢, ¢’ kénnen auf ve:-sch.e ene Wei
gestellt werden. Nach der Formel von Walker ergeben sich folgende Ausdriicke:

1 , AlogcosT
P=ﬁlog&; A -Alogﬁ

1 b gl Alogi‘-_in_T
15 Bt + A%yt ealgt

In diesen Formeln sind § und I die Unterschiede der Breiten und Lé-ingex} der Endpunl{ft:?
des Linienzuges, A log § und Alog ! die Anderungen ihrer Logarithmen. fiir eine AnflemngdumAZi:
Alog cos T und Alog sin T die Anderungen der Logarithmen der Kosinusse und Sinusse des

bei Anderung des letzteren um 1”. : j
i Ie)lie Fonne]fl von Prondsinsky (s. ,,Astronomische Nachrichten,, Bd. 71, 1868) haben fol
gende Form:

p:_ﬁ o p=—0sinl"tgT
M.107
I . e
P ) = Teinl etg 1,
1= Mo 4

Etwas anderer Art sind die Formeln, die von dem ehem. Korps der l\flilitﬁr-TogograI:.l‘;z
zur Ausgleichung des ersten und zweiten Polygons der Triangulation I 0. angewaln:is thwuver-
(s. ,,Materialien zur Triangulation I. O.* Ausg. VI.—Aufzeichnungen der militirtopographischen

, Bd. 73). -
walt“niue djese) Formeln wurden durch Differenzieren der Hauptglieder der Fotmeln z:.ilr LI;i::lliI:lg-
der 1. geoditischen Hauptaufgabe erhalten, daher werden bei grossen Absolutgliedern die
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gungsgleichungen fiir den Breiten- und Lingenschluss bei der Ausgleichung nicht ganz erfillt. Mit
Riicksicht hierauf ist es vorteilhafter, genauere Formeln anzuwenden, die man aus
schen Differentialformeln fiir die geoditische Linie ableiten kann.
tialformeln lauten:

den Helmert-
Diese Helmertschen Differen-

pz—kicosTm; p'=—£sinTm
R R
(7)
e ' s
=——kj—\;sm Ty, sec By q =-—ﬁcos Ty, sec B, l
Hierbei sind R und N Meridian- und Querkriimmungsradien und k = MP So% = 0,47494; (log k =

= 9.67661); Alog s wird in Einheiten der sechsten Stelle des

Logarithmus ausgedriickt.
Da die Koeffizienten p und q

p’ und ¢’ ihrem absoluten Wert nach klein sind, wird die
1
rechte Seite der Gleichung (7) mit der Konstanten 22.- 10

— 723,824 multipliziert; hierbei miissen

natiirlich dann auch die Absolutglieder der Gleichun

gen mit demselben Faktor multipliziert werden.
Damit gehen die Formeln (7) iiber in

"

. M.10¢
p:—_6OORscosTm, P __+WSSIDT“
i M.104 @
qg=— T sin Ty, sec By; ¢ = ——— scos Ty, sec B,
Mit der Substitution s sin T = —60(1Nq cos B, erhalten wir fiir p’ den Ausdruck:

,__  MI10N 4 2
P = RQ 2
und fiir ¢’ in dhnlicher Weise
6
¢ = + M.”IO EpsecBg

Fiihren wir noch folgende Bezeichnungen ein:

% " N 1 R 2
R N R (2 N, (1)
8o wird endgiiltig
W ¢ T.. . r M. 10°(1) B
p 00 scos T, ; P @) gcos B, ' (9)
=——%ssinTﬂsecB2; = M"}m%psecﬂg ‘
Bezeichnen wir noch
_._(_1_)_ — ——“—'-M- 10-0(_1—)‘2 c
2 M .108(2 :
_.g._l -— 52 + -—”.-_(—) =Cq l
600 p (1)
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dann geht (9) iiber in

p=>byscos Ty l

q = by s sin Ty, sec By (10)
p'= ¢;q cos B, I

q'= ¢yp sec B,

Die Logarithmen der Koeffizienten b;, b,, ¢;, ¢, konnen fiir verschiedene Breiten der Ta-

belle 1 entnommen werden.

Tabelle 1

|
log b, log b, i log ¢, log ¢,

5.7331 n 5.7312 n 0.3253 n 0.3214
40 5.7327n 5.7310 n 0.3251 n 0.3216
45 5.1324n 5.7309 n 0.3248 n 0.3219
50 5.7320n 5.7308 n 0.3246 n 0.3222
55 5.7316 n 5.7307 n 0.3243 n 0.3224
60 ! 5.7313 n 5.7305 n 0.3241 n 0.3226
65 5.7310n | 5.7304 n 0.3239 n 0.3228

Mit den Koeffizienten (10) nehmen die Bedingsgleichungen fiir die Breite und Linge fol-

gende Form an:
E[PA, (a)— PA, (b)]+ 2[ P’ (¢)] + 723,824 w, =0

X[QA, (a) — QA, (B)] + E[ £ Q' (c)] + 723,824 10, = 0

Die Formeln (10) und (11) stellen in Verbindung mit Tabelle 1 eine neue Methode zur Aus
gleichung von Polygonen in geographischen Koordinaten dar, die sich von den iibrigen Methoden
durch die Einfachheit der Aufstellung der Bedingungsgleichungen unterscheidet.

Sobolewka

Barankowo

Ochotnoje

Kosmatschewo

O Konoplewka

Dynnaja Jasinok Retschiza

Abb. 2.

(11)

Als Beispiel wird die Ausgleichung einer Dreieckskette II. O. mit 7 Dreiecken zwischen den
Seiten Kosmatschewo — Dynnaja und Sobolewka — Ochotnoje (Abb. 2) dargestellt. Zunichst folgt
eine Zusammenstellung der Dreiecke dieser Kette, wobei die Winkel bereits vorliufig durch eine
gleichmiissige Verteilung der Dreieckswiderspriiche ausgeglichen sind.

Zusammenstellung der Dreiecke.

. Vorl. ausgegl. Nr. der . Vorl. ausgegl.
Dreieckspunkt sphiir, Winkel Winkel Dreieckspunkt | agihie., Wiikgel

60° 49 50,0 13 46° 52 54”4
45 52 6 .8 14 35 20 54 .9
73 18 3 9 15 97 46 11 .2

180° 0° 0.7 180° 0" 0.5
100° 56" 56".7 95° 4’294
39 59 36 4 42 941 4
39 327 4 42 45 49 .7
180° 0" 0”.5 180° 0" 0".5

43° 26 27,0 Sobolewka 410257 40”4
49 21 21 .5 Ochotnoje 49 31 6 .6
87 12 127.0 Barankowo 89 313 .6

180° 0" 0.5 180° 0" 0".6
84° 36" 9.8
43 17 55 .3
52 555 4

180° 0’ 0.5

Ausgangsdaten: log der Seite Dynnaja — Kosmatschewo — 4.279604,
log der Seite Ochotnoje — Sobolewka = 4.333987,

Koordinaten des Punktes ,,Dynnaja”: B = 53°50'37",479
L= 4°20'25",307
Azimut nach Kosmatschewo T = 1°28'54",31

Koordinaten des Punktes ,,Ochotnoje” B = 54° 5’ 4",293
L = 4°46'59",409
Azimut nach Sobolewka T = 317°45'56",04.

Bei der Berechnung der Koordinaten fiir den Puankt ,,Ochotnoje” ergaben sich folgende
Widerspriiche: Fiir die Breite — 07,036, fiir die Liange — 0",156, fiir das Azimut 4 0”,91 und fiir
das Absolutglied der Basisbedingung 62 Einheiten der 6. Stelle des Logarithmus.

Nun sind nach (8) die Koeffizienten p, p’, ¢, q’, zu berechnen. Nach Tab. 1 ist:

log b, = 5.7317 n; log by = 5.7307 n; log¢; = 0.3244 n; log ¢, = 0.3224.

Die Berechnung der Koeffizienten p, p’, ¢ und ¢’ wird in Tab. 2 durchgefiihrt.




Tabelle 2
1 2 3 4
Yoo Sod g, Depge Sis Dynnaja Kamenka Konoplewka Barankowo
MR R e S Kamenka Konoplewka Barankowo Ochotnoje
P TR R IORE 53°58".2 53°57°.5 54° 4.8 54¢ 5'.1
|
Rk s s e 227 32 4 275 4.8 130 13.9 268 14 .8
T T A 9.8809 8.8673 n 9.8630 8.3721
Jogs cosy Tois - o . 41492 n 3.1356 4.1313 n 2.6404 n
jop oty 2 oo - 9.8294n | 8.9472 9.8102n | 8.4857 n
il v 4.3198 | 4.1884 43211 | 4.1547
I@ain Ao, v v pra 9.8679 n 9.9983 n 9.8828 9.9998 n
Jogs i gy < o7 el 4.1877Tn 4.1867 n 4.2039 ' 4.1545 n
g gcosBy ... .. .on0% 9.9184 9.9174 9.9346 n 9.8852
Ipgeec By - «. . ¢ uns 0.2304 0.2304 0.2317 0.2317
' S S S 0.1488 0.1478 0.1663 n 0.1169
FE AR PP SN Y 11 0.2428 n 0.2418 n | 0.2590 | 0.2096 n
logpsecBy . . . . . 0.1113 9.097T n 0.0947 8.6038
i y 4 8.9262
WEAQ | o S NNV 0.4337 94201 n | 0.4171
|

e Vg Al Seby +40.7601 —0.0737 | 40.7294 4-0.0236

e T e B +1.409 +1.405 . —1.467 +1.309
P sig e U I Rl —1.749 —1.745 +1.816 | —1.620

s Bl +2.714 | —0.263 + 2.613 -+-0.084

Hierauf kénnen die Polygongleichungen aufgestellt werden. Ihre Ableitung nach (11) .z?-igt
Tab. 3. Als Beispiel wird auf die Bestimmung einiger Koeffizienten hingewiesen. Der. Koeffizient

Q im 4. Dreieck setzt sich zusammen aus

Q, = + 1.405 — 1.467 + 1.309 = 4 1.247,

der Koeffizient P’y wird erhalten aus
P’y = + 1.816 — 1.620 = -+ 0.196.
Aus derselben Tabelle konnen auch die Basis- und Azimutbedingungen abgelesen werden,

und zwar stehen die Basisbedingungen in der IV. Spalte (die Verbesserungen in der VIIL.) und
in der V. (Verbesserungen in der XI.). Die Azimute findet man in der XIV. Spalte.

Tabelle 3
| 1
. 2|Scheitelpunkte | ‘ B L
i B I B L
d ’ C r
E 8| Zuischen- P | Aa | 4b| Q | paq (“)| 0Aa |(P—ab)|(®) | o(—ab)| P (c) | ¢
% = winkel | i i _‘ o deadiieinied - | 1 | [N
I 11 Tm [v | v viI | v |vin IX X Ixt] Xxir'|lx=m | xIv| XV
| | | |
1 | Dynnaja ... +1.439]+o.63!—1.1a +2.656| +0.91| (3) | +1.67| —L70| (1)| —3.13 |—3.298| +(2) ‘4—5.14
2 | Kamenka .. .| +0.679 +2.60, 10.40 +1.247 +1.77| 6) | +3.26] +0.27| (4)| +0.50 |—1.549| —(5) | +2.43
| | |
3 | Kamenka ...| +0.679| +0.10| —2.22| +1.247| 4+0.07| (9) | +0.13] —152| (7)| —2.78 |—1.549| —@8) | +2.43
| | | 7 L (12)] 4 14| (10) —o0.25 |—1.549] —(11)| +2.43
4 | Kamenka .. .| +0.679| —1.64| —0.20| +-1.247| +1.12 (12)i +2.05] —0.14 | (10), s . |
5 | Konoplewka. +o.153‘ +0.29, —1.97| —0.158| —0.22  (15) +0.04] —1.49|(13) +0.30 |+0.196| +(14)| +2.69
6 | Barankowo. .| 40.024| 4-2.28| +0.19| +-1.309] 4-0.06 (la)i +2.98 0 |@ae)| +0.25 |—1.620, —(17) +0.0
0
7 | Ochotnoje. . . 0 !—}-0.03!—2.38! 0 0 @ o 0 |(19)| 0 0 | +(20)

==}
(=]

Fiir die Multiplikationen der Spalten VII, IX, X und XII geniigt der Rechenschieber. Die
Spalten VII, X und XIII enthalten die Koeffizienten fiir den Breitenanschluss (B), die Spalten IX,
XII und XV die Koeffizienten fiir den Liangenanschluss (L).

In Tab. 4 sind die Bedingungsgleichungen zusammengestellt.

Tabelle 4
Nr.Nr. | Nr. Nr. . | .
er der a b c d A B C D S v
Drelecke| Winkel
1 =118 | =170 | —s14 1221 —1.00 | —0.34 | —4.37 671 | —s8”.1
1 +1 —3.30 | +515 | +2 +019 | —1.93 | +3.93 | +4.19 | 45.2
3 +0.63 | +091 | +1.67 | —1 +0.81 | 4227 | +044 | 4252 | +2. 9
4 4040 | +0.27 | +050 | +1 —0.60 | —0.93 | +0.06 | —0.47 | —3.1
2 ' g b -3 +1.55 | —2.44 | —2 —1.00 | 4035 | —2.88 | —5.53 | -—2. 9
6 4260 | +1.78 | +3.26 | 1 +1.60 | +0.58 | +2.82 { +6.00 [ +6. 0
7 —222 | --1.52 | —2.78 | +1 #1815 | o1 88 br 08 ) <334 | ~6 .8
3 , -1 ol +1.55 | —2.44 | —2 +0.70. | +151 | —0.74 | 053 | +4.1
+0.10 | 4007 | +012 | 41 4081 | +0.04 | +1.82 | 4367 | +2. 7
10 —020 | --0.14 | —0.25 | +1 —068 | —098 | —0.04 ! —070 | —3. 4
83 1 | o~ 4. $185 Lovoite |2 ~048 | 4070 | —222 | —4.00 | --0. 8
12 +1.64 | 4102 | 4205 | +1 +116 | +0.28 | 4226 | +470 | +4. 2
13 ~197 | —1.49 | +030 | -1 —1.22 [ —098 | —071 | —3.91 | —o0. 2
) | N T [ +0.19 | 4269 | +2 4076 | +0.69 | +1.68 | +513 | —1. 5
[ 15 —0.29 | -—0.22 | 40.04 | —1 +046 | +0.29 | —097 | —122 | +1.7
16 | | +0.19 | 4025 | 41 —0.63 | . —0.56 | —0.80 | —0.99 | —s. 4
6 17 = ; +1.62 | —0.09 | —2 =0.83 | +1.06 | —1.13 | —2.90 | +0.2
18 +2.28 | +0.06 | +2.98 | +1 +146 | —0.50 | +1.93 | +3.89 | +5.2
19 238 Horb— bbb —1.60 o = —2.60 | —0. 9
71 20 | +1 - 4 SRS WY +0.79 - ki +2.79 | —4. 0
|21 +0.03 L = A3 +0.81 o my 2k —019 | —4.9
]
| w| o] —62.0 | —2606]—11291| +273 | —62.00] —26.06] —112.91] — &

In Tab. 4 bedeuten a, b, ¢ und d die Koeffizienten der Azimut-, Basis-, Breiten- und Liin-
gengleichungen. Zur Auflésung dieser Gleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate, wo-
bei die Summe der Quadrate der Verbesserungen aller Winkel—der Verbindungs- und Zwischenwin-
kel — ein Minimum werden muss, formen wir sie noch um nach der Methode von Kriiger*). Diese
Umformung besteht in folgendem: Wenn Iy I; und liy; die Koeffizienten der Gleichung sind, die

sich auf das Dreieck * =y

bezieht, so wird zunichst die Summe Ly + L+ 1y, gebildet. Werden

dann die Koeffizienten I,_,, I, I,;, um 1/, dieser Summe gekiirzt, so ergeben sich die Koeffizien-
ten der umgeformten Gleichung:
Lt—t — If-—l ¥ ]/ 3 (Ii—l + 4+ If+1) ¢
L =l —Ys(ey+ b+ 1) (12)
Lt+1 = I=f+1 = l/a (It-q + 5L+ IH—l)

*) Uber die Umformung nach Kriiger siche ausfithrliches in der Arbeit wUber zweckmassige Ausgleichung tri-
gonometrischer Netze” ,,Geodesist’”” 1930 Nr. 5 Seite 37. .
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Zur Priifung dient der Ausdruck
Liy+Li+ Ly =0,
chstehend die Koeffizienten der Breiten-Gleichung,

(13)

ie sich auf das
Als Beispiel werden na die sich a
sechste Dreieck beziehen, umgeformt:

C]_a = 0; Cl? = + 1.62; CIB = + 0.06

lls(cm + Cr: + czs) = + 0.56
Ce= 0 —056=—056
Cy = + 1.62 —0.56 = + 1.06
Cs = + 0.06 — 0.56 = — 0.50

Cyo + Cig + Cyy = — 056 + 1.06 —0.50 =0 (Probe).

n sind in den Spalten 4, B, C, D der Tab. 4
Hierbei ist noch zu bemerken, dass alle Koeffizienten und Absolutglieder der
mit 3 multipliziert sind, um runde Koeffizienten zu erlfalten. Aus
den in bekannter Weise die Normalgleichungen gebildet.

Die auf diese Weise umgeformten Gleichunge
zusammengestellt.
umgeformten Azimutgleichung
den umgeformten Gleichungen wer

142 k4 1005k, — 14.58 ks + 3774k, +  2.13=0

4 10.05k, -+ 2041 ky + 7.63 kg + 25.09k, — 62.00=10
1458k, + T.63ky+ 1974k, — 492k, — 26.06=10

4 3774 Ky 4 25.09 ky — 492k, + 75.96k, — 11291 =0

Aus der Auflosung der Normalgleichungen ergeben sich die Korrelaten

b, = — 2.95; ky = + 2435 ky = —1.28; k= + 2.07.

Mit den Korrelaten werden die Verbesserungen (letzte Spalte Tab. 4) berechnet. Mit Riick-

sicht auf die Formel (13), die fiir alle umgewandelten Gleichungen gilt, ist:

Vg + o+ =0 (14)

d. h. die Summe der Winkelverbesserungen ist in jedem Drjeckat;ll.
i i i hnung der Verbesserungen.
Die Formel (14) dient als Probe fiir die Berec g : . it T3
Nun kehren wir nochmals zu den Formeln (9), (9') und (10) zuriick. Niherungsweise 1st

L (?51—(: scos Ty = (Byg— B,)’
——%ssin Ty, see By = (Ly— Ly)".

Damit ergibt sich aus (10):
ot (Bs'__‘Bt)'. q= (_L_’___ Iﬂl’
¥ omall bil 10 as)

) — g,l_lﬂ__.-_L‘..)_'al : q' = @;.___.E;"_}' a

10 10 v

fiir W%
M.1
oy=——— @coa B,

p
M.10°(2)

ek 2o IR yant D
s N2 pn (1 P 2

wobei (B, — B;)’ und (Ly—L,)" in Bogenminuten ausgedriickt sind.

82

Bei t-ncht zu grossen Absolutgliedern ist es zuliissig, die Koeffizienten a, und a, fir die ge-
gebene Dreieckskette als konstant zu betrachten und sie fiir eine mittlere Breite zu berechnen.

: Da die 'Koeffizienten P, P', Q und (¢ die Summe der aufeinanderfolgenden Koeffizienten

j o g'und 4 darstellen, so werden sie folgendermassen gebildet: Der Koeffizient p, der sich auf

das Dreieck i be.zwht, ist gleich der Differenz der Breiten der Scheitelpunkte der Zwischenwinkel

des letzten Dreiecks n und des Dreiecks i, d. h. P;= (B,— B,)’; ebenso ist Q= (L,— L)

, R r ’ ’ - " i 3 “ ;
Pi=(L,—L) a, und @, = (B, — B;)' a,. Nach Weglassung der Zeiger ist also:

P = (B,— By
Q= (L,—LY
P'=a, (L,— LY
Q'=a, (B,— B)

(16)

L Da. auf der rech?;en Seite der Formel (16) der Faktor '/, weggelassen wurde, miissen die
bsolutglieder der Bedingungsgleichungen fiir die Breite und Linge mit 10 multipliziert werden.

X [(B,— B)' A (a) — (B,—B)’ Ay (b)] +
+ E[F ay (La— L)' (¢)] + 7238.24 0, — 0

o ’ ]'
E[(L,— L) A, (a) — (L, — L)' & (5)] + (17)
X [+ a (B, — B’ (c)] + 7238.24 w, — 0
Tabelle 5
- :
:g Scheitel- [ iJ | ‘ - I I = ‘ g r = ,J
nﬁ punkte | ‘ ‘ b | 3 .J_, J_ o ‘ Q
3 e ]l B | L B—BL—L| 8 |-/ (@) =7 [2g|e)|<3/5 ) ) "”al:i‘
Z|  winkel | ‘ | o | S nla” __Iq ¥ K
~ ‘ | || | | S, | v T ol | ‘
Dynnaja ...53%0’.62’4020’.42‘-;—14'.45=+26’.57‘!+0.63)»1.lal+ 9.1/ (3) [+16.7—17.0 (1) [—31.3—33.0+ (2) |+51.5

Kamenka ..[53 58 .24[4 34 47|+ 6.83.+12.52‘-+2.60 +0.4o+17.s’ (6) (+32.6+ 2.7| (4) [+ 5.0—15.5— (5) |+-24.4
Kamenka ..[53 58.2414 34 .47+ 6.83+12.52(+-0.10—2.22+ 0.7 (9) |+ 1.2—15.2 (7) —27.8—15.5— (8) |+-24.4
Kamenka ..[53 58 .24/4 34 .47+ 6 .33‘+12 52/41.64 .20‘+11.2 (12)+20.5— 1.4 (10)5 2.5 —15.5—(11) |+-24.4
Konoplewkal53 57.52|.4 48 '52J t 7.55— 1.53—0.29—1.97— 2.2( (15)+ 0.4{—14.9 (13)+ 3.0+ 1.94(14) [+-26.9
Barankowo.|54 4.82/4 33.90+ 0.25+13.09+2.28/4-0.19+ 0.6{(18)+29.8 0.0 (16)+ 2.5—16.2—(17) |+ 0.9
4.46 .99

Ochotnoje. .54 5.07} o|‘ 0 (+0.03—238 o [@1) o | o (19)‘ 0| o0 [+@o| o

N T B W N e

In dieser Form werden die Gleichungen beim Coast and Geodetic Survey bei Ausgleichung
von Polygonen verwendet. Wird nach Richtungen ausgeglichen, so miissen an Stelle der Winkel-

_verbesserungen (a), (b), (c) die Differenzen der Richtungsverbesserungen eingefiihrt und die Poly-

gon-Bedingungsgleichungen gleichzeitig mit den Netzbedingungen ausgeglichen werden. Als Beispiel
fir die Polygonausgleichung nach der amerikanischen Methode wihlen wir wiederum die oben \l:er-
“:endete Dreieckskette. Die Berechnungen ordnen wir hierbei nach der Tabelle 5 s. 0. an. Aus
einer -b?sonderen Tabelle (Tabelle fiir @, und ay S. 84) entnehmen wir fiir eine mittlere Breite die
Koeffizienten @, und a,. Fir die vorgegebene Kette ist @, = — 1.24; a, = -+ 3.57.

Dividiert man die so bestimmten Gleichungen fiir die Breite und Linge durch 10, so sieht
man, dass ihre Koeffizienten mit den entsprechenden Koeffizienten, die bei den vorhe;gehenden
Methoden erhalten wurden, iibereinstimmen. Das amerikanische Verfahren vereinfacht die Aufstel-
lung der Polygongleichungen noch etwas, die Berechnungen werden, insbesondere bei Verwendung
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des Rechenschicbers, kiirzer. Fiir die Aufstellung der Polygongleichungen fir eine aus 7 Dreiecken
bestehende Dreieckskette braucht man etwa 15 — 20 Minuten.

Tabelle der Koeffizienten a, und a,, (g, negativ, g, positiv)

5 i -0 o e e I RO
350 1.73 | 2.56 430 1.55 | 2.87 50° 1.36 3.27 580 1.12 3.97
36 1.71 2.59 44 1.52 2.92 51 1.33 3.34 59 1.09 4.08
317 1.69 2.62 45 1.49 | 2.97 52 1.30 3.41 60 1.05 4.20
38 1.67 2.66 46 1.47 3.02 53 1.27 3.49 61 | 1.02 4.34
39 1.64 2.70 47 | 144 3.08 54 1.24 I' 3.57 62 0.99 4.48
40 1.62 2.74 48 1.41 3.14 55 1.21 3.66 63 0.96 4.63
41 1.60 2.78 49 1.39 3.20 56 1.18 3.76 64 0.92 4.80
42 1.57 2.82 50 1.36 ] 3.27 57 1.15 . 3.86 65 | 0.89 4,98

Nun werden noch Formeln zur Aufstellung von Polygongleichungen fiir die Ausgleichung'i.n
ebenen rechtwinkligen Koordinaten abgeleitet. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Trangulation
nach der Gauss-Kriigerschen Methode in die Ebene iibertragen wurde (Abb. 3).. Der Pf)lygonzug
wird wieder iiber die Scheitelpunkte der Zwischenwinkel der Dreiecke gefithrt., Die Koordinaten des
Punktes C ergeben sich aus:

B I

Abb. 3.
Xc— Xp = §; COS @& ], (18)
yc—yp =8 sina, |
wobei @, der Richtungswinkel in Punkt B nach Punkt C ist. :
Durch Differenzieren des ersten Ausdrucks in (18) erhalten wir:

1 :
d (xc — xg) = cos a,.ds; — — s, sin &, .da,. (19)
P

— ds, Alogs SR
Ferner ist cos oti:xc B un -—l=ﬁ, wenn Alogs, in Einheiten der 6. Stelle des
8 5 :

Logarithmus ausgedriickt wird. Unter Beachtung von (18) wird

Alogs, -1 o 2 (20)
M.106 o (yc—y5)d2y

d (xc — x) = (xc— %)
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Multiplizieren wir (20) mit M. 108, so ist:

M .10°
d(xc—xp) M.10% = (xc— xp) Alog s, — (yc—ys) da,.

L

M . 108

rn

[

Fiir =k wird:

d(xc—xp) M .10% = (xc — xp) Alog s, — k (yc —y3) da,.
Hierin kann man noch fiir dlogs, und fiir da, folgende Ausdriicke einfithren [vgl. (4)]:
dlog s, = Aay (,) —Ab, (b,)
und doy = — (¢y).

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich die Anderung der Abszissendifferenzen fiir die
Punkte C und B aus:

d (xc —xp) M .10° = (xc — x) [Aa, (a,) — A, (b,)] —k(yc —y5) [— ()] (21)

’

Ganz entsprechend konnen wir noch die gleichen Ausdriicke fiir die iibrigen Punkte des Li-
nienzuges anschreiben:
d (x5 — xc) M.10° = (xp — xc) [Aa (a;) — Ab, (By) + Aay (a) — Aby (by)] —
—k (yr—yc) [—(e;) + (e3)]
d (xp — xp) M.10° = (xp — xF) [Aay (a)) — Ab, (b;) + Aa, (ay) — Ab, () +
+ Aag (ag) — Abg ()] —k (yp —yF) [—(c1) + (¢2) — (c3)] . 2"
d (xg — xp) M.10° = (xg — x)) [Aa, (a,) — Ab, (b,) + Aa, (a;) — Ab, (by) +
+ Aay (ag) — Abg (bg) + Aay (a,) — Ab, (b,)] —
—k (ya —yp) [—(e1) + (e3) — (e5) + (c4)]
Die Addition der 4 Gleichungen in (21) ergibt:

d (xp— xg) M.10® = (xg — ) [Aa, (ay) — Ab, (by)] +
+ (% — xc) [Aay (ag) — Aby (bg) ] +
+ (x5 — xr) [Aag (a5) — Abg (bg) ] +
+ (xg— xp) [Aa, (a;) — Ab, (by) ] —
—k(ya—y8) [— ()] —
—k (ya—yc) [+ (ca)] —
—k(ya—yr) [—(a)] —
—k(yr—yo) [+ (c))]

) Wird das Absolutglied der Bedingungsgleichung fiir die Abszisse noch mit w, bezeichnet,
so nimmt die Bedingungsgleichung selbst folgende Form an:

L [(xa— ) Aa () — (22— %) 8b (B)] + E [—K(ya—Y) (c)] + M.10°w, = 0. (22)
Fiir die Bedingungsgleichung der Ordinaten erhilt man ganz dhnlich:

X [(yn—2y)Aa(a) — (ya—y) Ab(b)] + Z [k (xa — ) (¢)] + M .10° 0, = 0. (23)
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Um grosse Koeffizienten in den Bedingungsgleichungen zu vermeiden, werden (22) und (23) Nach einer vorlaufigen Auflosung der Dreiecke und der Berechnung rechtwinkliger.Koordb
mit 10° multipliziert und die Abszissen- und Ordinatendifferenzen in Kilometern ausgedriickt. naten fiir die Punkte des Polygonzuges stellen wir nach (24) die Polygongleichung au.f. .Dlese Auf-
Damit wird endlich: stellung zeigt Tabelle 6, die vollkommen mit den vorhergehenden Tabellen iibereinstimmt und
keiner besonderen Erlauterung bedarf. Die Polygongleichungen selbst und ebenso die Basis- und
B[ (% — %) Aa (@) — (x, — x)*™ A (b)] +E[ —k (ya — )t (c)] + Azimutbedingungen sind in Tab. 7 dargestellt.
4 434,29 w, = 0
- > k’ ) (24) Tabelle 7
hl m A e e m ¥ — x)km
[(ya—y)*™ Aa (@) — (ya—y)*™ Ab () + E[ 4k (00 — =) ()] + S iinsensssleichungen far
+ 434'29 ws =3 0 das die die die
i Azimut Basis Abszisse Ordinate |
Die Formeln (24) werden zur Aufstellung der Polygongleichungen fiir eine einfache Drei- a b c d P
eckskette (Abb. 3) verwendet. it | =
‘; . 1 —1.32 1.36 —4.83
Zusammenstellung der Dreiecke. 3
‘ 2 —1 +17.71 +2.18
| Nr. | Bezeichnung | Vorliufig Nr. | Beseichnung | Vorlaufig 3 +1.47 _1.52 +5.38
(i der der Dreiecks- | ausgeglichene der | der Dreiecks- | ausgeglichene :
I Winkel punkte |  Winkel Winkel | punkte Winkel 4 —1.76 —0.05 —4.43 b7
| ' - 5 +1 —5.30 +0.05 Gl
| Il nGik 4. ek 579507 20,0 10 shsholbive snaaws 64050’ 0.0 6 12.31 40.06 45.81 RO
2 i DGt 67 0 40.0 11 ? ¢ TRRTY A P | 72 50 10.0 ] "
| 3 Wi lpnk 55 9 0.0 i3 o} Poleghen g | 4219 500 1 SN 2y G b
‘| | _ LN CUESVIE 8 = +3.43 +2.14 L&
. ' 180° 0 0".0 ; 180° 0’ 0.0 9 +0.50 — 051 +0.81 "
‘ 4 A A 500 1/20”.0 13 ‘ garl, % i 46°50" 10,0 1 —0.99 —0.3 112
; 5 § L)k 87 38 30.0 14 ‘ AL s (i 56 10 10.0 1 +1 _2.39 +1.55
’| 6 i B Lat abd - 42 20 10.0 15 Dy} 205 76 59 40.0 12 +2.31 +1.70 +2.62
r " | ’ r
| 1800 0’ 0.0 . | 180° 0’ 0.0 13 197 0 0
y 1| o LY 470 8730.0 | | 14 l —1 v ’
8 s e 56 11 30.0 15 +0.49 0 0
| i f_-
I | 180° 0’ 07.0 :

Auf die Einfihrung der umgeformten Bedingungsgleichungen und auf die Darstellung der

l s | & . BAL 76 40 0.0 ' W W’ W \ 43.431&3‘ 43.43W,
|

|

|

|

|

|

Tabelle 6 weiteren Aufldsung kann unter Hinweis auf das oben aufgefiihrte Beispiel verzichtet werden.
| ] i = -
| P . 4 R 3 = . l N. Urmajew.
' g | Scheitel- = =t | ~ =
£ punkte der " T‘ ™ o I I -~ .| ] |
= = 5= — i
n,_ Zwischen- o Y | [Fz - = 8 " 1 ' | e i(b)' i = (o) 12 ) =T, G i
= . | = La 3 B l | ~| —
| = winkel | | = =5 g‘ & | ‘
2 km km ‘ I ‘ i ‘ +
1 : | _
| ' I
l | U B X 5970.19+26.2l—-10.34!4-1.47—-1.32+36.59—15.2 (3) |+-53.8/+13.6| (1) !—43.3—77.1!— (2) —21.8
' |
g e . 959.59437.64(+ 0.26 -';—2.31.—1.76‘4—25.16—}- 0.6 (6) |+58.1— 0.5 (4) :—44.3-—53.0I—';- (5) |+ 0.5
‘ 3 A . 970.01/+-46.52/—10.16/+0.50—1.96/+-16.28— 5.1| (9) [+ 8.1]4+19.9 (7 ——31.9—-34.3}—- (8) —21.4
| 1
4 |D . 952.51+_5_1_.§;4+ 7.34 +2.31i—-0.99+11.36+17.0 (12)+26.2— 7.3 (10)'——11.2——23.9i+~(11) +15.5
| |
s | 7 . 959.35‘+62.80‘ 0 |+o49—197 0| 0 (15J of o as o | — | —

' Ausgangsdaten: Koordinaten von A: x = 5955 070,85 m; y = 20 755,80 m; Richtungswinkel
nach B = 19°50’ 50,”0; log AB 4.206 0085.
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