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Von den Angehörigen der Truppen und Dienst• 

stellen des Chefs des Kriegs-Karten- und V er• 

messungsweseos starben für Führer und Vaterland: 

Leutnant K o c h, Peter, Führer eines Armee

Kartenlagers, gei;torbcn nach der Verwundung 

durch Bombensplitter am 24.5.1942 in Russland; 

Oberleutnant K l o t z, Helmut, Führer einer 

Armee-Kartenstelle, gefallen durch Fliegerbombe 

am 24.6.1942 in Russland; 

Gefreiter P a p e, Ernst, Elektriker bei einer 

Armce-KartenRtelle, gefallen am 24.6.1942 durch 

Bombensplitter; 

Gefreiter E c k e 1, Paul, Rotaprintdrucker bei 

einer Armee-Kartenstelle, gefallen am 24.6.1942 

durch Bombensplitter; 

Wachtmeister Geiger, Erich, Verm.-Truppführer 

in einer Verm.- u. Kart.-Abt. (mot), gefallen 

• bei einem Luftangriff am 1.7.1942 in Russland. 

.. 

Die Ausgleichung 
russischen Triangulationen 1. 0. 

Von Leutnant Dr.-lng. habil. M a 2{ K n e i ß l 

Zur Anregung theoretischer Untersuchungen und praktischer Vorschläge auf dem Gebiete 

Srossraumvermessung ist beabsichtigt, in den Mitteilungen des Chefs des Kriegs-Karten- und 

tessungswesens bedeutendere Veröffentlichungen über die L:lllde3• und Kolonialvermessungen 

Auslandes zu besprechen oder durch Übersetzungen der Originalschriften der deutschen Wis

lhaft und Fachwelt zugänglich zu machen. Weiterhin wird mit Rilcksicht auf die vermessungs• 

iischen Aufgaben im neuen Europa d ie historische Entwicklung der europäischen Landes

essungen, insbesondere die Entwicklung der Triangulationen, de3 Nivellements, der kartogra

iien Arbeiten usw. auf Grund der jeweiligen amtlichen Veröffentlichungen und Druckwerke 

18tellt. Im Zuge dieser Darstellung wurde bereits im Heft 2 der vorliegenden Mitteilungen über 

,undlegenden russischen Triangulationen berichtet. Entsprechende Überblicke über die Triangu

aen der baltischen Staaten, über Belgien, Holland, Frankreich und die sUdosteuropllischen 

ten usw. werden zur Zeit bearbeitet und laufend. veröffentlicht. D.1rch diese Veröffentlichungen 

dem Vermessungsoffizier und dem Vermessungsingenieur die Geschichte der europäischen 

lesvermessungen näher gebracht und das Verständnis für die gemeinsamen europäischen Auf

ll vertieft werden. 
Zur praktischen Lösung der gemeinsamen europäischen Aufgaben auf dem Gebiete der Lan

trmessungen wurden durch den Chef des Kriegs-Karten- und Vermessungswesens in enger 

inmenarbeit mit den europäischen Vermessungsinstituten die Arbeiten fiir einen grosszilgigen 

iti.c1chen und kartographischen Zusammenschluss der europäischen Landesvermessungen einge

f. Im einzelnen wurden hierfür bereits eine Reihe von Vorarbeiten - wie z. B. die Zusam

kellung der Triangulationsgrundlagen und der Nivellementsnetze, die Berechnung und Au.f

ing von Hilfstafeln für die verschiedenen Ellipsoidiihergänge, eine Darstellung der verschie

ll Projektionssysteme und die Überführung der jeweiligen Landeskoordinaten in ein einheitliches 

m und verschiedene kartographische Arbeiten - durchgeführt. Über den Stand und die Fort

kte dieser Arbeiten wird von Fall zu Fall eine Mitteilung erscheinen. 

In dem vorliegenden Heft wird die .M e t h o d e z u r Au s g l e i c h u n g astronomisch

lltischer Netze von F. N. Krass o w s k y durch Übersetzungen der einschlägigen Original

lten dargestellt. Diese Ausgleichungsmethode wurde für die Ausgleichung der ostwärts der 

'1.iankette Pulkowo-Nikolajew gelegenen Dreiecksketten und Polygone I. 0. der Triangulation 

dSSR im grossen Umfang verwendet und hat damit g r o s s e p r a k t i s c h e B e d e u t u n g 

Innen. Sie bildet neben der amerikanischen Bowie-Methode*) einen der bemerkenswertesten 

tnche zur Bearbeitung und Berechnung umfangreicher Landestriangulationen unter Berilcksich

lg astronomischer Ortsbestimmungen und Azimutmessungen. Die Methode von Krassowsky 

lt sich im wesentlichen auf die Helmertsche Methode••) zur Ausgleichung astronomisch-geodä-

*) The Bowie-Method o( triangulation adjUJ1tment as applied to tbe first- order net in the We11tem Port of the 

id State,, Special Puhlication Nr. 159, U. S. Department of Commerce, Coast and Geodetic Su.rvey, Washington 1930. 

-> F. R. Helmcrt Lotahwcichungcn, Heft l, VcrOCf. des Prcuu. Geodlit. Instituts, Berlin 1886. 
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tischer Netze und in einzelnen Rechnungsgängen auch un:nittelbar aur die Bawi.e-Methode. 
weise und Aufsätze über die Ausgleichungsmethode von Krassow„ky finden sich in den Veröffe 
chungen der Balt. Geod. Kommission, 5. Tagung, Helsinki 1931, S. 92 u. 93, S. 266 bis 2 
6. Tagung 1933, S. 109-118. Nähere Angaben über die praktische Anwendung dieser Meth 
enthält das Vorwort zum „Vorläufigen Katalog der trigonometrischen Punkte I. 0. von Europä' 
Russland, herausgegeben vom Vereinigten wissenschaftlich-technischen Verlag des Volkskom · 
riats für Schwerindustrie der UdSSR, Hauptredaktion der Literatur für geologische Erkund 
und Geodäsie, Moskau, Leningrad 1935" und das Vorwort zum 1. Nachtrag hierzu (,,Katalog 
trigonometrischen Punkte I. O. für das Gebiet der UdSSR, Ausgabe GUGSK. (KKWD.) SSS 
Moskau 1937"). 

Die theoretische Ableitung der Formeln und Begründung der Methode sind von F. N. K 
sowsky dargelegt und veröffentlicht in den Arbeiten des Staatlichen Instituts für Geodäsie 
Kartographie, 2. Heft, Ausgabe Moskau-Leningrad 1931, ,,Methoden zur Ausgleichung der Tr' 
gulation I. 0. in den UdSSR". 

In dem 5. Heft der Arbeiten des Staatlichen Instituts für Geodäsie und Kartographie, her 
gegeben 1932, bringt Krassowsky unter demselben Titel Hinweise auf Vereinfachungen der Meth 
die bei der praktischen Anwendung noch durchgeführt werden konnten. 

Krassowsl-y unterteilt die Gesamt-Ausgleichung in mehrere R e c h n u n g s g ä n g e, w1 
zunächst die Teilstücke der Triangulation zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotenpunkten, 
für sich unter Berücksichtigung der Dreiecks-, Seiten-, Basis- und Azimutbedingungen, aber o~ 
Berücksichtigung des Anschlusszwanges in Länge und Breite und der Polygonhedingungen ausg~ 
chen werden. Nach der Ausgleichung der Teilstücke werden diese durch geod~tische Linien erset 
zu Polygonen zusammengefasst und einer astronomisch-geodätischen Hauptausgleichung unterzow 
Durch diese Hauptausgleichung werden die Längen und Azimute der geodätischen Linien und du 
die Lage der Knotenpunkte bestimmt. In einem weiteren Rechnungsgang werden dann die geoc, 
tischen Linien wieder durch die Dreiecksketten ersetzt und diese endgültig unter Berücksichtigi., 
des Anschlusszwanges in Länge und Breite ausgeglichen. Die endgültige Ausgleichung der '.C 
stücke erfolgt in enger Anlehnung an die entsprechende Ausgleichung bei der Bowie-Meth0t 
Die Einzelheiten dieser Ausgleichung wurden von N. A. Urmajew im 1. Heft der Arbeiten 
Staatlichen Instituts für Geodäsie und Kartographie, Leningrad 1931, ,,Ausgleichung von Polygo111 
in geographischen und rechtwinkligen Koordinaten" dargestellt. 

Im folgenden werden die beiden angeführten Arbeiten von Krassowsky und die Arbeit 
Urmajew in deutscher Bea r bei tun g wiedergegeben. Die Bearbeitungen vermitteln 
vollständiges Bild über die theoretische Begründung und Ableitung der Ausgleichungsmethode 111 

ihre praktische Anwendung. Bei der deutschen Bearbeitung wurden die Bezeichnungen - die 
übrigen den deutschen Bezeichnungen vollständig entsprechen-, die Formeln, Tabellen und Ahl! 
du.ngen unverändert von den Originalen übernommen. Ebenso wurde im Text soweit als möglil 
die russische Ausdrucksweise beibehalten und Kürzungen, Ergänzungen und freie Übersetzung li 
soweit vorgenommen, als es für das Verständnis erforderlich war. 

Bei der Bearbeitung unterstützte mich Prof. Dr. Buchholz von der Heeresplankammer dul. 
gelegentliche Ratschläge und durch eine Durchsicht der Bearbeitung tatkräftig. Ich darf daher 
dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Buchholz meinen besten Dank für die Mitarbeit an der vorliegendi 
Arbeit aussprechen. 

Berlin, im Juni 1942 
M. Kneißl 

2 

Methoden zur Ausgleichung der staatlichen 
Triangulation 1. 0. 

vorgeschlagen von Prof. F. N. Krassowsky zur Einführung in der UdSSR.*) 

§ t. Ausgleichung und Berechnung einzelner Dreiecksketten der Triangulation I.0. 

Wir nehmen an, dass die Triangulation I.0.-wie das auch in der UdSSR. der Fall ist-aus 
einfachen Dreiecksketten besteht. Als Teilstück (Kettenabschnitt) einer Reihe I.O. bezeichnen wir 
jede einzelne Dreieckskette zwischen 2 festen Ausgangsseiten, die aus den zugehörigen Basisnetzen 

bestimmt werden. 

2J 
C 

A 2 s, . fJ 1 
8 a 6 S l b IQ S n 11 c 14 S A 15 

1- ß 2 J·"J •·"♦ 

Abb. A. 

In Abbildung A soll ein Kettenabschnitt zwischen den Ausgangsseiten AB = S1° und 
DC = S

2 
° dargestellt werden. Von den Endpunkten der Ausgangsseiten muss wenigstens einer ein 

Laplacescher Punkt sein; in unserem Fall werden A und D als Laplacesche Punkte vorausgesetzt. 
Daher sind durch geodätische und astronomische Bestimmungen festzulegen 

in A: 

in D: 

die geodätische Breite . . . . . . 
die astronomische Länge . . . . . 
das astronomische Azimut nach B. 
das geodätische Azimut nach B. 
die geodätische Länge . . . . . . 

die astronomische Breite . . . . . . . . 
die astronomische Länge . . . . . . . . 
das astronomische Azimut von D nach C 

Die Bezeichnung der beobachteten Richtungen ist aus der Abbildung zu ersehen. 
Bei der Ausgleichung der vorliegenden Dreiecksketten sind die Dreiecksgleichungen, die Ba

aisgleichung und die Azimutbedingung zu beachten. Die Dreiecksgleichungen haben die Form: 

(2) - (1) + (4) - (3) + (38) - (37) + V1 = 0 l 
(5) - (4) + (35) - (34) + (37) - (36) +Vs= 0 . . 

(

0

18°) :__ .(17) ·+· (20)
0 

~ (19) -t, (2;) ._. {21). + V~ • 0 
. . . . . . . (a) 

•) Arbeiten des Staatlichen Instituu für Geodäsie und Kartographie, 2. Serie von Prof. F. N. Krassowsky, 1931. 
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In den Gleichungen (a) ist v gleich der Summe der gemessenen Winkel des Dreiecks min 
180° + E, wobei E der sphärische Exzess des Dreiecks ist. (i) sind die Richtungsverbesserunge 
v1 die Dreieckswidersprüche. 

Zur Darstellung der Basisbedingung reduzieren wir die beobachteten Winkel zu ebenen w· 
kein, indem wir sie um 1/ 8 des sphärischen Exzesses des zugehörigen Dreiecks kürzen. Dadur 
erhalten wir folgende Winkel: 

2- 1- E1 
a 5- 4 - E2 

3 6- 5- E3 
8 

I 

4- 3 - E1 E3 
8- 7- E3 

8 35-34-3 a 

38-37- : 1 37-36- Es 
. 8 34-33- :3 

usw. 

Mit diesen •Winkeln bilden wir die Basisbedingung und berechnen die Seiten su s2, s3, s,, 
des Linienzuges AD. 

Damit wird die Basisbedingung in folgender Form angeschrieben: 

4n [(2) -(l)] - 43., [(4) -(3)] + A37'33 [(37)-(36)] - A31•3s [(35)-(34)] + 
+ A8 .5 [(6) - (5)) - An [(8) - (7)] + A33•32 [(33) - (32)] - A31.30 ((31) - (30)] + 

+ ... + A18-17 [(18) - (17)] - A20•19 [(20) - (19)] + 

sin [ 2 - 1 - : 1
] sin ( 37 - 36 - : 2

] sin [ 18 - 17 - : 9
] 

+ lg---- ·-----···-----+ 
sin (4 -3- :1

] sin [35 -34 - : 2
] sin (20 - 19 - :9] 

+ Ig s1° - lg s 2° = o. (b) 

In der Gleichung (b) bedeutet A die logarithmische Sinusdifferenz für l" und die Zeiger 
bei 11 geben die entsprechenden Richtungen an. Die Seiten su s2, s3, s4 • • • • erhält man in folgen• 
der Weise: 

S1°sin [38 - 37- : 1
] 

81= --------

sin (4- 3 - :
1
] 

Si°sin [2 - 1 - : 1
] sin[37 -36-:2J sin[34~33- : 1

] 
s1= ___________ _:_ ____ _::_: __ --=-------= 

sin [ 4 - 3 - : 1
] sin [ 35 - 34 - : •] sin [ 8 - 7 - :s] 

und so weiter. 

Die Berechnung der Seiten s1, s2 , ••• , s5 führt selbstverständlich auf den Widerspruch der 
Basisbedingung. 

Wir bemerken noch, dass die Seiten s auf diese Weise aus den unverbesserten beobachteten 
Richtungen erhalten werden. 

Das nächste Stadium umfasst die Aufstellung der Azimutbedingungen. 
Diese Arbeit beginnt mit der Berechnung geodätischer Koordinaten für den Linienzug AD, 
Wir berechnen mit Hilfe der Schreiberschen Formeln, ausgehend von B 1, L 1 und dem Azimut 

der Richtung 2 
ß = AAB + 2-1, 

die geodätischen Koordinaten der Punkte a, b, c, d und D und die Azimute Aa, aA, ab, bo, 
bc, cb, cd, de, dD, DC mit den Strecken Su s2, s3, s,, s5 und den Winkeln 
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bei a. 6 - 3 

" 
b . 10 - 7 

" 
C' • 14 - 11 

" 
d. 18 - 15 

" 
D 20-19. 

Wir erhalten dann: 
die geodätische Breite B2 des Punktes D, 

,, ,, Länge L 2 ,, ,, D 
und das geodätische Azimut ADc von D nach C. 

Werden die Azimute der Seiten mit ß1, ß2, ß3, ß,, ~5 und ihre Gegenazimute mit ßi', ß2' 
ßs', ß,', ßs' bezeichnet, so erhält man: 

ß1 =AAB + 2-1 
ßi' = 180° + AAB + 2 - 1 + 01 

ß2 = 180° + AAB + 2-1 + 6-3 + 01 
ß2' = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 01 + Oz + 180° 

ß3 = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 61 + o2 + 180° 
ß3' = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 01 + 3a + 63 + 180° 

ß, = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 14 - 11 + 01 + Ö2 + 03 
ß.' = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 14 - 11 + 01 + 02 + 03 + ö, + 180° 

ßs = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 14 - 11 + 18 - 15 + 01 + 62 + 83 + o, + 180° 
ß/ = AAB + 2-1 + 6- 3 + 10 - 7 + 14 - 11 + 18 - 15 + 01 + 02 + 03 + ö, + 05 

Aoc = AAB + 2 - 1 + 6 - 3 + 10 - 7 + 14 - 11 + 18 - 15 + 
+ 20 - 19 + 01 + ö2 + 63 + ö, + Ö5• (c) 

Hierin ist annähernd 
o = (2) s sin ß tg<p. (d) 

Die Verbesserung AA des geodätischen Azimuts ADc ist dann 
5 

AÄ = (2) - (1) + (6) - (3) + (10) - (7) + (14) - (11) + (18) - (15) + (20) - (19} + L dö, 

wobei ·unter dö [die Änderung der Meridiankonvergenz infolge der Änderung der Seiten, der Breite 

und des Azimuts] zu verstehen ist: 

do = (2) sin ß tg <p . ds + (2) s sin ß d<p" . 
8

~ l" + (2) s cos ß tg <p sin l". dß. 
cos <p 

Wenn wir die Verbesserungen von Cl.AB, a.co, >.1 und >.2 vernachlässigen, kann die vorläufige 

Laplacesche Bedingung für rJ so geschrieben werden: 

a.Dc - (>.2 - L 2 - U 2) sin <p2 + (>.1 - L1) sin <p1 - (a.AB - AAa) = ADc + AA. (e) 

In der Gleichung (e) ist AL
2 

die Verbesserung der geodätischen Länge, die den Richtungs
verbesserungen entspricht. Unter Vernachlässigung kleiner Glieder 2. Ordnung wird: 

5 

L2 - L1 = L (2) s sin ß sec <p 
1 

und daher . 
5 

AL
2
= "1{(2} sinß sec<p. ds + (2)s sin ß sin/ d<p+ (2)s cosß sec<p,dß.sin l"}· 
~ cos <p 

1 
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Hiernach ist leicht einzusehen, dass: 

L L (1-sin cp sin cp2) 

&L2 sincp2 - dö = - (2)s sin ß 2 dcp. sin l "+ 
cos cp 

+ L (2) sin ~ sec cp (sin cp2 -sin cp) ds + L (2) s cos ß sec cp (sin cp2 - sin cp) dß sin l". 

Bei langen Teilstücken ist das 2. Glied das grössere; auf 200 km wird 

tds 140 l „ 
6400 sin l " . 6400 < 500 . 

Für dasselbe Teilstück und für s = 40 km ist der W ert des 1. Gliedes: 

~ (1- sin cp sin cp2) l " 
- L.J (2) s sin ß cos2 cp dcp". sin 1'' < 1600 . 

Deshalb können wir in Bezug auf das Azimut ohne Bedenken annehmen, dass 

6.L2 sin cp2 = 'f.dö ist. 

Mit Rücksicht hierauf kann die Azimutbedingung in folgender Form geschrieben werden: 

«De- P.•2 - L2) sin cp2 + ()1.1 - L1) sin (f'1 - («AB - AAB) = ADc + (2) - (1) + (6) - (3) + 
+ (10) - (7) + (14) - (11) + (18) - (15) + (20) - (19) 

oder endgültig 

(2) - (1) + (6) - (3) + (10) - (7) + (14) - (11) + (18) - (15) + (20) - (19)-

- [«Dc - (),2 - L 2) sin <p2 -ADc] + (aAB -AAB) - ( ).1 - L i) sin (f'1 = 0. (g) 

Die Auflösung der Bedingungsgleichungen (a), (b) und (g) nach der Methode der kleinsten 
Quadrate ergibt die Verbesserungen der in diesem Teilstück beobachteten Riohtungen. 

Bei Anwendung des hier dargelegten V erfahrene werden die Widersprüche der Basis- und 
Azimut-Bedingungen a'us den unmittelbar beobachteten Grössen erhalten, die nicht durch irgend· 
welche willkürliche Korrekturen entstellt sind, wie dies bei anderen Ausgleichungsmethoden geschieht; 
deshalb entsprechen die Widersprüche der Basis- und Azimut-Bedingungen in unserem Ausgleichungs• 
verfahren tatsächlich den Beobachtungsfehlern in den Punkten des beobachteten Teilstücks. 

Die Auflösung der Bedingungen (a), {b) und (g) darf als bekannt vorausgesetzt werden. 

In die Azimut-Bedingung könnten auch Verbesserungen für die astronomisch bestimmten 
Längen und Azimute eingeführt werden, natürlich könnten aber diese Verbesserungen nur sehr 
unzuverlässig bestimmt werden. Sie werden daher in der Folge aus der allgemeinen Ausgleichung 
des astronomisch - geodätischen Netzes bestimmt. 

Nach der beschriebenen Ausgleichung der beobachteten Richtungen und der Bestimmung 
der wahrscheinlichsten Werte der Richtungen müssen die Dreiecke nochmals zusammengestellt 
und die Seiten dieser Dreiecke nochmals berechnet werden. Dann müssen über den Linienzug 
AabcdD, ausgehend von B1 und L1 und AAB nochmals die geodätischen Koordinaten und Azimute 
berechnet werden. 

Bei dieser Berechnung erhält man für den Punkt D 

die geodätische Breite B ' 2 , 

die geodätische Länge L ' 1 

und das geodätische Azimut A' DC von D nach C. 

6 

Dann kann aus den Koordinaten 

für A ... . ... ... B1 und L1 

für D .......... B'2 und L' 2 

d · h A · A' AD von A nach D und das • än e S' der geodätischen Linie AD, das geo ätISc e zimut 
e L . gb Gegenazimut A' DA von D nach A berechnet werden. 

geodätISC e 

8 C 

AL-.__I.__A· --'a.D 
Abb. B. 

· d Punkten A und D (Abb. B ) zwischen den 
Damit erhalten wir die Winkel ßA und ßo m ~n. D d f " di d"tische Linie AD 

·ten des Teilstücks und der geodätischen Lm1e A un ur e geo a Ausgangsse1 
die astronomischen Azimute: 

ßA = A 'Ao-AAB 

ßo = A'DA - A 'Dc } 
<lAD = <lAB + ßA } 

«DA= «De+ ßD= A 'vA + («Dc-A'Dc) 

(h) 

(i) 

Wenn auch die Azimute aAD und «DA nicht unmittelbar 
dennoch als astronomische Azimute bezeichnet werden. 

beobachtet wurden, so dürfen sie 

In der Folge beachten wir, dass die Differenz 

A'DA- 180° -- A'AD 

·· · h L' · S' mit dem Anfanasazimut «AD in 
der Differenz der geodätischen Azimute der geodausc en lllle . hm . ". Reihe von 

Elli ·d t · cht W e1t er ne en wrr eme der Breite B auf dem angenommenen pso1 en spri · 
Teilstücken :n., von denen sich eins an das andere anschlies5t (Abb. C). 

C, 

A 

Abb. C. 

· AA BB CC DD . . bezeichnet. Dann 
Die Ausgangsseiten dieser Teilstücke werden nut 1' 1' 1' 1 · · ·di L„ S' S' 
behandeln wir alle Teilstücke in der oben beschriebenen Weise und erhalten eA aBngeC ~ B, BC, 

' · · B BC CD di die Laplaceschen Punkte , , , · · · · · · · 
S CD der geodätischen Lllllen A , • · · ·' e l f-r · htlich die Win· 

ß S ·t erhä t man o 1ens1c verbinden, und die Winkel ßAB, ßsA, ßsc, ßcs, CD····· onu 
kel zwischen den geodätischen Linien folgendermassen: 
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. A l . h der Teilstücke 1 und II als Ausgangs• 

bei B 
bei C 
bei D 

ßBA - ßBc = asA - <1.ßC 
ßcs - ßco = a.cs - aco 
ßoc-ßoE= a.oc-aoE. 

. üs n bei der usg e1c ung uf d E b . 
und IV ausgeglichen, so m se . . lie t eine Willkür, die aUerding3 a as rge_ rus IU EC und DF angenommen werden. Hienn g. tlich die Figur CFDE für sich bearbeiten, wer~e Einfluss haben wird. Daraus folgt, dass man eigen d alle 4 Punkte C, D, E, F als La· ;::'breieckswinkel ~t besonde_rs gros~.}or~:t ;:ss~:h:: in der UdSSR. nicht mt)glich. 

wobei es nach der Art der Ableitung dieser Winkel klar ist, dass ihre Werte nicht durch Fe entstellt sind, die ihre Ursache in der Bestimmung der astronomischen Azimute der Ausgang ten•) und den Verzerrungen dieser astronomischen Azimute durch den Einfluss der Lotabweich gen haben, 

h pu_nkte bestunmen musste. i er placesc e 

A l . hnng astronomiseb-geodiitischer Netze. § 2 Die Belmertsche Methode zur usg e1e 
• . soid mit der grossen Halbachse a und der Ahplatt~ng c, 

Auf diese Weise erhalten wir aus der Ausgleichung und Berechnung der Teilstücke Triangulation die wahrscheinlichsten Werte der Längen der geodätischen Linien, die die anfeinan folgenden Laplaceschen Punkte verbinden, die astronomischen Azimute dieser Linien und Winkel zwischen ihnen. In einem der folgenden §§ werden wir die Genauigkeit dieser L" 

Wir nehmen an, dass auf dem Ellip B b . der astronomisch-geodät1Schen fr d L d au_s der ear e1tu.ng d L d Ausmasse für das betre ,en e an . fü d' geodätischen Koordinaten er a• 
essen . b 1 'tet wurden zunächst Näherungswerte r ie 

und Azimute näher untersuchen. 
E brusse a ge e1 ' d •) rge Punkte der Triangulation bestimmt wer en. 

Die Elemente S' und a. und die Winkel zwischen den geodätischen Linien unterliegen teren Verbesserungen, die den Polygonschlussbedingungen und den Laplaceschen Gleich entsprechen, in die noch die Verbesserungen der astronomischen Azimute und der astronomisc Längen ala Unbekannte eingefuhrt werden müssen. Soweit wir die Laplacesche Gleichung sc bei der Ausgleichung der Teilstücke benutzt haben, geschah dies in so vereinfachter Form, Verbesserungen der astronomischen Azimute und Längen nicht eingeführt werden konnten, weslul auch die Frage der Orientierung der Teilstücke auf dem Ellipsoid offen blieb. Durch die Einführung der Laplaceschen Bedingung in Gleichung (e), wurde im wesentliche nur die Differenz der geodätischen Azimute der beiden Ausgangsseiten des Teilstücks ausgeglichei während die geodätische Orientierung unbeachtet blieb. Deshalb wissen wir noch nicht, inwiewe sich das Azimut AAs dem endgültigen nähert, das zur Orientierung der ganzen Triangulierung a, dem angenommenen Ellipsoid zu benutzen ist. Diese Frage wird allein durch die Ausgleichung dt astronomisch-geodätischen Netzes unter Beachtung der Polygongleichungen und der sogenannte Laplaceschen Gleichungen entschieden, die in genauer und ausführlicher Form anzuwenden s~ Da bei der Ausgleichung des ganzen astronomischen Netzes an und für sich die Laplacescha Gleichungen eingeführt werden müssen, die im wesentlichen Azimutbedingungen sind, hätta wir uns bei der beschriebenen Ausgleichung eines einzelnen Teilstücks auf die Berilcksichtigwll der Dreiecksbedingungen und der Basisgleichung beschränken können. So ging insbesondere Hel mert in Deutschland vor, wodurch sich selbstverständlich bei der Berechnung und Ausgleichung d. einzelnen Teilstücke einige Kürzungen ergaben. Aber mir erscheint es sehr wichtig schon vor ds allgemeinen Ausgleichung des Polygonnetzes diejenigen Elemente mit möglichst grosser Zuverlässig{ keit zu erhalten, die in dieser Ausgleichung wie unmittelbare Beobachtungen angesehen werde nämlich die Längen S' der geodätischen Linien, die Winkel zwischen den geodätischen Linien un ihre astronomischen Azimute. Bei der Ableitung dieser Elemente kann sich eine Vernachlässig~ der Azimutgleichungen bei der Bearbeitung der einzelnen Teilstilcke bemerkbar machen. Ausserde11 muss man bei Beginn der allgemeinen Ausgleichung unbedingt schon deshalb die Azimutgleichungea in den einzelnen Teilstücken berücksichtigen, weil eine verspätete Aufdeckung eines unzu1ässigea Wertes des Absolutgliedes in einer der Laplaceschen Gleichungen eines einzelnen Teilstücks die ganze Arbeit an der allgemeinen Ausgleichung der Staat!. Triangulierung zum Stillstand bringt. Abb. D zeigt noch einen Mangel der beschriebenen Ausgleichung. Wenn die Seite CD die gemeinsame Ausgangsseite für 4 (oder 3) Teilstücke 1, II, III, IV ist, so milssen die Dreiecke ECD und CFD entweder in die oben beschriebene Ausgleichung eingeführt, oder als starr und unveränderlich angesehen werden. Werden zuerst die Teilstücke I und II und dann erst die Teilstücke III und IV ausgeglichen, dann müssen bei der Ausgleichung der beiden letzten Teil• stücke die Seiten CF und ED als Ausgangsseiten mit den Werten übernommen werden, die far sie bl'i der Ausglejchung der Teilstücke I und II bestimmt wurden. Werden zuerst die Teilstücke ------
•) Das ist nll.f insoweit richtig, als die Fehler der Azimute keinen Einflm, auf dAa Re3ultat der Ausglei• 

chung der Winkel der Dreiecke hatten. 

8 

placeschen 

A 

Abb. D. 

. K din ten weil wir zu ihrer Näherungs~oordinaten_ hheissen ::e die:e: P:lyg:nen überschüssige polygone mcht ausgleic en un 

Ableitung die Triangulations• 
Übertragungen nicht durch• 

führen. 
. .. F . Punkt JDJ.. t der Nummer n bezeichnen wu. ü.r emen 

die erwähnten Näherungskoordinaten mit. . . . . . . . . • .. 
deren Verbesserungen aus der bevorstehenden Ausgleichung mit 
die astronomische Breite und Länge mit. . . . . . • . . . . 

h K dinatenbestimmungen mit. die Fehler der astronomisc en oor 

Bn° und Ln°; 

dBn und dLn; 

!?n und An; 

. . aller Strenge die geodätischen Azimute A Mit den Näherungskoordinaten berechnen ~ ~. d f lgenden Laplaceschen Punkte ver• d . h Linien die die a=einan er o L d 
und die Längen s der geo ätisc en . '. . . ute die Gegenazimute und die ängen er binden (s. Abb. 1); wir berechnen hierbei die Azim ' p p p p , . . . . . Diese Azimute und PP PP pp PP P5P6, ••••• a 9• 9 10 geodätischen Linien 1 2• 2 S• 8 ,, ' 

6'd N"l. ungskoordinaten B0 und L0
• al den Werten er lLller Längen entsprechen so streng 

80 - 100 km auseinanderliegen. 
•i Die Laplaceschen Punkte sollen in den Dreieekaketten 1.0. etwa 
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__.P,._,_1 ----- q-p'-----~P1:,__ __ -<;,P;:._1 _ __ -<>P!...9 ---oP,• 

P„ 

P,, 

Ahb. 1. 

Wir bezeichnen für die geodätische Linie zwischen den Punkten Pn-l und Pn: 

das astronomische Azimut von Pn-l nach Pn mit • • • • • • Ctn-Ln 
den Fehler desselben - bedingt durch Beobachtungsfehler-mit Öan -l, n 

das geodätische Azimut•) von Pn-l nach Pn mit • • • • • • • A°n-Ln 
seine Verbesserung mit . .. . ... • • • • • • • • • • d.An-1,n 

die Länge der geodätischen Linie zwischen Pn -l und Pn, berech• 

Für die geodätische Linie Pn-t Pn schreiben wir jetzt die Differentialkoeffizienten in der 

ekannten Form: 
1 oBn Mn- 1 l 

P n- ,n = --=--COS ' 
l :,B M n-1,n, 

a n-1 n 

M = Meridiankrümmungsradius, 
N = Querkrümmungsradius. 

1 oln- 1 n Mn-1 • z qln- •" =--•-=--Slil n-1,ntg<pn 
oB._1 N. 

r 
n-1, n _ oA0 n, n-1 _ sin ln-1, n 

1 - -
oBn- 1 COS<pn 

n-t " _ cosA
0
n,n-t 

Pa , - - M . l" -
n Sill OSn-· J, n 

ol I sin A0
n, n-1 

q n-1,n- n-,n 
8 - =-

OSn-J,n Nn sinl" COS<pn 

oA 0 
n, n-1 Sn-J, n -~n-1, n A o r

4 
= ---'-----= = COS --- --COS n n-1 tg <pn 

oA 0 n-1,n R Nn ' 

(2) 

net aus den Näherungskoordinaten dieser Punkte mit . . • s
0 
n - 1, n 

ihre Verbesserung mit .... • • • • • · • · • • · · · · dsn-1,n Damit wird: 
die Länge dieser geodätischen Linie, wie sie sich aus der Aus• 

gleichung der Teilstücke (der Kettenabschnitte) ergibt mit .. s'n-i.n 
und den Fehler dieser Länge mit . . . . . . . . • • • • • • Ösn -1, n. 

Endlich bezeichnen wir noch die endgültigen Werte der geodätischen Koordinaten und Azi. 

mute, die man nach der Ausgleichung des Netzes erhält, wie folgt: 

die Breite des n-ten Punktes mit ......... 
,, Länge „ n- ,, ,, ,, . . . . . . . . . 

das Azimut von (n -1)-ten Punkt zum n-ten Punkt mit 

Diese endgültigen geodätischen Koordinaten und Azimute werden sich von den entsprechen• 
den astronomischen Werten, die um ö:p, ö).. und öoc verbessert werden, nur um die Beträge der 
Lotabweichungen in P 1, P 2

, P
8 
••••• Pn gegenüber dem bei der Ausgleichung angenommenen Ellipsoid 

unterscheiden. Die Komponenten dieser Lotabweichung in Pn bezeichnen wir mit a. und 71n• 

10 

Damit bekommen wir: 

B1 + a1 = B°i + dB1 + a1 = 'P1 + 0cp1 

B2 + ; 2 = B 0 2 + dB2 + ;2 = 'P2 + 0<p2 

L
1 

+ 71L sec<p1 = L0
1 + dL1 + 71L seccp1 = ).1 + ÖA1 

L 2 + 712 sec<p2 = L0 

2 + dL2 + 712 sec cpz = A2 + 0)..2 

A1.
2

+ 711tg<p1 = A 0 1-2 + dA1,2+711tg<p1 = et1,2+ 0a:1,2 

A2-1 + 712 tg 'Ps = A 0
2-1 + dA2-1 + 7)2 tgcp2 = CX2·1 + öexz,1 

(1) 

dB2 = p?·Z dB1 + Pa1·2ds1·2 + pl·Z dA1·2 l 
dLi = dL1 + q/·2 dB1 + qs1·2 ds1.2 + q/·2 dA1 •1 

dA2.1 = + r/·Z dB1 + ra1· 2 ds1.2 + rl·2 dA1 •2 

Nach den Ausdrücken (1) ist : 

dBa= <pz -Bo2 - a2 + Ö<p2 

dB1 = <p1 -B°i - al + Ö<p1 

dLs = )..2 -Lo2 - 712 sec <p2 + 8)..2 

dL1 = )..1 - L\ - 7)1 sec cp1 + 8)..1 

dA0 2-1 = <Xz-1 -A0 2-1 -112 tgcp2 + öa:2·1 

dA01-2 = CX1,2-A°i,2 - 711 tgcpl + Ö0:1,2 

Setzt man die Ausdrücke (4) in (3) ein, so erhält man: 

<F2 - B 0 2-a2 + Öcpz = Pi1' 2 (<p1 - B 0 1 - ;1 + 0cp1) + p/· 2
ds1•2 + 

+ p/·2 (CXi-2 -A\.2 -711 tgcpl + Öa1,2) 

A2-L02- 712 seccp2 + 0)..2 = ()..1 -L01 -711 seccpl + a)..1) + qi1· 2 (<p1 - B0
1 -al + O<p1) + 

+ q/· 2ds1•2 + q,1·2 (a1·2- A\.2- 711 tg <p1 + Öa1,2) 

¾·1 - A 0 2-1 -7)2 tgcp2 + 0112'1 = ri1· 2 (<p1 - B 0
1 -a1 + ocp1} + r/·

2
ds1·2 + 

+ r/·2(exi-2-A01·2-7l1 tg<p1 + öexi,2) 

(3) 

(4) 
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Aus diesen Gleichungen ergibt sich: 

a2 = cpz-B' 2-P!'2 (cp1 - B0 1) - p!'
2 

(s'i-2 - S°i-2) - p!'
2 

(a:1·2-A.
0
1-2) + 

l,2(e .- ) .- 1,2„ 1,2 1.2„ +P1 <,,1- 0 -:P1 + ucpz-Ps 0 S1·2+P4 '1)1tgcp1-P4 °0:1·2 

")zSeCcpz = (),2-A1) - (L 02-L0 1) - q~·
2 

(cp1 - B 0 1) - q!"
2

(s'1·2 - s\.2) - q!'
2

(<1i-2-A
0
1-2) + 

+ q~' 2 (e1 - 6cp1) + 6A2- 6A1 - q!·
2 ö S1-2 + (1 + q!·

2 
sin <p1) 1)1 sec <p1 -q!'

2 
8 a.1•2 

( A o ) 1, 2 ( Bo ) l • 2 ( , 0 ) '1)
2

seccp
2
= a:z.1- 2.1 coseccp2 - r1 cp1- 1 coseccp2 - r 43 s 1.2-s 1.2 coseccp2-

1-2( A.0 ) + 1.2 (t ,, ) + .. 1,2 „ - r
4 

a:1,2 - 1,2 coseccp2 r1 -.1 -ucp1 cosec:p2 coseccpa•Oa:2 .1 - r 4 cosec<p2 •ua:1.2 -

1.2 , 1,2 
-r3 coseccp2 • os1 •2 + r, tg <p1 cosec cp2 • '1) 1 

Die Gleichungen (5) müssen nochmals etwas umgeformt werden. Vorher führen wir a 

noch neue Bezeichnungen ein. 

Bo n - 1, n ( Bo ) n - l , n ( , 0 ) 
<pn - n - P1 'Pn - 1 - n - 1 - Pa Sn - 1, n - S n - 1, n -

n- 1, n( A o ) n-1, n -p, <l.n - 1, n - n- 1, n = ro'r 

(An - An - 1)-(L0 n- L 0 n- 1) - q;-l, n (<pn - 1 - B0 n- 1) -

n - 1, n ( , 0 ) n - l , n ( A o ) n - l, n - q3 Sn - 1, n - S n - 1, n - q4 <1.n - 1, n - n - 1, n = ro,.. 

'Y)n Sec <pn = Vn 

P n - 1,n_ Mn - 1 l n- 1,n 
1 - - M COS n - 1, n = - P1 

n 

P n- l,n cos A 0 n, n- 1 1 - -----'--- - p" - 'n s - M . l" -- a 
n s1n 

P n - l , n pn - 1, n , pn - l , n Sn - 1, n • Ao n _ l n 
2 = 4 smcpn-1; 4 = -~sm n, n - 1 =-p, ' 

n • 

Qn- 1 n Mn-1 • l 1 ' = - - - sm - tg m = - qn- , n 
l Nn n 1, n T" 1 

Qn _ l n sin A O
n n - 1 l 

3 • = ' = - q" - . n 

Nn sin l" cos <pn 3 

Qn - 1, n l Sn - 1, n A o sin <pn - 1 
2 = ---- COS n,n - 1 

Nn coscpn 

Q
n-1 n Sn - 1 n COSÄ 0 n n-1 l 
4 ' = --'- ,. =-q" - , n 

Nn COS <fn 4 

R
n - 1, n _ _ sin Zn - 1, n 1 
t - . - r" - ' " cosec <pn 

Slll <pn COS <pn 

»" - 11 n Qn - 1, n n - 1 , n • i-s = 3 = - r3 cosec cp„ 

R
n-1 n Sn-1 n , Sn-1 n Ao sinmn - 1 ' = - cos __ !.,_ cosec m sm rn + --'- cos T 2 R Tn TR-1 N n,n - t 

n coscpn 

Rn -1, n Sn -1 n Sn -1 n A , = - cos R cosec <pn + ~ cos O
n, n _ 1 sec <{>n = 

n 

nn-1, n n - 1 n = i'2 cosec cp" _ 1 = - r 4 • cosec <;>n 
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(7 

. Gleichungen (8) sind für die Linie P 1P 2 angesetzt; dieselbe Form haben sie auch für die Linie 
~•e p nur müssen dann die Indizes 1 · 2 durch n-t,n ersetzt werden. Nun stellen wir uns vor, 
d:;1~' das Polygon P 1P 2P 3

P
4
P 1 (Ahb. 2) haben~ in de~ P 1, P 2: P 3, _P, La~lacesche !unkt~ sind. 

Wenn wir das Polygon im Uhrzeigersinn umschre1ten, wud P 1 .1dent1sch rmt P 6• Die Gle1chun• 

gen (8) für die a der geodätischen Linien dieses Polygons lauten dann: 

l 2 1,2 " pl·2 pl•2 t, + pl•2, 
e2 = ro,,.· + 8cp2 + P1 (ocpl - a1) - 2 '11 + 3 °51•2 4 °cx.i-2 

a3 = w~-s + ocp3 + p;·a (ocpz - e2) - P!·s "2+ p:•s os2·s + P!'s6a:2-3 

3.~ , p 3•4 (" ) p 3•4 + p 3•4" + r.·', e4 = (l)f + ocp~+ 1 ucp3 - ;3 - 2 '13 3 OS3-~ 4 oa.g,4 

4.1 „ p"-1(, e) p"•l +P4•ta + r.·1 8 . 
a l = ; 5 = (l)'f + ocp,+ 1 O<p4 - '-4 - 2 '14 3 S4,1 4 <l.4,1 

(a} l 
(b) 

(c) 

( d) J 

(9) 

Abb. 2. 

Für die Gleichungen für '1), die sich aus dem Vergleich der Längen ergeben, bekommen 

wir für unser Polygon: 

v
2 
= wi' 2 + ÖA2- ÖA

1 
+ Q!'2 (6q,1 - ; 1) + Q!" 2

v1 + Q!"
2

8s1.2 + Q!"2 
8(½,2 

V3 = wi' 3 + ?.iA3-8Ai + Q{'3 (8<p2-e2) + Q:·
3 

V2 + Q:·
3 

8s2-3 + Q!' 3 
00:2,3 

3.4 3.4 ) Qa., Q3.4 „ Qa.,,, 
V

1
= W).. + 8}..

4
-6),3+ Q1 (6cp3-;3 + 2 Vs+ a 05a•4 + , ua3,4 

V.;=V1 = <,>1° 1 + ÖA1 -ÖAJ + Q:·1 (Öcp4-;4) + Q!'1 
'14+ Q!"1

0S4,l + Q!"
1

8<1.4-1 

( a. > l 
(ß} 

(T} 

(8) 

(10) 

Für die Gleichungen für "), die sich aus dem Vergleich der Azimute ergeben, bekommen 
wir endlich : 

v
2 
= 00~·2 + cosec q,

2 
.öa:z.

1 
+ R~' 2 (8cp1 - ; 1) - R!'2v1 + R!'' os1.2 + R!'

2 
8cx.i,2 ( e) 

V3= 00!·3 + cosec<f>s.8aa-2 + ~-3 (8cp2- ;2)- .R!'3v2 + R!'
3 

0s2-3 + R!'36!lz.3 (f) 

v4 = 00!· 4 + coseccp4. öa,.3 + R!"' (6cp3- e3) - R!''v3 + R!'' ösN + R!''8a:N (g) 

V.;= V1 = 00!·1 + cosecq,1 .OCX.i-4 + R~'1 (ocp, -e,)-R:·1 v, + R!'
1
8sn + R!'18cx,.1 (h) 

(11) 

Beim Helmertschen Verfahren müssen die Gleichungen (9), (10) und (11) für jedes Teil
stiick 1.0. (das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Laplaceschen Punkten liegt) angesetzt werden, 
wobei die vorher berechneten Zahlenwerte der Koeffizienten bei (8cp, - ;,), 6s,, 1+ 1• v,, 8cxt+1, t 
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und o(I.,. 1+1 
sowie die nach Formel (6) berechneten Werte der Absolutglieder dieser Gleich 

gen eingesetzt werden. 
Der weitere Rechengang besteht dann in der Aufstellung der Bedingungsgleichungen 

Netzes vermittels der Gleichungen (9), (10) und (11); hierbei treten folgende Gleichungen a 
1) in jedem geschlossenen Polygon die Breiten-, Längen- und Winkelsummenbedingung (also 
Gleichungen), 2) die Laplaceschen Gleichungen für jede geodätische Linie zwischen 2 Lapla 
sehen Punkten, wobei die Laplacesche Bedingung erfordert, dass die Grössen v2, v3, Y4, v5, ••• , • 

aus den Gleichungen (10) abgeleitet werden, den entsprechenden Grössen v2, Ya, v,, v5, ••• , die a 
den Gleichungen (11) hervorgehen, genau gleich werden. 

Zur Aufstellung der Polygongleichungen und der Laplaceschen Gleichungen müssen na 
einander aus (9), (10) und (11) die Komponenten der Lotabweichungen eliminiert werden, d 
in diesen Gleichungen ausschliesslich der Zusammenhang zwischen den Verbesserungen der b 
bachteten Grössen zum Ausdruck gelangt. 

Hierbei kann man verschieden verfahren; wir wählen folgenden Weg: 

1) Durch Subtraktion der Gleichung (10,11) von der Gleichung (11,e) erhalten wir die 

placesche Bedingung für den Punkt P2 : 

2) Aus (9,a) ermitteln wir den Wert öcp2 - e2 und setzen denselben in (9,b), (10,ß) 
(11,f) ein. Ferner setzen wir das aus der Gleichung (11,e) erhaltene v2 in die Gleichungen (9,h 
(10,ß) und (11,f) ein; auf diese Weise erhalten wir in (9,b), (10,ß) und (11,f) neue Ausdrücke 
a

3 
und v3, die wir mit f 3 und v' 3 bezeichnen. In diese Ausdrlicke gehen, ausser den V er bes 

rongen der beobachteten Grössen, auch die Werte der nur auf den Punkt P1 bezüglichen Lot 
abweichungskomponenten (e1 und 11t) ein. 

3) Alsdann subtrahieren wir von der Gleichung (11,f) für v'3 die Gleichung (10,ß) für v' 
dadurch erhalten wir die Laplacesche Bedingung für den Punkt P3, die sich durch Übertra 
längs der Linien P1P2 und P 2P3 ergibt. 

4) Aus der nach 2) umgewandelten Gleichung (9,b) ermitteln wir öcp3-f3 = ocp3 -a3 un 
führen diese Grösse in (9,c), (lO;y) und (11,g) ein; ferner führen wir Ya, das aus der nach 2) umg 
wandelten Gleichung (11,f) erhalten wurde, in die Gleichungen (9,c), (10,r) und (11,g) ein; dad 
ergeben sich neue Ausdrücke für a4 in (9,c), für v, in (lO;r) und für v4 in (11,g). Diese neu 
Ausdrücke bezeichnen wir mit a',, v'4, wobei in diese Ausdrücke, ausser den Verbesserungen 
beobachteten Grössen, auch noch die n u r für den Punkt P1 geltenden Lotabweichungskomp 
nenten (a1, '1)1) eingehen. 

5) Von der nach 4} umgewandelten Gleichung (11,g) für v,' subtralrieren wir die umgeform 
Gleichung (10,i) für dieselbe Grösse v,/; damit ergibt sich dann die Laplacesche Gleichung für P 
die durch Übertragung längs der Linien P1P2, P 2P3 und P3P, erhalten wurde (s. Abb. 2). 

6) Aus der nach 4) umgewandelten Gleichung (9,c) ermitteln wir die Grösse oq,, -a, :s 

= oq,,. - a'" die wir in die Gleichungen (9,d), (10,o) und (11,h) einsetzen; ferner setzen wir v', 
das aus der Umformung von (11,g) nach 4) erhalten wurde, in (9,d), (10,o) und (11,h) ein. La 
Ergebnis erhalten wir neue Ausdrücke für a1 in (9,d), für v1 in (10,o) und für v1 in (11,h); diese 
neuen Ausdrücke bezeichnen wir mit a\ und v\; in diese gehen, ausser den Verbesserungen der 
beobachteten Grössen, die Lotabweichungskomponenten im Punkt P 1 ein. 

7) Führen wir die unter 6) aufgeführten Umformungen durch, so ergibt sich folgendet= 
Die rechte Seite der Gleichung für f 1 wird der Grösse a1 und die rechte Seite der Gleichung fat 
v' 1 der Grösse v1 selbst gleich sein. Die Bedingung, dass nach D u r c h l au f e n d e s g a n z e • 
Po 1 y g o n s P1P2P3P,P1 für die Lotabweichungskomponenten im Punkt P1 die Grössen a1 un' 
1)1 erhalten werden müssen, kann folgendermassen formuliert werden: 

14, 

e1-a1' = o} 
Y1 -vi' = O 

(13) 

Hier bedeuten a't und v' 
1 

die rechten Seiten der Gleichungen für a' 1 und 1)' 1, die nach 6) 

erbalte;{:u:::· Gleichung von (13) ist die Breiten g 1 _eich u n g für unser Polygon; die 

. Gleichung von (13) ist die betreffende Längen g 1 e 1 c h u n g. 
zweite 8) Subtralriert man von der nach 6) umgeformten Gleichung (11,h) für v't die. umgeformte 

. (10 o) für v' so erhält man die Laplacesche Gleichung für den Punkt P 1, die der Über• 
Gleichung ' l• P . h 

längs der geodätischen Linien P1P 2, P 2P3, P3P4 und P, 1 entspnc t. 
traguD~) Nun setzen wir den nach 6) aus der umgeformten Gleichung (9,d) erhaltenen Wert a:i 

d g
eformten Gleichung (11 h) erhaltenen Wert v' 1 in die rechten Seiten der Gle1-

und den aus er um ' A dr·· k f· , 
(10 ) und (11 e) ein. Wir erhalten dann in (10,11) und (11,e) neue us uc e ür Y 2; 

chungen •(I. ' • • h GI · h . . · dieselben voneinander ab so erhalten wir m neuer Form die Laplacesc e e1c ung m 
Zl~ ';1. btrahieren wir von die~er neuen Laplaceschen Gleichung für den Punkt P 2, die der 
~bertra;n;u längs der Linien p

1
p 2, P 2P 3, P3P4, P„P1 und P1~ 2 ent~prich~, die Gleichung _(12) - d ... i. 

die frühere Laplacesche Gleichung für P2 - so erhalten wir die Winkelsummengle1chung fur 

unser Polygon. . d d p 1 1 · h B · d r zaltlenmässigen Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen un er o ygong e1c un-
ei e p 1 . . R ' ht h • t s einfacher und zweckmässiger, nicht das ganze o ygon m emer 1c ung zu umge en, 

gend:rn ezuerst von P1 bis P2 und von P2 bis Pa zu gehen, um a'a und v'3 zu erhalten ; alsdann 
son p b. p und von p bis p zu gehen um a'a und v'3 nochmals, jedoch auf anderem Wege 
von 1 is , , s • 
zu erhalten. c' 

D" B dingung dass die beiden durch diese zwei Übertragungen erhaltenen Werte von ,- 8 

ie e ' di B din d di b . d uf 
t elll. ander gleich sein sollen führt zur Br e i t eng 1 eich u n g; e e gung, ass e e1 en a 

uner ' , üb · · 1 
zweierlei Art aus den Gleichungen der Gruppe (10) erhaltenen Werte von v 8 •· eremst:1mmen so_-
l führt ur Längengleichung; der Unterschied zwischen den auf dem ersten Wege a:us den Gle1. 
c:~gen (~O) und (11) ermittelten Werten von v'3 ergibt die Laplacesche Gleich~g für den 

Punk P die •• ..:~ nn"t L' a bezeichnen• der Unterschied zwischen den auf dem zweiten Wege 
t 3, ".... 3 ' • h GI · h 

aus den Gleichungen (10) und (11) ermittelten Werten von v' 3 ergibt die Laplacesc e e1c ung 

filr Pa, die wir mit L"Os bezeichnen. 
Die Bedingung, dass L' a3 = L" a3 

sein muss führt zur Winkelsummengleichung im Polygon. (Für die Aufstellung der Polygonbedin• 
gungen hiilien wir die kreisförmige Umgehung des Po_lygons _desh~ _gewä~t, ~eil dieselbe bei de_r 
Durchführung der Rechnung in allgemeiner Form die Möglichkeit gibt, fur die La_placesc~en Gl~1-
chungen und die Winkelbedingungen in den Polygonen allgemeine Formeln abzuleiten, wie das m 

den folgenden Paragraphen aufgezeigt werden wird). . . . 
In die Breiten- und Längengleichungen gehen (otp1 - a1) und oe11•2 nnt sehr klemen Koeffi-

zienten ein• das Auftreten dieser Glieder ist dadurch bedingt, dass die Lage des Polygons nac_h 
der Breite [Einfluss von (oq>1 -a1)] und die Orientierung sein~r ersten L~e (Wert _von e11._2) die 
Grösse des Polygonschlussfehlers in der Breiten- und Längennchtung beeinflusst;_ dieser E~uss 
· t t·· li h hr · d (~ro c ) und O(I. gehen daher in die Polygongle1chungen mit so 
1s na ur c se gering un uTl - '-1 1•2 . . . ( ~c ) 
kleinen Koeffizienten ein dass man mit Rücksicht auf die Kleinheit von O(l.1•2 und 0f1 - ui.1 
die diese Argumente enthaltenden Glieder stets vernachlässigen darf; unter o; 1 ist die Ver~esse
rung des auf Grund vorläufiger Untersuchungen ermittelten :V"e1:es vo~ a1 zu __ verstehen. G~eder, 
die die Längenfehler ö).. und die Grössen v enthalten, gehen m die Bre~ten-, Langen- und Winke!• 
summengleichungen überhaupt nicht ein. Die Breiten- und Längengle1ch~gen enthalten als~ die 
Axgumente ~s ~s ~s und os sowie die Azimutverbesserungen oa.2·1• Öe12·s• oe13,2, O(l.3.4, 

u 1 • 2• u 2 • 3, u 3 • 4 4. l V . h 
o«,.

3 
und öa. . wobei der Koeffizient von öa2 •3 dem von O(l.2·1 mit umgekehrtem orzeic en 

4 1' d ~ d oct. mit umgekehrten 
gleich ist , der Koeffizient von 0'¾.4 dem von oa3 •2 un von ua,..1 em von. 4,3 

Vorzeichen gleich sind. Die Breiten- und Längenbedingungen können also m folgender Form dar-

gestellt werden: 
Aq, = lli os1 •2 + a2 os2•3 + a 3 os8 . , + a4 os,.1 + 

+ a
6 

(o(l.
2

, 1 -o(l.2'3) + a8 (öa3 •2 - oa3• 4) + a7 (oe14-3-oe14, 1) 

Al = b1 os1•2 + b2 os2 •8 + b8 os8 ., + b, osM + 
+ b

5 
(0(1.2.1 - oe12,s) + be (0as•s- o(l.3.4) + b1 (oe1N -Öa4,1) 

(14) 
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A7 und .il stellen hierbei die Absolutglieder dar. 
In die Winkelsummengleichung geht mit einem kleinen Koeffizienten das Argument (öcp1-!1) 

ein (weil die Lage des Polygons auf die Winkelsumme Einfluss hat); die Verbesserungen ös, ÖA 
und die Grössen v kommen aber überhaupt nicht vor; in diese Bedingung sind also nur die Ver• 
besserungen der Azimute und der Gegenazimute sämtliche r Linien des Polygons einzuführen, wobei 
die Verbesserungen solcher Azimute, die einen \Vinkel des Polygons bilden, in der Gleichung Koef
fizienten reit gleichen Absolutwerten, aber entgegengesetzten Vorzeichen haben. Die allgemeine 
Form der Winkelsu..m.mengleichungen ist daher: 

wobei die Koeffizienten e1, e21 e3 und e, praktisch untereinander gleich angenommen werden kön
nen; At ist das Absolutglied. 

In die Laplaceschen Gleichungen gehen ein: (öcp1 - !1), v1, die Verbesserungen der Azimute 
und Gegenazimute sämtlicher geodätischer Linien, die bei der Aufstellung der Laplaceschen Glei
chungen zur Übertragung benutzt wurden und die Verbesserungen zweier astronomischer Längen 
(des Punktes P, und des Punktes Pi)· · 

Nach der Aufstellung der Polygon- und der Laplaceschen Gleichungen wird die Verbesserung 
0<1, des astronomischen Azimuts einer jeden geodätischen Linie durch den Fehler, mit dem das 
Azimut der entsprechenden Ausgangsseite des Teilstücks 1.0. bestimmt ist, sowie den Richtungs
fehler der gegebenen geodätischen Linie ausgedrückt. Bezeichnet man den Fehler der im Punkt P, 
erfolgten Azimutbestimmung für die erste Seite des Triangulationsteilstücks mit ö,•) und die Rich• 
tungsverbesserung für die geodätische Linie von P, nach P„ mit v, . ., so hat man 

(16) 

Die für sämtliche geschlossenen Triangulationspolygone gebildeten Gleichungen (14) und (15) 
werden zueammen mit den Laplaceschen Gleichungen aufgelöst, die in der o. a. Weise für jede 
geodätische Linie des Netzes aufgestellt werden. Indem man diese Auflösung für sämtliche Poly
gonbedingungcn und Laplaccschen Bedingungen im Zusammenhang ausführt, verbindet man da
durch augenscheinlich die Ermittlung der Verbesserungen rein geodätisch bestimmter Grössen, 
d. h. der Abstände s und der von den Polygonlinien eingeschlossenen Winkel, mit der Ermittlung 
der Verbesserungen der astronomischen Azimute. Mit anderen Worten: Die Fehlerfortpflanzung, 
die unvermeidlich wäre, wenn die Ausgleichung nur auf die Polygonbedingungcn beschränkt würde, 
wird bei einer solchen Rechnungsweise durch die F eststellung der Azimute aus den Laplaceschen 
Bedingungen reguliert. 

In die Polygonhedingungen und die Laplacescheo Bedingungen gehen die Verbesserungen 
der Grössen <1,, A, der Richtungen der geodätischen Linien und der Strecken s ein. Daher is t zur 
Auflösung der betreffenden Gleichungen die Kenntnis der relativen Gewichte dieser Grössen erfor
derlich. Diese Frage soll im folgenden Paragraphen behandelt werden. 

Es muss darauf hingewiesen werden, dass die Gedankengänge H elmerts nicht allein auf die 
Ausarbeitung des angegebenen Verfahrens zur Aufstellung der Bedingungsgleichungen für ein astro
nomisch-geodätisches ~ etz gerichtet waren. Er führte in die Gleichun.gen (8) auch noch solche 
Glieder ein, die von den Verbesserungen da und de der grosscn Halbachse bezw. der Abplattung 
des Ellipsoids abhängig sind. 

In die Laplacesche Gleichung gehen dann auch die Glieder mit da und de ein; dabei werden 
die {oipl - a1), V1, da und de enthaltenden Glieder von H elmert gewissermassen als Bestandteile 
der Absolutglieder der Gleichungen behandelt, obgleich sie besonders geschrieben werden und bei 
den Zahlenwerten der betreffenden Koeffizienten die Grössen {6f1 - a1), v1, da und de als Fakto
ren erhalten bleiben. Darum erhält Helmert die Korrelaten der Bedingungsgleichungen in der Ge
stalt von Funktionen der Absolutglieder und der (071 - !1), v1, da und de enthaltenden Glieder. 

•) In 81 geht-wie leicht einzusehen-auch der Fehler ein, mit dem du unmittdbor beobachtete astrono• 
mische Azimut ouf diese Seite der Triangulation übertragen wurde. 
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werden die mit diesen Korrelaten berechneten Verbesserungen der astronomischen Längen, Ebenso . . . . , die Verbesserungen der Azimute, Wmkel und Abstände m den Polygonen auch als Funktio• 
:::eder Absolutglieder und der (ö,;1 - a1) , v1, da und de enthaltenden Glieder erhalten. 

Diese Verbesserungen werden eingeführt: in die Gleichungen (9,a), (10,a.), (11,e); in die 
UJDgewandelten Gleichungen (9,b), (10,ß) und (11,f), deren rechte Seiten mit !a' und v3' b~zeichnet 
wurden ; in die früher umgeformten Gleichungen (9,c), (10,r) und_ (11_,g), deren rechte Seiten mrf 
e, und vc' bezeichnet wurden, usw. Auf solche Weise erhalten wir em Sy s tem von Lot · 
'"'b 1 k u n g e n • e v e v e v die auch als Funktionen der Absolutglieder und der a e D • '-!• 2• '-J• a, • · •, C.n, n, . _ a ) v , da und de enthaltenden Glieder dargestellt sind. Für das System der Gleichungen, 
(o~i den:; si~h die Ausdr!icke für a1, v2, a3, vs,- .. , a, vn ergeben, führen wir die Bezeichnung {LW) 
::. Hat man bezüglich der Ausmasse und der Orientierung des Ellips~ids, also der von der Wabl 
der Elemente ai und v

1 
abhängigen geodätischen Ausgangadaten, ge~isse Anna~m~n gema?ht, so 

• d damit die Lotablenkungcn in allen Laplaceschen Punkten bestunmt; zugleich auch die Ver
::sserungen der Azimute, Abstände und Winkel in den Polygonen der Triangulation. 

Die Grundidee Helmerts bestand also darin, a u f G r u n d d e s G e s a m t m a t e r i a I s 
d Triangulation und aller di es bezüglichen astronomischen Be 
s te ( m m u n g e n und der in der angegebenen Weise ausgeführten Ausgleichung des Netzes die Ver• 
besserungen als Funktionen der Unbekannten (ö'.?1 -a1), v1, _da_ und de darzuste~en, - um aut 

1 he Weise ein System von Lotablenkungen zu erhalten, die im System der Gleichungen (LW) so c h · H" ' als di A l . h ebenfalls als Funktionen von (öip1 - !1), v1, da und de erse emen. 1er ist o e usg e1c ung 
der Triangulation eine Angelegenheit von s e k u n d ä r e r B e d e u t u n g, der Hauptzweck be
t ht in der Ableitung der Gleichungen (LW) zur Ermittlung der Grössen ! und '1J für alle La-

~~ceschcn Punkte, wobei allerdings das Gesamtmaterial des astro~omisch-geodätischen Netzes be
nutzt wird, um die wahrscheinlichsten Werte der a und "t) zu ermitteln. 

Aus der zuletzt erwähnten Forderung ergibt sich die Notwendigkeit, sämtliche Laplacescheu 
Gleichungen und sämtliche Polygonbedingungen zu benutzen; aber die ~uflösung dieser Bedingungs
gleichung (nach der MdklQ) erscheint als eine Zwischenaufgabe, _die zur Lösung der Han_pt• 
aufgabe gehört. Eine andere Möglichkeit zur s t r e n g e n Ermittlung der w a h r s c h e 1 n• 
1 i C h s t e n Werte der a und "tJ ist nicht vorhanden. 

In den erwähnten Gleichungen (LW), die nach H elmert zur Ermittlung des Systems der ~ 
und "tJ benut~t werden, gibt es für jeden Laplaceschen Punkt zwei Gleich~ngen für_ v: eine ~ er
selben ergibt sich aus dem Vergleich der Längen, die andere aus dem Ver~leich de~ ~ute [ dieses 
entspricht den zwei früheren Gruppen der Gleichungen (10) und (11)]; diese zwei Gleichungen für 
v in einem gegebenen Punkt müssen vollkommen i d e n t i s c h sein. Daher hat man im ~yste~ 
der Gleichungen (LW) für die folgende Rechnung für jeden Laplaceschen Punkt nur zwei Glei
chungen beizubehalten ; eine für ! und die andere für v. 

Durch Auflösung der Gleichungen (LW) unter der Bedingung des Minimums der Quadrat
summen der a und "tJ erhält man die wahrscheinlichsten Werte der (öl'1 - ,J, vJ, da und de. 
Darauf ergeben sich die geodätischen Ausgangskoordinaten aus den Formeln 

Bi = 1P1 - a1 + 0?i 
Li = ),1 + OA1 - V1 

Ai·2 = «1·2 + Ö-X1·2 -v1 sin IP1· 

Nach der Ermittlung der (ö7
1 

- , 1), v., da und de berechnet man, wie bereits erwähnt, 
aus den Gleichungen (LW) die entsprechenden Werte a und "t); andererseits erhält man die ".' er• 
hesserungen sämtlicher Azimute, sämtlicher Winkel und Seiten im etz (wobei angenommen wird, 
dass dasselbe aus den die benachbarten Laplaceschen Punkte verbindenden geodätischen Linien 
gebildet sei). Man hat dann nur noch mit den Ausgangsgrössen B1, L1 und A1 •1 auf dem Ellipsoid 
niit den Ausmassen a + da und e + de und mit den verbesserten ,vinkeln und Abständen die 
geodätischen Koordinaten und die Azimute der Laplaceschen Punkte des Netzes zu berechnen. 
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Die angegebene Art der Auflösung der Gleichllllgen (LW) ist nicht die einzig mögliche. 
Helmerts Bestrebungen zielten darauf hin, solche auf einen und denselben Ausgangspunkt bezogene 
Gleichungen (LW) für ganz Mitteleuropa zu sammeln, um auf diesem Material weitere wissen
schaftliche Untersuchungen aufhauen zu können. 

§ 3. Bestimmung der geodätischen Ausgangsdaten und der Ausmasse des Bezugsellipsoids 
für das zu vermessende Gebiet. 

Für die Lösung geodätischer Aufgaben hat man inbezug auf die Wahl der Ausmasse des 
für den zu vermessenden Staat am besten geeigneten Ellipsoids eine ziemliche Freiheit. Wenn 
nun aber jeder Staat tatsächlich in der geodätischen Praxis sein eigenes Ellipsoid mit besonderen 
Abmassen einführen würde, so würde wes zu ziemlichen Unzuträglichkeiten führen. Deshalb soll 
man sich in Ansehung der Aufgabe bei der Auswahl des bestgeeigneten Ellipsoids darauf beschrän. 
ken, zu bestimmen, welches von den anerkannten Ellipsoiden (Bessel, Clarke, Hayford) sich am 

besten für den zu vermessenden Staat eignet. 
Für we UdSSR. insbesondere ist zu entscheiden, ob man das Hayfordsche Ellipsoid über. 

nehmen oder ob man an dem bisher in der UdSSR. und in Europa gebräuchlichen Besselschen 
Ellipsoid festhalten soll. 

Ausserdem darf darauf hingewiesen werden, dass die Bestimmung der Abplattung des El
lipsoids durch die Ausgleichllllg der Lotabweichungen nicht zuverlässig ist, insbesondere wenn hierzu 
astronomisch-geodätische Netze in mittel-nördlichen (mittleren) Breiten verwendet werden. Auch 
bei der Bestimmung der geodätischen Ausgangsdaten hat man eine beträchtliche Freil:teit; die Ein
führung topographisch-isostatischer Reduktionen in d~n astronomischen Breiten, Längen und Azi. 
muten hat bei der Lösung weser Aufgabe eine unvergleichlich grössere Bedeutung, als die Aus
nutzung nicht nur der astronomischen Breiten und Längen, sondern auch der astronomischen Azi• 
mute auf den astronomischen Punkten. 

Die Ausnutzung des gesamten Materials der Triangulation, dh. aller ihrer geodätischen Linien 
mit der dabei unvermeidlichen Ausgleichung nach bewngten Beobachtungen kann bei neuzeitlichen 
Triangulationen I.0., selbst wenn sie bedeutende Ausdehnung haben, in den Grössen a und "fj le• 
diglich einen Einfluss von einigen Zehntelsekunden (weniger als 0,5)" ausüben (insbes. wenn eine 
vorläufige Ausgleichung der Triangulationsreihen in Teilstücken durchgeführt worden ist). Selbst• 
verständlich können, weil die rein örtlichen Einflüsse in den Grössen ; und "fj Lotstörungen im 
Mittel bis zu ± 1,8" ausmachen, diese Unsicherheiten von± 0,1" - 0,4" vernachlässigt werden. 

Beabsichtigt man bei der Bestimmung der Ausmasse des Ellipsoids und der geodätischen 
Ausgangsdaten keine genaue Bestimmung der Lotabweichungskomponenten, so kann die Lösung 
wesentlich vereinfacht werden. Verzichtet man bei der Lösung der Aufgabe für das Gebiet der 
UdSSR. auf die Bestimmung der Abplattung, so kann man einfach die Besselsche Abplattung bei• 
behalten. Dadurch wird die Umrechnung aller früheren Triangulationen, die d11rch die Neubestim• 
mung der grossen Halbachse erforderlich wird, wesentlich vereinfacht, andererseits erübrigt sich 
auch die Aufstellung neuer geodätischer Tafelwerke. 

Zur Lösung der gestellten Aufgaben sind die geodätischen Linien nicht erforderlich, die die 
Polygone schliessen. Diese geodätischen Linien wenen lediglich zur Kontrolle der Übertragung 
der Koordinaten. Schliesslich kann man in dem angestrebten Sinne-wie schon bei der Ausglei• 
chung der Teilstücke erläutert wurde-auf die freien Glieder in den Azimutbewngungen und auf 
die Ausnutzung der Laplaceschen Bedingungen sowie auf die Gegenüberstellung der astronomischen 
und geodätischen Azimute verzichten, wenn man für jeden Laplaceschen Pu.nkt lediglich die astro· 
nomischen und geodätischen Breiten und Längen gegenüberstellt. 

Aus der Ausgleichung der Teilstücke der in Abb. 1 dargestellten Triangulation erhielten wir 
die Längen s1.2, s2 . 3, s3 •4, ••• , s19. 20 der geodätischen Linien P 1P 2, P 2P 3, P 3P 4, ••• , P 19P 20 und dil 
Winkel zwischen diesen Linien bei P 1, P 2, P 3, P 4 ••• Damit berechnen wir ausgehend von P1, wo~ 
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die astronomische Breite ft und die astronomische Länge )..1 als Ausgangsdaten angenommen werden, 
und mit dem astronomischen Azimut cx.1 • 2 die geodätischen Koordinaten aller Laplaceschen Punkte 
p

2
, P

3
, P 4 • • , P24., aber ohne die Polygone zu schliessen. Wir führen also z.B. die Koorwnaten

berechnung in folgender Weise aus: 

P1 P 2, P 2P 3, P 3P 4, P 4P 5, P 5P 1a, P 13P 12, P 12Pu, P 3P 9, P 9P10, P 6P 6, P 6P 7, P 7P 18, 

P1sP1,, P11P1a, P5Pu, P1,P1s, P1P19, P19P20, P,P21• P21P22, P11Pw P2,1P23, P1P~. 

Damit benutzten wir die in Abb. 1 durch Doppelstrich (ausgezogen und punktiert) angege• 
benen Linien (P10P11, P15Pw P 7P 8, P 20P 21, P 22P 28) überhaupt nicht. (Praktisch verproben wir je
doch we Koordinaten der Punkte Pu, Pw P8 , P 20 und P 22 durch Übertragung mit P 10Pn, P 15Pw 
p

7
P

8
, P 21P 20 und P 22P 23; die dabei erhaltenen Ergebnisse werden aber in der Folge nicht verwertet). 

Die hierdurch erhaltenen geodätischen Koorwnaten B0
n und L 0

n des Punktes Pn unterschei• 
den sich von den entsprechenden astronomischen Koordinaten (fn und An infolge: 

l} der Fehler in den Ausmassen des gewählten Ellipsoids; 

2) der Lotabweichnngen im Ausgangspunkt P1 ; 

3) der Lotabweichungen im Punkt Pn; 

4) der Fehler in den geodätischen und astronomischen Beobachtungen. 
In der Folge bleiben die Fehler in den geodätischen und astronomischen Beobachtungen 

zunächst unberücksichtigt; bei der Bestimmung der Ausmasse des Ellipsoids wird lewglich eine 
Verbesserung da für we grosse Halbachse bestimmt. 

Wir bezeichnen, wie in § 2, die geodätischen Koorwnaten und die geodätischen Azimute, 
die nach der Verbesserung der grossen Halbachse um da und nach der Verbesserung der astrono
mischen Koordinaten und des Azimuts in P1 (mit denen die vorläufigen Koorwnaten B0 und L 0 

von P1 aus berechnet wurden) um den Betrag der Lotabweichung in P1 erhalten werden, mit 
B, L und A. 

Dann ist 
Bi + al = B\ = cp) 

Li +.,.,1 sec Cf>1 = L0
1 = A1 

A1·2 + '111 tgf1= A °i-2 = cx.1·2 l (17) 

Wir müssen also zum Übergang von B0 n auf Bn und von L0 n auf Ln die Verbesserungen der 
Ausgangsbreite d(f = - a1, der Ausgangslänge - '1)1 sec tp1 und des Ausgangsazimuts - 7/t tg <p1 be
rücksichtigen und schliesslich noch die Verbesserung der grossen Halbachse um da beachten. 

Mit der (angenommenen) geodätischen Linie zwischen Pn und P1 wird: 

dBo B Bo 1-n, 1,n + d ) n = n - n = - Pi t;i - P4 "/j1 tg Cf>1 Ps a 

Lo L Lo l·nl 1,n d d n = n - n = - .,.,l sec Cf>1 - q1 '-1 - q4 'JJ1 tg 'Pi + 9s a 
(18) 

Die Bedeutung der Koeffizienten Pi, p4, q1 und q4 in (18) wurde in (2) § 2 angegeben•), 
ausserdem ist 

•) Hierbei sind die Zeiger „n - 1" durch nl" ersetzt! 
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wobei 
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Diese Koeffizienten werden in folgender Tabelle zusammengefasst: 

1. s1,ncosA0 n•t 
q "=----~ 

4 Nn COS cpn 

pl•n = s1 .n cosA
0
n•t 

s asin l" • Mn 

l•n _ S1 •n sin A 0 n•l 
q5 - N . l " a n COS cpn SlD 

Durch Subtraktion der Gleichung (18) von cp" bezw. An erhalten wir: 

Hierbei ist 

cpn - Bn = + a" 
An - Ln = + 7),, sec cpn · 

Zur Vereinfachung schreiben wir noch: 

a ( B 0) + l•n ~ + 1,n pl•n da 
n = cpn - n Pi '-1 Pt tg cpl • "IJ1 + 5 -

a 

'1l ( ' L 0) coscpn l•n t 1-n Ql•n da 
·1n = "n - n COS cp0 + "IJ1 -- + ql COS Cf'n' '-1 + q4 tg Cf'1 COS Cf'n · "IJ1 + 5 - , 

~~ a 

Ql•n _ 
5 --

s1 .n sinA 0
n . 1 

N" sin l " 

Mit den Bezeichnungen (7) § 2 wird: 

P l•n Ml 1 l•n 
1 = - - cos "1.. n = - p 1 ; 

Mn 

Mn sin l" 

(19) 

(20) 

{21) 

Mit (20) und (21) erhält man für a und -~ die endgültigen Ausdrücke (22): 

) Pl•n t pl•n + pl•n da an = ( <f>n - B0 
n - 1 <ol - , tg <f>1 • "IJ1 5 -

a 
l•n ( l•n COS <f>n) Ql•n da "l)n= (>-n-L0 n)coscpn-Sl a1 - s, --. - "1)1tgcp1 + 6 -

sincp1 a l (22) 

Mit diesen Gleichungen, die für die Punkte P2, P 3, P, .. . Pn aufzustellen sind, müssen noch 

die Gleichungen 

für Punkt P1 verbunden werden. 

Zur Aufstellung dieser Gleichungen müssen die geodätischen Linien P1P2, P1P8, P1P,,. • •, 
p

1
p

1
5" . . , P

1
Pn ... und die zugehörigen Azimute und Gegenazimute berechnet werden, wobei man 

eich auf eine geringe Genauigkeit, die lediglich für die Berechnung der Koeffizienten P1, P,, P6 , 

S
1
, S, u. Q

5 
ausreicht, beschränken darf. Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt nach den Glei

chungen (20) und (21); damit erhält man dann folgendes Gleichungssystem: 

P
1.s pi,sda 

- , tg <p 1 ' "IJ1 + 5 -
a 

S1·3 (s1•8 cos cp3) Ql•S da "1)3 = (A3 - Ua) cos cp3 - 1 al - & --. - tgcpl' "IJ1 + 5 -
. SlD <pi a 

. . . . . . . . . . . . . . . . 

P t•n pl•nda 
4 tg cpl • '1/1 + 5 -

a 

Sl•n (sl•n coscpn) + Ql•n da '1/n = (>-n-L0 n) cos cpn- 1 al - C --- tg<pl' '1/1 5 -
COS<f>1 a 

(23) 

Als Unbekannte treten hierbei a1, "IJL tg cp1 und da auf. Durch Auflösung des Gleichungssystems (23) 
a 

nach det' Methode der kleinsten Quadt'ate unter der Bedingung, dass die Summe del' Quadt'ate von 

~ und "IJ ( f a2 + F "I)?. ) ein Minimum wird, ergeben sich die Unbekannten da, a1 und "IJ1 und damit 

die neuen Ausgangsdaten: 

B1 =<f>1- a1 = B\- t 

L1 = >.1 - 7)1 secq,1 = L0
1 -'1)1 sec cp1 

A1·2 = ~1·1 -"1J1 tg cpl' 

Beachtet man für die Breiten und Längen noch die topographisch-isostatische Reduktion und setzt 
man sie anstelle von a und '1) mit der Bezeichnung f und 7)

1 in (23) ein, so erhält man 
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aa/ = -a1' + a1 
01)1' = -Yj/ 

0a2' = {cp2-a2' - B°z) - PJ·2
a1 

P 1, 3 p 1-s da 
4 tg cp •'l'j1 + 5 -

a 

. ... . ............... . ......... 

P l•n pl•n da 
, tg lf1 • ljl + 5 -

a 

(24) 

Das Gleichungssystem (24) ist wiederum nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzulösen, 

unter der Bedingung, dass die Summe der Quadrate von of und 011' ein Minimum wird. 

Für die derzeitige Triangulierung 1.0. im europäischen Teil der UdSSR. - die noch nicht 

bis zum Ural und Kaukasus vorgetrieben ist-kann man sich vorläufig mit der Lösung der Glei

chungen (23) begnügen, dh. auf die Einführung der topographisch-isostatischen Reduktion ver• 

zichten. Die weitere Entwicklung der Triangulation bedingt die Einführung der topographisch

isostatischen Reduktion und die neuerliche Bestimmung der geodätischen Ausgangsdaten unter 

Beachtung der Gleichung {24). 
Nach Berechnungen des Autors kann aus der derzeitigen Triangulation im europ. Teil d. 

UdSSR. die grosse Halbachse mit einem mittleren Fehler von ± 90 m abgeleitet werden. 

§ ,',. Formeln zur Aufstellung der Laplneeschen Gleichungen. 

(Allgemeine Formeln von Prof. F. N. Krassowsky). 

Bei der Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen gehen wir vom Ausgangspunkt P 1 der 

Triangulation nach P2 (Abb. 3), dann von P 2 nach P3 , von P8 nach P,, von P, nach P5, von P5 

nach P8 und so fort. 

P,v--_____ ~P~2---

P„ 

P, 

Abb. 3. 
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I m einzelnen nehmen wir an, dass die einleitenden Aufgaben des vorigen § bereits erledigt sind 

dass also im Punkt P1 a1 und 11L bereits bestimmt sind. 

Damit stehen auch die Ausgangswerte 

B1 = 1P1 - a1 
L1 = A1 - '1j1 sec cp1 

Al ·2 = a;l ·2 - 1)1 t g <?1 

fest. 
Die Ausgangsdaten B1 und L1 unterliegen keinen Veränderungen mehr. Wir berechnen dann 

mit diesen Ausgangswerten auf einem Ellipsoid mit der gro sen Halbachse (a + da) und der Bessel

schen Abplattung die äherungskoordinaten für die Laplaceschen Punkte, auf die schon im § 2 

hingewiesen wurde, und die mit B 0 „ und L 0 „ bezeichnet wurden. Dann werden ebenso wie im § 2 

die geodätischen Azimute A 0 und die Längen s0 der geodätischen Linien, die die aufeinander fol

genden Laplaceschen Punl."te verbinden, in aller Strenge berechnet. 

Ausscrdem set1.en wir den Fehler Of1 der astronomischen Breite in P1 gleich Null; dies ist 

ohne weiteres angängig, weil dieser Fehler sehr klein ist. Setzen wir daher in den Gleichungen 

(1) § 2 dB1 gleich ull, so gehen die Gleichungen (3) § 2 für Punkt P2 in folgende iiher: 

Da auch L1 als unveränderlich gilt, wird auch dL1 = O. Fiir die Folge set1.en wir j edoch nach (1) § 2 

dL1 = OAi, unter der Voraussetzung, dass ö)-1 ebenfalls Null ist. 

Dann wird 

dB 1,2d + )'2dA l 
2 = Ps 51•2 P4 1·2 

dL2 = q!· 2 
ds1 •2 + q!·2 

dA1 •2 + o)-1 f 
dA2. 1 = r!·2 

ds1 •2 + r!·2 
dA1 •2 

Ferner bat man die Gleichungen (4) § 2: 

dBa = ip2-B
0

2 - a2 + ö-p9 

dL2 = A:i - L0
2- 112 sec (f)2 + O¾ 

dA01·2 oa1·2 

dA0
2·1 = Cl2, 1 -A0

2•1 - 112 tg ,>1 + O!J.2,1 

oder allgemein - unter Ausschluss des Punktes P1 : 

dB,, = cp,, - B
0

,, - ~,, + Ofn } 

dL,, = A,,-L 0 ,, - YJ,, sec<p,, + ö)-,, 

dAn-1,n an - 1,n- A 0 n-1,n- Y/n - l tgcpn-1 + o!J.,, - 1,11 

dAn,n - 1 = Cln,n - , - A 0n,n- 1- 1ln t g f 11 + Öa:,,,,, _ 1 

Wird {26) 10 (25) eingesetzt, so ergibt sich 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
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Hier darf nochmals darauf hingewiesen werden, dass die dritte Gleichung von (26) dA 0
1 . 2 = öah 

und damit natürHch auch die Gleichungen (28) nur unter der Voraussetzung gelten, dass bei de; 
Berechnung der Näherungskoordinaten B0

2, L0
2 fiir den Ausgangspunkt die Koordinaten B1 :::::: 

= cp1 - ~1, L 1 = >-.1 - 111 sec <p1 und das Azimut A1 • 2 = a1 • 2 -111 tg <p1 angesetzt wurden. 
Von den Gleichungen (2ß) gehen wir, wie im § 2, über zu 

, _ ( Bo ) l • 2 ( , 0 ) + " l • 2 i,, 1, 2 i,, 
"'2- <p2- 2 - p3 5 1•2- s 1·2 ocpz - p3 uS1·2 - P, uct1·2 

112 sec cp2 = (>-.2- L0
2)- q!"2 

(s\. 2- s0
1.2) + Ö¾ - ÖA1- q!"2 

öa1 • 2 - q!·2 Ös1.2 

1)2 sec <p1 = (¾.1 -A0
2. 1) cosec <f>2- r!·2 

cosec <p2 • (s\. 2 - s\.2) + 

+ 
i,, 1-2 „ 1.2 i,, 
u¾ .1 cosec <p2 - r, cosec <p2 • oci1. 2 - r 3 cosec <p2 • us1 . 2• 

Mit den Bezeichnungen von (7) § 2, erhalten wir daraus 

~2 = (<p2 -B0
2) + Öcp2 + P!· 2 

(s\. 2- s\.2) + P!· 2 ös1.2 + P!'2 Ö1X1.2 

11a sec <f2 = (A2-L02) + OA2 -ÖA1 + 0!·
2 

(s'1 ·2-s01·2) + 

+ Q
l,2.., + Ql,2 ~ 
3 OS1,2 , C'.X1·2 

Y2 == 112 sec cp2 = (a2.1-A0
2•1) cosec <p2 + R!·2 (s\ .2- s0

1 •2) + 

+ Öa2-1 cosec <p2 + Rf2 Ös1.2 + R!'2 Ö¾,2 

(29) 

Subtrahieren wir m (29) die 2. Gleichung von der dritten, so erhalten wir die Laplacesche 
Gleichung für P2 in folgender Form: 

(a2.1 -A02'1) cosec <p2- (>-.2 - L 0
2)-ö)..2 + 8)..1 + 

(29a) 

Hierin ist 

Rl•2 ol·2 St '2 , - , = - cos- cosec <p2 = - cosrc <p2 , 
R 

Für ein maximales s = 250 ergibt sich, wenn cos ~ = 1 gesetzt wird, ein Fehler von 

l ::!~O öa; dies entspricht in der Laplaceschen Gleichung einem Fehler von 0,0003", der vernachlässigt 

werden darf. 
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Damit wird 

¾·t -A0
2.1 -[(>-.2 - L0

2)J sin <p2- (oA2 - ÖA1) sin<p2 + oa2.1 - 0,.2 = O. 

Allgemein schreiben wir die Laplacesche Gleichung in folgender Form: 

Öct2.1 - öa1.2 -Ö¾ sin cp2 + ö).1 sin <p1 + (a2•1 - A0
2.1)-(a1 . 2- A1.2) 

- (¾- L09) sin<p2 + (X1 - L 1) sin cp1 = 0. 

Für Punkt P 3 ergibt sich nach den Gleichungen (9), (10) und (11) § 2: 

~s = (<p3 - B
0a) + Pi'3 

(<p2-B02) + p:·3 
(s '2•3 - 502-a) + p;·3 

(a2.3 - A 02,3) + 
+ Pt3 (Ö<p2 - ~2) - P !.3 Y2 + p:·3 Ö•2•3 + P!'a Öaz·:i + Ö<ps 

Ya = (As-Az) - (L0s - L 0 2) + o:·
3

(cp2 - B 0 2) + o:·
3 

(s'2·a - S02-3) + 

+ Q!'3 
(ctz,a - A

0
2-3) + OA3 - OAz + Q:·3 

(0<p2 - ~2) + Q!·S Y2 + o:·3 052•3 + Q!'3 öa2·3 

Y3 = (<X:J.2- A 0
2.3) cosec <p3 + R:·3 

(<p2- B0
2) +R!'8 (s'n - s0

2 •8) + 

+ R2.s ( Ao ) + !> + Rs.2 ( !> t. ) R2.3 R2.s... 2.a !> , ¾-a- 2•3 cosec <ps' oer.3•2 1 ucpz - '-2 - 2 Y2 + a 0 •2•3 + R, uctz·s· 

(30) 

E · hi · (!> t. ) und v durch die entsprechenden Ausdrücke gemäes der rsetzen wu erm u<p .i - '-2 ll 

ersten und dritten Gleichung von (29), so erhalten wir 

2 3 ) pl•3 pl.dl ( , o ) + ;3= (q,3- B0
8) + P 3 ' (s'2·s-S02·s - 1 a S1·2-S 1·2 

+ P!·S (¾·a-Ao2·a) + Öfs+P!'sös2·a-P:·3 P!•ll Ös1·:1 + 

+ p!·3 Ö¾.3_p~· 3 P!'2 
01X1.2 -P:· 3 (an -A0

2 •1) cosec fs-
2 3 p2·3Rl•S i,, 

- P!· 3 R!' 2 (s'
1

•2-s0
1.2)-P2 . cosec<p2 • Ö'ls·1- 11 a us1·1-

n2·3 R1.2 .... 
- .c 2 t O(Xl · 2 

28 11·3 Bo) o2·3pl•2(, so ) • V3 = 00).: - Ql (<p2 - 1 - 1 8 S1•2 - 1·2 T 

+ ÖA3-ÖA2- Q!·3 P!' 2 Ol1·2 + o:· 3 OSz.3 + o:·
3 

O(X2·a- (31) 

- Q!.s P!.2 Ö'.X1•2 + 0:·s oo;·2 + Q;·s cosec <p,· ö-x2·1 + 

+ o:·s .R!·2 a :1·2 + o:·s R!·
2 0'.X1 ·2 

Ya = 00!·3 -R:·3 (<pJ- B0
2) -R~·3 

P!·
2 

(s\,2-s\.2) + 

Ri.3 pl•2 s, 111 .3 pl•2 c3a + 
+ cosec <p3 • Ö¾.2- 1 a u;1•2-.... -i " 1·2 

+ RS•Si,,s + E.söa: a_nt•3oo~·2_.R!·3cosectp2•Ö¾·1-
• u 2·a , 2· .... ~ 

2,3 l ,S R2,3 Rl,2 !> - R2 R; Ös1.2- 11 , ua1·2 

Hierin bezeichnen: 

oon-1,n = (An - An- 1) -(L: -L:_1) + Qn-•t,n (fn-1-B:_1) + 

+ o ; - 1·" (s:_ 1,n-s:- 1,n) + Q, (an-1, n-A~1.n) 

u>;;---1•" = (an, n-l -A~. n-1) cosectpn +Rr-1
• n ('Pn-1-B:_ 1) + 

1 n I o ) + Rn-1, n (IX A o ) +R;-· (sn-1,n - Sn-l ,n , n-1,n- n- 1,n 

s 
2 s I! s · d Näherung cos -R = 1 R; -Q.- = -cosec<p3 ••• IWt er 

R2.s + o•u = 1-s~f2 
2 2 S1D f3 

112.s 
0

2.3 _ _ • z ( 1 _ sin 'Pa)= -sin 11.3 cot g <p8 
.... '1 - 1 - sm '1!·3 sin cp

3 
cos <p3 cos<pa 

llnter Vernachlässigung der Grössen e1l. 

(32) 

(34) 
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Damit sieht man, dass in (33) der allgemeine Koeffizient bei ö-x1 . 1 gleich ist 

• wenn die Glieder mit ~ vernachlässigt werden. 
R' 

Der allgemeine Koeffizient von Ös1 . 2 (oder von s\.2-s0
1.,) ist 

. cos A1. 1_(l- sin cp2) sinA1 . 1 = 
sm '1.acotgcp3· M . l" . NA. l"" 

2 SlD 81D <p3 t olD ..,os <?t 
s11• 3 sinA3 •1 cosA1 • 1 -4- s1 • 3 cosA1 • 1 sinA2 • 1 = 
N1M1 sin l " . sin cp3 ' M1 N1 s in l " sin cp3 

s1 •1 sin(A3 • 2 -A1 - 1) 

N1M 1 sin l " sin cp3 

. s• . wobei wiederum die Grössen nut - vernachlässigt wurden. Für ös = 3 ni wird der Einfluss des R' 
Gliedes mit ös1 . 1 kleiner als ± 0,003". 

Deshalb darf die Gleichung (33) in folgender Form geschrieben werden: 

(cx3 • 2 -A:.1) cosec cp1·-cosec' cp8 • (cx, .,-A;.8)- [(>..3 ->-t) - (L0
8 - L 0

1)] 

- (l - s~cp•) coseccp2 • (cx,.1 -A;.1)-ö>..,+ö>..2+ 
sw <pa 

( 
sin <p8 ) 1-+ cosec cp3 • öixs. 2 --cosec cp8 • 0 112 • 3 - 1--.-- cosec <p2 • ua2 • 1 + 
SlDCfa 

+ ( cosec cp1 - cosec cp8) öt1i • 2 + 

+ s2 •8 sin(A~.3 -A~.1)(, 0 ) - O 
S 1 • .-S 1 • II - • M N . l" . 2 S 81D SlD <p3 

Damit erhalten wir die endgültige Form der Laplaceschen Gleichung für P3 : 

Ö!X3 • 1 - öix2 . 8 + (1- 8
~ Cfs) (o!l1 •1 - Öix1• 2)-(ö>..3 -ö~) sio ip3 + 

SlD <j)z 

+ { (cx,.,-A0s-2)-(cx2•a-A01·a) + [(ct2-1 -A0 2- 1) -(cxi-s-A1,2)] (1- 8
~ <pa )

SlD Cft 

- [(>..3 -~)-(L0
3 - L 0

1)] sin <p-:} + (>..1 -L1 ) ( 1-
8

~ <ps) sin cp1 + 
SlD <ps 

+ (1 sincps) . 1-, + s2. 8 sin(A01·a-A
0
1,1) (, _ 0 )-O - -- SlD (Pl Ul\l S l•I S 1•2 - • sin cp2 ' M,N1 sin l " 

(35a) 

(35) 

Die Gleichung (35) gilt allgemein, sodass sie die allgemeine Form für die Laplacesche Be• 
dingung für beliebige Punkte darstellt, umsomehr als a0

1. 1 immer s\.2 gleichgesetzt werden kann. 
Für den Punkt P, erhalten wir für v 

v, = wt' + ö>..4 - ö>..s + Q~'' ( öcp3 - ~8) + Q:·• v3 + Q!'' ös3 ., + Q:·• ö11a., 

v1 = w!·' + coseccp4 • öix,.8 + Ki·' (&p3 -~1)-~·• v3 + .R!·' Ös3 . , +R!·' ÖtXs·•· 
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Werden hierin ~3 und v1 durch die 1. und 3. Gleichung von (31) ersetzt, so wird 

v, = wi'' + OA,1-ö>..J-Q!·' [(<p3-Boa) + p:·8 (s'1·a-So1·a)-P:-a P!·2 (s'1·2-So1·2)]

- Q~'' [P!·1 
(~. 3 -A0

2 •8) + ,ra·3 ös2 . 8-Yi.8 P!·1 öyt.2+ P!'3 ö~.,-P:·3 P!·1 o!l1 •2]-

- Q~·• [P:·3 
cosec<p2 • (cxn - A 0

2 • 1) + p:·3 R!·' (s\.2 -s01'1) + 
+ P l , 3 <> + p2•3Rl•ll 1- pl•8Rl,I 1- ] 2 coseccp3•u!¼·1 1 a us1·2+ 1 , u!X1·1 + 

+ Q!·' [w!·' - R:-a (cp2 - B0
2)-~-s P!·1 (s'1.2-s0

1.1) + cosecq,3 · öcx,.1-

- R:·3 p~·•os1.1] + Q:·• [ - R!·3 P!·10,x1.2 + .R!'8 6s2.8 + R!·3 öix2.3- R!'3 w~·2 
-

~1-s 1- ~2.aR1.1 ö .R2.aR1.2 1- ] Qa., ~ Qs., 1-- .. 'I cosec q,2 • ur;. 1 - .. 't 8 ~1 •1 - 2 , u!l1 •1 + 8 as3 .• + , u!l:·•• (36) 

(37) 

Wir subtrahieren nun (36) von (37), wobei wir die Beziehu.ngen (34) (unter Vertauschung 
der Indizes) benutzen. 

Der allgemeine Koeffizient von 6s1 •1 wird: 

-sinl,., cotgcp4 (P~·• p:·• + p:·3 R!·') + ( 1- s~<p3
) (R~-a P!'' + R:·3 R!·') = 

810 <p4 

sin 18 ., cotg cp, cosA2 . 1 sin cp, - sin cp8 sin cp2 sinA1 •1 = + • II - • -.- • II -M sin l 8il1Cf>• sw cp8 N sm l coscp2 

s8 ., sinA8 . 4 cosA1 •1 -
M3N:1 sin l " sin cp, 

Der allgemeine Koeffizient von ös2 •8 wird: 

. l cosA1 •2 ( sin cp3) sinA8 •2 sm 
8

•
4

cotgcp
4

• __ __;;__ 1--- ___ __;;_.;::___= 

M 3 sinl" si.o.q,4 N 3 sio l "cos<p3 

s3., sinA1 . , cosA8 . 1 -
M 8 N 1 sin l " sincp4 

s8 . , cosA3 ., sinA8 •2 s8 .~ sin (A8 ., - A8 •2) 

M 3 N3 sinl"sin cp, = M 3 .N8 siol" sincp4 

Der Koeffizient von ös8 . , wird Null. 
Der allgemeine Koeffizient von Ö!X1. 1 wird: 

- sin Z,., cotg cp1 (P:-s P!·2 + p:·1 R!·~ + ( 1- 8
~ <?a) (R:·3 P!·1 + R!.a R!·~ = 

Slll cp1 

= ( 1-
8

~ cpJ) ( cosec cp8 sin cp2 cosec cp.) = cosec cp3 - cosec <p4• 
81DCf'4 

Der allgemeine Koeffizient bei 6~.1 wird: 

• 1 ...s.a + (R'·' + Qs.,) Rt.a -sm,.,cotg<p,r1 coseccp2 1 2 2 coseccp2 = 

( 
sin<p3) = - 1-ain cp~ cosec cp8 sin cp3 cosec_cpl=-(cosec cpr-eoseccp4). 
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oder 

Der allgemeine K oeffizient bei Öi:t1 . 3 wird: 

cosec cp3 - cosec cp,. 

Der Koeffizient bei OGta·z wird: 

- 1 - - . - cosec cp3 = - ( cosec cp3 - cosec <p4}. ( 
sin <p3) 

Slll <p4 

Der Koeffizient bei öa
3
., wird- cosec t:p.a; damit wird die Laplacesche Gleichung für P,: 

oo!'' - oot'1 - (R!'' - Q!'') [(cp3 -B0
8) + 

+ P!.s (s'2·s - s02·1) -P~-3 P!.2 (s'1·2-S01,2) + r,·8 («.-,-Aoa,,)] + 
+ (R~·'-Q!'') [P!"3 cosec<p3 • (a..1 -A0

2.1} + p:-s R!"
2 
(s\.8-a\.1)] -

(
nl·' + Qs''} { 2.3 ...2,8 ( Bo) R ll•B pl •2 ( , 0 

} R l•S 1,1] + - .l'2 s 00a - .K1 <pJ- 2 - 1 a 8 1·•-s 1•11 - 1 11>« 

+ cosec <p~ • öi:t,.
1
-cosec cp4 • öa8 ., - (cosec cp3 - cosec <p4) öa8 •2 + 

+ (cosec cp
8
-cosec<pJ &;. 8 - (coaeccp3 -coseccpJ öc;.1 + 

s3-4 sin (A3-4-A8 . 1),.. 
+(coseccp3 -cosec<pJo«s-i+ M.'f\J . ,, . os,.1 + .,.. 1 sml sm <p, 

+ 
s:1'4 sin (As,,-A2,1) ös -ÖA + ö).. = 0 

M N 
. l " . 1·1 , 3 , 

8 8 sm sm cp, 

Unter Vernachlässigung der Glieder, die einen Fehler bis 0,01" bewirken, kann die Lapla• 
cesche Gleichung endgültig in folgender Form geschrieben werden: 
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öa, .
8

- öi:t
3

. , + (1- 8
~ cp4) [ (öa..1 - öi:t2•8) + ( ort1 •1 -öexi .11} + ÖA1 sin cp1 ] 

sin <p8 
-(ö)., - ÖAs) sin q,, + (tt,.8 -A

0
,.3)-(a8., -A

0
1 .,) + 

+ (1-s~q,,) [(aa-1-A0 a-1)-(C¼·a-A0 1-a) + (Gl1-1 -A
0
,-1)-(<X1•1-A1,1) ] 

sm <p3 

-{(A, -As)- (L 0 , - L0
1
}] sin cp, + 88

'~ sin (A.0
,., -A.0

, .,) (s's·a-S
0

1-a) + M 1N8 sml" 

+ (1-s~qi, ) (A
1 
-L

1
) sin qi1 + 53

·~ ,, sin (A0
1., -A0

1 . 1}(s\.1 -s\.1 ) = O. sm cp
8 M 8N1 sm 1 (38) 

Damit wird für den Punkt Pn, wenn die Übertragung der Koordinaten längs der Linien 
p

1
P„ P1P

8
, PaP,, . • ., Pn-1 P„ erfolgt, die Laplacesche Gleichung: 

61.Xn, n-1-0I.Xn-1,n + (1- _sin <p.!!_)f\ (Öan-L•-•- OCXn-1,n-1_) + 
SID!f'11-1 

+ (ÖGtn - i,n-a - ÖGtn-s.11-1) + · · · + (oa6., - Öa"6) + (öa,.8 -öcx1 .,) + 

+ (oaa.,-öaz,a) + (öc;.1-oexi. 2) + oA1 sin cp1} -(o)..,. -ö}..11_ 1) sincp,. + 

+ (Gln,11-1 -Ao,.,,._1)-(ttn-1,,.-Ao,._L,.) + 

+ (1 -
5
:~:~J{(ttn-p- a-A0 n-1,11-1)-(a,._1,11-1 - A

0
n-2,11- 1} + 

+ (a,,_,,,.-a-A011-s.n- a)-(ttn-s,n- 1-A0 n- s.n-1) + · · · + 
+ (a"' - Ao5,J - (a.-5-Ao,,5) + (a,,3-Ao,.,)- (aa.,-AoN) + 

+ (tt3,z-A0 a•tl- (c;,s - A0 2•a} + (c;,1 - A 0 n ) - {tt1·1-A1,2} } -

- [ (An - An-1} - (L0 n - L0
,._1)] &in cp,. + (1- _sin <pn ) sin cp1 (A1 - L1) + 

sm<pn-1 

Sn-1,n • Ao o ' + MN . l"sm( n - 1,n-A n- Ln-a)(sn- 2,n-1-Son-2,11- 1)+ 
n n &m 

........... 

(39) 

. Anstelle dieser allgemeinen Formeln können die Laplaceschen Gleichungen auch auf folgende 
WeJAe aufgestellt werden. Wir multiplizieren Gleichung (30) mit cosec q,1 und addieren sie zu (35a) . 

Dann wird für P8: 

cosec <p3 • Ö(¼, 1 - cosoc <p3 • öaz. 8 + cosec <p3 • öaz · t - cosec <p3 • öexi. I - ö).., + 

+ 
"')., + sin<p1+ S9,1 . (Ao Ao (, o o 1 - .- M. 'f\J • l" sm 2-s - 2-1) s 1·2-s 1-1) cosec <p3 + sm cp8 .,. , 1 sm 

+ (aa.1- A0
8

•
1

) cosec cp8 -cosec cp1 (az.8 -A01.1) + coseccp1 • (a2 •1 -A0
1 • 1) -

-cosec <p8 • (ai.1-A1.J-()..,-L 0
8) - (A1 -L1) s~ lFt = 0, 

SlD <pa (39-a) 
oder 

Öaa,2-Öa2'8+ Öa2·1-Öa1·2-ÖAssincpa + ÖA1sin<p1 + ((¼,1-Aoa,2)-((¼,a-Ao2,a) + 
+ (a1·1-A0 2-1) -(Gti-1 - A1,2) -(A:i- La) sinqia + (A1-L1) sin<p1 + 

+ M ;2·~ l " sin (Ao,.,-A1,1) (s'1·1-s01·1) = 0. 
1 1 

sm (40) 
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Die Addition von (37-a) und (39-a) ergibt die Laplacesche Gleichung in P, in folgender Fonn: 

cosoo q,, [ 
+ MNsinl" ~., sin(Ao3., - Ao1·1)+s,.asin(Ao1·1- .Ao1·1)] (s'1·1-s01·1)+ 

+ cosec q,4 • (a,.8 - A0,.3) - cosec q,4 • (a,., - A0
3 .,) + cosecq,,. (a,.1-A0

3 •1)

- cosecq,, · (21 .1 - A0
2.3) + cosec q,, • (c.ta.1 - A0

2 •1) - cosec q,, • (cx1.1 -A1 . .) -

- (>.., - Lo,) + (>..1 - L1) s~ (!)1 = 0, 
81D q,, 

oder: 

oa,.3 + (oa8 •2 - o!t3 .,) + (öa..1 - oa..1) - o!t1.1- ö>.., sin 74 + ö>..1 sin q,1 + 

+ s,., . (Ao Ao ) ( , o ) 

MNeinl" sm a-,- a·2 sz,a- s •·• + 

1 
+ MN sin l" [s,.,sin (Aoa-._Ao2·1) + S1.,ein (Ao2·a-Ao1·1H (s'1·1-801·1) + 

+ (a,.a- A0,-a) + [(as·:i - <Xa.,} - (A0s·11 - A0a,,)] + [(cx2'1 - <X1,a)-(A0M - A0 1-1)] -

- (a1.1- A1 . 1) - (>.., - L0,) ein cp, + (>..1 - L1) sin cp1 = 0. (41) 

Damit wird die allgemeine Form für die Laplacesche Gleichung im Punkt P" bei einer Über• 

tragung über P1P 2, P 2P3, P 3P,, ... , P"_ 1 P": 

Öcxn, n - 1 + (öcxn - 1, n- 3- O0:n - 1, n} + (Öan- 2, n- a- Ör.tn - 1, n-1) + • • • + 

+ (ö«, ., - ö«, .• ) + (öa,,2-öaa.J + (ö21·1- ö11a .• )-ör.ti,1- ÖAn sin f n + OA1 sincpl + 

+ Sn - 1, n • (Ao Ao } ( , o ) 
MNsinl"sm n- 1.n- n- 1, n- 1 Sn - 2, n-1- s n-2, n- 1 + 

+[ 5n-J,n • (Ao Ao ) 
MNsinl"sm n-1,n- n- 2,n-a + 

+ Sn - 1, " - 1 • (Ao A o >] ( , o ) 
MNsinl" sm n- t, n-1- n- 2,n- s S n-1,n-3- Sn-%,n - a + 

+[ Sn - 1," • (Ao A o )+ 
MN sin l" sm n - l , n - n - S, n - ' 

+ Sn - l , " - 1 • (Ao Ao \ 
MN sin l " sm n - 2, n - 1 - " - 3, n - '1 + 

+
8n- 1. n - a • (Ao Ao \](' o ) 
MN sinP' sm n- a. n- 1- n-s, n- C} S11 - 3,n-,-s n-3,n-• + 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

+ [ 
5n-J,n sin(Ao - Ao ) + 5n -1, n - 2 • (Ao - Ao ) 

MN • l" n-t, n 8 · 2 • Slll n - 2 n- t 8·2 + 
sm MN sm l " ' 

+ M;:: l " sin (Aoa., - Aoa-2)] (s'a·a- S02,3) + 

+ [ 
5n - 1, n • (Ao A o } + Sn - 1, n - 2 • (Ao AO } 

MN sinl"sm n-1, n - 2·1 MNsinl"sm n- 2, n- 1- a·1 + 

. . . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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+ S3,_c sin(Ao3,4- Ao1·1) + S1·_:i sin (Ao1·1- Aoz·1}](s\., - s01·1) + 
MN sm l " MN sm l " 

+ (an,n- i - A0 n, n- 1) + [(an-1, n- 1-Gtn - 1. n} - (A0n-J, n-1-A0 n-1, n}] + 

+ [(an - 2,n- 3- CXn- 2,n-1}-(A0 ,. - 2,n - 3-A0 ,. - !, n- 1)] + 

+ [(cxn-3, n-,-CXn - 3,n-3}-(A0n-3, n- c-A0 n-3,n - 11}] + 

+ [(cx, ., - cx,.5}- Ao,s•1-Ao,.6}] + [(¾ ·11- C'la.,)- (Ao1·1-Aoa·,}] + 
+ [ (~-1 -ci..,)-(Ä0

1 · 1 -A09-3}l - (Gti -1- A1·1}-

- (An - L0
,.} sin fn + (>..1 - Li) sin ft = 0. (42) 

Die Richtigkeit der Verallgemeinerung beim Uhergang von den Einzelformeln zu den allgemei

nen Formeln (39) nnd (42) ist hinreichend begründet. Zur Prüfung der richtigen Aufstellung dieser 

Ausdrücke wurde noch die Laplacesche Gleichung für Punkt P8 über das Polygon P1P1P1P,P6P,P1P8 

aufgestellt. 
Die Ausdrücke für Y). 8 und Yu.8 zeigen für die Koeffizienten von ös das Ergebnis dieser 

Aufstellung. 
Koeffizient in Ya8 : 

R!" 8 
ö ~N + (-R~·• J>!·7 -R:·1 R:·1

) ös8. 7 + 
+ (-R:·9 ~-• + Jl!·8 R:·7 .r:·• + Jl!·' R:·7 R=·~ Ös5,e + 

+ (- R!.s Pa"'+ Jl!·S R:-1 JJ!·' -R!'' J?!•7 R:·• r.·'-Jl!·s Jl!•7 R:·• R!.5) ös.-& + 

+ ( R7•1 .P!'' + R7'8R8, 7 ..... , R7•8 R8•7R5,8 T>oll,, + R7• SR8•7 i1'''R'•II .....a., + 
- 1 a t 1 ra - 1 1 1 ra 1 2 .... 1 r, 

+ R:·11 R!" 7 .R!·' R!·' R!·~ öss., + 
+ (- Rts ~-3 + R!•B R!•1 .z,:-s - Jl!·S R!•7 R!.11 J>!·3 + R:-s Ji!•7 R:·• ~-6 .P!•ll _ 

-R!·S R!•7 R:·• R!.5 R~·• r.·• - R!·' R!•7 R:·• R!.s J?!·' R!"') ös, ., + 
+ (- R!.s Pi.2 + R!.s ~-1 r,·• _ 

R7. 9 i1••1 Rs., pl•I + R1.a i1••1R11., R'·& pl•t - R1,s 11,-1 R'.sR••& ,R!·' pt•• + 
- a .... 1 • t „ "2 1 1 a t .. ., 1 1 t • 

+ R!·8 R:•7 R!·• R:•5 R:·' R~-3 p:·· + Jl!·S Jl!•7 R:·• R!·6 R!'' R!·S .R;"') OS1·1· 

Koeffizient in vi.8 : 

Q!"' Ö;7 .s + (-Q:·• P!"7 + Q!"8 R!"7) Ös8 •7 + 
+ (-Qrs p:·• + Q!.8 R:·1 

~-• - Q!"8 R:·1 R!" 8
) ö~s-s + 

+ (- Q:-s p:·'-Q!.s R:•1 p:•& + Q!.s R:-1 R:·• p:• 11 + Q!'' Jl!·, R!'' R!"') ös,., + 
+ (- Qi°s p:·'- Q!.s R:-1 p:·• + Q!.s Jl!•7 R!.s p:·'-Q!.a Jl!•7 .n:·'R!·' J1·'-

Q,.s 11•-1R11.eR,.11 T>ll•') 0 + 
- , .... • s lta ! 3 ., 

+ (- Qi°' p:·'-Q!.s R:-1 p:-s + Q!"' Jl!•7 R!"' p:·'-Q!.a R!·1 .n:·• ~-, p:•a + 

+ Q!.s R!·1.n:·• R!"' R~·• p:·• + Q!"' R:·1 R:·• R!"6 .R!·' Jl!·•) ösu + 
+ (- Q~-• p:·• - Q!.s R:•1 p:·' + Q!.s R!•1 Rr• p~ ·' - Q!·' R:-1 .n:-• ~-s p:-• + 

+ Q~-a R:-1 R:·• .R!·& R~'' P!•I- Q!·B R!., R:·• .n:•11 R!·' R:-s P!''
- Q!'' R:•1 R~-s R!'s R!"' Jl!·B R!"I) 6c1-2· 

In diesen Ausdrücken sind die Glieder zweiter Ordnung vernachlässigt worden. (P1 wurde - 1 

geBetzt, die Glieder mit R1P1 abgeworfen usw.). 
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Die Glieder mit ös werden für die Lapla cesche Gleichung für P 8 nach {30) in folgender Fonn 

erhalten: 

cosec <f'n S7•a{ sin (Ao~-s-Ao1•a) Öse.,+ sin (Ao1·a-Aoe•5) ös, .• + 
MN sin l" ' 

+ sin {A0
7•8-A0

6 . ,) ös,.6 + sin (A0
7• 8-A0,.8) ös8., + 

+ sin {A0
7 • 8-A0

3 •2) ös1 •8 + sin (A0
7 •8 -A0

2• 1) Ös1 • 2 }. (43) 

In (42) sind die Glieder der Art (43) zu summieren. 

In den Formeln (39) und {42) wurden die Glieder mit ös vernachlässigt; unter der Voraus

setzung, dass ös kaum grösser als 1,5 m sein wird, können die Glieder mit ös in den Laplaceschen 

Gleichungen keinen grösseren Einfluss als 0,001" haben; die Glieder mit (s' - s0 ) hingegen können hin 

und wieder 0,01" erreichen; es müssen daher bei der Berechnung der freien Glieder der Lapla

ceschen Gleichung diese Glieder berücksichtigt werden. 

Nach Abb. 4 stellt das Glied in {42) mit (s'n - 2• n - i - s0 n- t, n-i) die Projektion von Sn - t , "auf 

das Lot zur Richtung Pn- 2, Pn-i dar (Abschnitt kn-t mit neg. Zeichen). 

P, 

P r 

P, 
- - - - - ';lt\" - - - - - - - - - - - - - - ,r-------.,,,: 

P„ 

, 
, , , 

, , 

I , , 

, 
1 

1 

'. .R 1 
' ... ... "' - 1 ' • • 1 

P, 

P „ 

' 

Das Glied derselben Formel mit (s'n- 1• n - 2 - s0 n - 3, n - 2) ist die Projektion der Diagonalen 

P„Pn-a auf das Lot zu Pn_ 2Pn_ 8 ; das Glied mit (s'n - f, n- 3 - s0 n 1• n- -a) ist die Projektion der Diago• 

nalen P„Pn- a auf das Lot zu P, - aPn-, {Absolut-Abschnitt kn-a) usw. Auf diese Weise kann man 

die Koeffizienten von {s' - s0
) in (42) graphisch aus dem Triangulationsschema im Massstab 

l: l 000 000 oder l : l 500 000 bestimmen. Daher wird zweckmässig die Formel (42) benutzt. 

32 

Beim Vergleich von (39) und (42) müssen folgende Ausgangsdaten für die Berechnung von 

B" UDd L 0 genommen wenden 

L1 = >.1 -1)1 seccp1 

A 1 • 2 = Cl1 • 2 - 7i1 tg <f>1 

und die Berechnung auf dem endgli.ltig bestimmten Ellipsoid durchgeführt werden. 

Da bei der Berechnung von B0 und L0 für 2/3 der geodätischen Linien die s' benutzt werden 

)tllnnen, die aus der Ausgleichung der Teilstücke erhalten wurden, so werden für 2/3 der Glieder 

mit (s' - s0
) in (42) die Faktoren {s' - s0

) Null sein, wodurch die Aufstellung der Laplaceschen 

Gleichungen erheblich erleichtert wird. 
Damit wurde das Ziel erreicht, unabhängig von e und 1) der Helmertschen Methode eine 

allgemeine Formel filr die Laplaceschen Gleichungen zu entwickeln. 

§ 5. Aufstellung der Polygonbedingungen. 

Im nachstehenden geschlossenen Polygon P1P9P3 ••• P8P1 (Abb. 5) wurden nach der Aus• 

gleichllDg der Teilstücke die geodätischen Koordinaten m folgender Weise berechnet: 

P, P2 P, 

l 
pB, )p• 

Abb. S. 

a) für P 1 •) wurden die Koordinaten, die nach Festlegung der geodätischen Ausgangsdaten 

(§ 2) und der Ausmasse des Ellipsoids vom Ausgangspunkt der ganzen Triangulation her über

tragen wurden. als Ausgangswerte angenommen; 

b) mit diesen Koordinaten B1° und L1° berechneten wir mit dem geodätischen Azimut A1 • 2 

und der Entfernung s'1 • 1, die a\18 der Ausgleichung der Teilstücke erhalten wurde, die Koordi

naten von Pa; auf die5em Wege erhielten wir für Pa die Koordinaten B0
1 und L0

2 und das geo

dltische Azimut A'1 •1 ; 

c) mit dem Winkel P 1 P 2P 8 aus der Ausgleichung der Teilstücke, der gleich ist Cl2 • 1 -a2 •8, 

und mit dem Azimut A'1. 1 bestimmen wir das geodätische Azimut: 

(44) 

Mit dem Azimut A'2• 8 und der Entfernung a'2 . 8 berechnen wir die geodätischen Koordinaten B0
1 

und L0
1 und das geodätische Azimut A'8 .1; 

•) Hier itt p 1 der A.uf'angapun.ltt irgendeine, Polygona, der keineaweg, mit dem .Ausgangspun.ltt P1 der gan• 

lel1 Triangullerung zuaammenflllt. (.Abb. 1). 
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d) auf dieselbe Weise erhalten wir mit (44) die Koordinaten von P4, P:;, P6, P1, P8, P1 und 
die geodätischen Azimute A'

3
,

4
, A'4 •3, • • • ,A'8 •1, A'1 • 8• Wenn wir die auf diese Weise erhaltenen 

Koordinaten von P1 mit (B0

1)' und (L°i)' bezeichnen, so ergibt 

B 0
1 

- (B\)' den Widerspruch des Polygons in der Breite 

,, ,, " 
in der Länge. 

Die Widersprüche des Polygons werden von den Verbesserungen der geographischen Lage 
des Polygons und seiner Orientierung so wenig abhängen, dass wir in der folgenden Polygon-Aus-

gleichung 
dB\ = O; dL\ = 0 setzen dürfen. 

Aus demselben Grunde könnten wir 

dA1 • 2 = 0 setzen. 

Aber die letzte Gleichung wollen wir im Hinblick auf die gemeinsame Auflösung der Po
lygon-Bedingungen und der Laplaceschen Bedingungen einstweilen nicht anwenden. 

Mit den Bezeichnungen des § 2 schreiben wir 

Ferner ist : 

Nach (44) wird 

dBO 1-2 ., + 1-2 dA 
2= Pa 051·2 P, 1·2 

dL0
1 = q!·2 ös1 . 2 + q!·

2 dA1·2 

dB0
8 = P!· 3 dB2 + p:·3 0,2-3 + p:-8 dA'2 •8 

dL0
8 = dL0

8 + ti•a dB8 + q!"
3 

ös2 . 8 + q:·
3 

dA'2-3• 

und damit 

Die Gleichungen für dB
3 

und dL3 können noch in folgender Form geschrieben werden: 

Ferner haben wir: 
dB a., dB + a,,., + a,,dA' ., = Pi a Pa 05a,, P, 8·4 

dL, = dL3 + qr' dB8 + q:·• ösa-4 + q:·' dA'8 ., 

dA' 2.3 dB + 2.3., + 2.3 dA' a·2 = 71 2 7a 052•3 r, 2•3 

dA's·2 = (r~-3 P!·2 + r!·S r!-2) Ös1·2 + r!.s Ös2,3 + 

+ (rrs P!.2 + r!·a r!.2) öA1·2 - r!·3 (Ö¾,1 -öaa-3) 

dA'8 ., = dA'3 •2 - (öet.3 •2-öa3.J 

dA' ( 2,3 l•ll + 2-3 _1,2) ., + 2,3 ., + ( 2,3 1·2 + 2,3 1,2) o".4. a·, = 71 Pa r, 7ä 0 S1•2 7s 052-s 71 P, 74 r, 1•2-

-r!'3 (öet2.1 -öet.2.8) - (öct.3.2-öa1.4) 
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(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

Nach der Ausgleichung der Teilstücke wird ~s kaum grösser als O 06" sein deshalh d f· 1< sm 1" • • ar • 
a) in den Ausdrücken (48) und (49) in den Koeffizienten für ös 

gesetzt werden. 
Dadurch wird der Fehler in den einzelnen 
b) in den Koeffizienten von Öct. 

Gliedern nicht grösser als 0,00007" werden. 

gesetzt werden. 

Pi = 1 . . . wenn p 1 mit p,, q, oder q1 multipliziert wird, und 

p4p4r1 = O; q4p4r1 = O; 

q1p,r, - qtP, 

Damit wird 

dB, = (p!.2 + P!·S ru1' 2 + p!'' r!'2) 6s1·2 + (p;·a + P!'' r!.s) Ös2 ·s + 

+ P
s., 0• + (p1.2 + 2.a 71-2 + s.4 2.s 1.2) "A 
s '3 ·4 ' P, ' P, r, r, o 1-2-

( 
2,S + 3.4 2-3) (" ., 3.4 (" - P, Pt r, Oll2·1 - uet.2,a)- P, Olla·2 -Öct.3,,) 

dL _ (ql•2+ q2. 3 1.2 + 2.a 1.2 + s.4 1.2+ a ., 1. 2)., + , - s 1 Pa q4 ra ql Pa q, Ta us1·2 

+ (q!·S + q:·' p!·S + q!•4 r!·3) Ös2·s + q:·' Ösa., + 

+ (ql-2 + q2,3pl•2 + q2·3 1,2 + 3.4 1-2 + 3.4 2,3 + 3.4 2.3 1-2) "A ' l ' 4 r, ql p, ql p, q, r, r, o 1·2 -

( 2-3 + 3.4 2,3 + 3.4. 2,3) ( 3.4 - q4 ql p4 q, T4 OCl.2•1 -0ll2,3)-q4 (Öet.3•z-Oll3,4)• 
Ferner haben wir 

(50) 

(51) 

(52) 
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dB6 = (p!·• + p!·1 r~·• + P!·' r!·• + p:·5 r!"') Ös1.1 + 

1.3 a., 2.3 , . ., 2.3 .. ( 8·'+ ,. 11 a.,) .. + ,.r.... + 
+ (Pa + P, r3 + P, 'a ) 052·s + Pa P, 'a 05a•4 Pa 05,-11 

+ (p!·• + P!.a r!·• + P!·' ,:-s r!•I + P!·' r!·' r!·8 ,!·•) öA1.2-

( ll-3+ 3.4 1•3+ 4 •6 3.4 2•8) ( " " ) 
- p, p, r, p, r, r, oCL2 •1 - oct2.s -

- (p!·' + p:·11 ,!°') (ö«s.,-öeta.J - P!·" (öct4.3- öct, .6) (53) 

(54) 

Unter der Annahme, dass das Polygon aus vier Linien (Ahb .. 6) besteht, sind in (53) und 

(54) die Koeffizienten von öA1 •2 kleine Grössen zweiter Ordnung und der Koeffizient von öA1• 

in (53) wird: 

2 

1,(5) 

3 

4 

Abb. 6. 

wo A1, A.i, A3 und A, den Flächen der Dreiecke in Abb. 6 gleich sind. Der Koeffizient G ergibt 

in dem Ausdruck für dB5 für öA1• 2 = 2,5" und für Polygonseiten von ungefähr 300 km etwa 0,002", 

Da wir nur Formeln für die Polygon-Widersprüche in Breite und Länge ableiten wollen. 

können wir in (53) und (54) die Glieder mit öA1-2 überhaupt vernachlässigen. 

Für Triangulationspolygone aus vier geodätischen Linien können daher mit den Formeln (53) 

und (54), die Polygongleichungen für den Breiten- und Längenschluss unmittelbar aufgestellt werden. 
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Für diesen besonderen Fall erhalten wir: 

B0
1 - (B\)' = [p!"' + (p!" 3 + p:·• + P!

01
) r!·

2 J 0S1,1 + 
[pt,s ( a,, ,.1) a.,1.. + [p' ·' + ,.1 a.,1.. + + a + P, + P, r, 0921 ·1 a P, 'a 0 ~a-, 

+ p:•l 0~4•1 - [p:•8 + (p:·• + p:•l r!"') ,:•81 (Ö!Xa•l -01%9•1>

- [p!·' + P!.1{'] (öixa.,-&xa.,) -p!•l (&x4-a-öa,.1) 

Lo1-(Lo1)'= 

= [q~•2 + (q: •3 + q~·& + qtl)p~·2 + (q:·S + qf' + q:•l) r! ·Z1 0S1•1 + 

+ [ 2.3 + ( a., + ...4.1) 1-s + ( a., + ,.1) s.s1.. + 
q• qt Y1 Pa q, q, r, 051-a 

+ [q:·• + q:•l p:·' + q:•l ,:·'1 Ösa., + q:·1 0S4"1 -

[ 1.s + ( a., + ,.1) a.a + a., 1.a + , .1 s., + ,.1 a., 1·8] (" .. ) 
- q, ql ql P, q, r, ql P, q, r, r, 0<¼·1 - 0 1Xa·a -

- [q!'' + q:•l (p:•• + r!'')] (01%3-1 - Oeta.,) - q:•$ (ÖCL4.3 -oix,.,). 

(55) 

(56) 

Die Formeln (55) und (56) können oft unmittelbar zur Aufstellung der Polygonbedingungen 

in Breite und Länge bei viereckigen Polygonen verwendet werden; in der Folge müssen sie aber 

noch etwas umgeformt werden. 

Zur Ableitung der Formeln für Polygone mit einer grösseren Zahl von geodätischen Linien 

berechnen wir nicht mehr die Differentiale dB" und dL" sondern die Unterschiede 

d8" - dBn-t = Ö<pn-v" und dL" - dLn - t = 8ln-i'"· 

Wir haben aus Vorhergehendem 

Aus der allgemeinen Formel: 

dB 11-l. n dB 11 - 1.n 1' + n-1,"dA' 
n = P1 n- 1+ Pa O!n- 1.n P, n-t,n 

erhalten wir noch 

dB n-1,"dB + n- 1,n~ + 
n = P1 n - 1 Ps 0 Sn - 1, n 

+ p;- 1
•" [dA:-1, n - 1 - (Öan-t. n- 1-Ö«,.-1, n)l 

dB n - 2. n - ldB + n-2,n-11- + 
n- 1 = Pt n-2 Pa 05n- t , n-1 

+ p:-1, n-l + [dA:-1, n- a - (&xn-1. 11-11-0'Xn-t,11- 1)]. 

(57) 

In den Koeffizienten von ös ist p1 = 1 und PtP, = p,. Mit Rücksicht hierauf und weil alle 

Cüeder, die von der Veränderung der Azimute abhängen, in dBn mit dem Faktor p, eingehen, 

können wir schreiben : 

Ofn-t. n = dBn - dBn-t = O!pn-t. n - t + p; - t. n OSn-1. n-

n -2, n - 1 ... + n - 1, n dA' n-1,a-ldA' 
-p, OSn-1. n-1 P, n-t, n- ,-P, n-t, n-a-

- p; -t· n (Öan-1, n - a-Öctn- t, n) + pn -1. n-1 (Ö1Xn-s. ,._.-öa,._i-n-J• (58) 
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Ferner: 

In de~ Differenz p;- 1
·" dA'n - i, n- 2 - p;- 2

• " -
1 dA'n - 2, n-a erhalten die Glieder mit dB"_ 

und dB" - 3 m den Summanden mit ös die Faktoren p 4r1 und in den Summanden mit orJ. di: 
Faktoren p 4r1p,. Daher ist 
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(59) 

Durch Addition der Formel (59) und (58) erhält man ausgehend von Öf.-r; alle folgenden ö-p. 

Wir haben: 

(60) 

Ferner 

öq,8'7 = 0'Ps·e + p:·7 os,.7 - p:·'os5'8 + p!'7 dA'8 •5 -p!' 8 dA'5., -

-p!'7 (öaM- Öan) + p!'8 (öa5 ., - öa6 •8) 

P
8 •7 dA' 5.9dA' 8•7 s-8 „ 6·8, 5 8 1 11 8 6 8, 
, 8·11 - P, r,.,=p, r3 us6 •8 - p, r8 • ös,. 11 +p; r.1' dA'11•8 -p4 ' r; 5 dA',., 

dA'11•8 = dA'6 ., + öa5 •8- öa5 ., 

dA',. 6 = dA',.3 + oa,.5 - o!t4 •8 

P
8 • 7 dA' 5.e dA' 8,1 11-0 „ 5-s ,.11 8 1 & 8 
, 8·11 - P, 5,, = P, r8 os11 •6 - p, r3 ös,. 11 + p; r; dA'6., -

- r,.9 ••& dA' 8•7 5-s „ 6,8 ,.11 .. 
P, r, ,.3 - p, r, (oa5., - o!X5•8) + p, r, (öa, .8 - oa,.5) (61) 

P
6 · 7 dA' 6·8dA' 8•7 &·So 5-8 4.5 8,7 5-8 ,.r; 
, s-5 - P, 11·, = P, r 3 s11 •8 -p, r 3 ös,. 5 + p, r, r 8 ös,. 5 -

5-8 a., 0 + 8,1 1.2 0 + 9.7 2.s„ 8 7 a, 
- p, ra S3,4 P, ra S1 , 1 P, r, us2,a + P; r,· Ösa., -

8•7 5,8 4•6 3-C S-3 (o „ 8•7 5.9 C,6 a.c ,,. 
- p, r4 r, r, r, !X1.1 - o!X2 •8)-p, r4 r, r, (&la,11-oaa.,) -

0•7 ll,8 ,.r, (o " ) 5,8 4.5 1,2 &,O 4,5 3 .3 
- p, r, r, a,.a - oa4 .5 - p, r, r3 ös1 •2 - p 4 r, r3 ös1 •8 + 

+ r,.9 ,.,, 3.4 2.3 ( " .. 6,8 ,.s a., .. 
p, r, r4 r, or.c2 . 1 -o~ .3) + p, r, r, (o«8 •1 - örJ.a.,) -

8•7 6,0 ( " " 5,8 4.5 
- p, r, Otl5,, - ua5,9) + P, r, (örx,,3- oa,.,,) (62) 

(63) 

8,90 ?•Ba 8,9dA' 7,adA' 
0'Ps•9 = Öf1•s+ Pa sa,9 - Pa 51•a + P, s·1-P, 7•8-

- p!'9 (öa8.7- öa8.9) + p!'
8 

(öa..,.8- Öa7.8) 

8•9 , 1•8aA' s.9 1.a 0 a.1 9.1 0 + s-9 1,8dA' 1-8 e-1aA' _ 
P, dAa,1-P, 7,9 = p, r, 51·8- P, ra 58·7 P, r, 1·a- P, r, • ·1-

9.9 7•8o 7,8 8•7o + 8·9 7•8dA' 7•8 8•7dA' 8,9 8•7(" " ) + 
= p, r

8 
s,.

8
- p, r8 

s8., p, r, 7 •8- p4 r, 8.5 - p, r4 ucx7.8-ucx1 • 8 

7-8 8•7 (" .. ) + P, r, ocxe,,- o«a,7 

p:· 11 dA'n - P!'8 dA'N = p!' 11 r:·s ös7.8- p!'7 r:·1 ös.., + p!'
9 r: ·

1 
ös8 •7- p!"

8 
r!·' ös6.8 + 

+ p!'9 { 8 ös
6

•
8
-p!'8 r! ' 6 ös, .6 + p:·11 ,:·5 ös,. 6-p!"

8 
r!'' ös8 •4 + p:·

11 
r!·

1 
ös1.1 + 

8-11 2-3,,. 8,11 3.4" 8,9 7•8 8-7 5•8 4.5 3.4 2·3 (ö Ö ) 
+ p

4 
r

8 
os1

•
8 

+ p, r8 us3 . , - p, r, r, r, r4 r, r, cx1 •1 - ~-a -

- p!' 9 r!'8 r:·7 r! '8 r! '5 r! '' (öexa.9 - Ö¾,,) - p:· 11 r!"
8 

r!"
7 

r!'
8 

r! '
5 

(öcx, .8 - öcx, .6)-

- p!"8 r!"'ös1·1 - P!·8 ,:·s Ös2·s + P!·8 ,:•7 r!'e ,:•5 r!'' ,:-s (ö~,1 - öcx!'S) + 

+ P!,8 r:•7 r:·8 ,:•II,:·' (Öa3,2 - öexa,4)-p:·9 ,:·8 r:•7 r:-8 (öcx,., - OCX5,o) + 

+ P!,a r:•7 ,:·8 r!'r; (öa,., - ÖrJ.,,s) - p:•11,!.a r:·7 (öcx9.5 - Öa9,1) + 

+ p!'8 r:·7 r!'8 (öa5
•4 

- öa6'8) - p!'9 r! '7 (öcx7'0 - Öcx7 . 8) + p!'
8 

r:·
7 

(öal'li - Öa9,1) 

öcp8'9 = p:·9 r!'2 ös1 •2 + p:·11 r!'8 ös2 • 8 + p:·11 
{' ö5a., + p:· 11 

{
5 

ös,.5 + 

8-9 5.9 0 
+ 8-11 ,.1.. + 8-9 1-8,. + s-9 ... 

+ P, ra S5. , P• ra os,. 7 P• ' • us7.9 Pa os9,9 -

a-11 ,., 8-7 5-8 ,.s a., 1.s (" " ) 
-p, r, r4 r, r4 r, r4 ua.z.1 -uo:2 •8 -

8,9 7,8 8•7 5,8 4.5 z., (!:' i, \ 

- p, r, r, r, r, r, utl3•2 - uaa . .., -

8-11 7,9 8,7 6,8 4.5 (" Ö ) 8-9 7,8 8•7 5,8 (" Ö ) 
- p, r, r, r, r4 ua,. 8- ot, .5 -p, r, r, r, oa5., - CX5.8 -

8, t ? , 8 8, 7 (ö " ) 8, 9 7 • 8 (" O ) 8 • 9 (" " ) 
- p, r, r, a8.5- oa8.7 - p, r4 ua..,.8- o:7.8 - Pt ua8.7- oa8.1 . 

(64) 

(65) 
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Damit erhält man die allgemeine Formel 

Ö n-1, n 1,2 ;i. + n-1, n t,3 0 + n-1, n a,, 0 
+ + 

(f>n - 1, n = p, r8 -,,.1 p, r3 s2 .8 p, r
8 

s
8

•
4 

•.• 

+ n-1. n n-2, n-1 0 + n-1. n ~ 
p, r3 s„ t, n-1 p 3 uSn-1, n -

n-1, n n - 2, n-1 n-3, n-1 1 3 (~ o"N ) 
- P, r, r, · · · r, ucx2,1 - -1-a -

n-1, n n-2, n - 1 n-3, n-2 a.,(" ~ ) 
- p, r, r4 .•• r, ocx3. 1 -ucx,., -

n - 1, 11 n-2, n-1 n-3, n-1 4,5(" ~ ) 
-p, r6 r 4 ... r4 oa,.3 -uix,.5

- ... -

n-l, n 11-S, n-1 n -3, n-t n·-•. n-3(~ .. ) 

- p 4 r, r 4 r4 alXn-4,n-11 -011,._,,n-3 -

n - 1 n n - t, n - l n-3, n - 2 (" " ) 
- p, r, r4 OIXn-3, n-4 - OO:n-3, n - 2 -

Ferner 
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{66) 

(67) 

(68) 

Mit der Formel (68) für öl erhalten wir 

Ferner 

Damit wird: 

öli;,11 = (ti·• P!.2 + t·6 r!.2) i, :1 ·2 + (9:-e P!.3 + q!·• ,:-s) Öi2,3 + 

+ (q1· 8 p!·~ + q!'6 ,:•J) os3. 4 + (q~· 6 P!'5 + q:·• '!'5
) Ös1,6 + ta·S Öss,e -

( ...S,8p2,3 + q!i•&pS•t + t,·6 p◄·S + q~·8 r1 · 5 ,a.. r;· 3) (o¾·l - OIXz.3) -
- "1 4 1 4 J 4 4 4 4 

- (qf ·• P!'' + q:·6 p:•5 + q:·e '!'" ,:·") (0113,2 - 6113-4) -

(-(•fl p:·5 + 9!• 8 
,:·

5
) {Ö'X,1,3 -011,,5) _ q:·& (O'X5,4 - Ol15,5), (69) 
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Beim Übergang zu 617 •8 erhalten wir : 

7-8 7-8 

öl?-8 = q!.7 öl6'7 + qr8 
öcpM + q~' 8 

ös,.8 - q!. 7 q:·1 
ös8 •7 + 

ql ql 
7,8 7,8 

+ q!' 8 dA'7 • 6- q!.,q:·1 dA'6 •5 - q!' 8 (öcx7'8 - öcx7'8) + q!.7 q!' 7 (öcx8 •5-Öa8 . 7} 

ql ql 

, 

Damit wird: 
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Mithin wird: 

(71) 

Nun können wir noch den Ausdruck ols. 9 anschreiben: 

(72) 

Mithin erhält man die allgemeine Formel in folgender Weise: 

(73) 
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I 

Damit haben wir die allgemeinen Formeln für den Anschluss in Breite und Länge im ge
schlossenen Polygon erhalten. 

Es wird nochmals darauf aufmerksam gemacht, dass wegen der Vernachlässigung der Glieder 
mit oA1 •2 diese Formeln nur für geschlossene Polygone und nur für den Anschluss in Breite und 
Länge brauchbar sind; es ist nicht angängig (wenn oA1 •2 nicht Null ist) die Formeln (66) und 
(73) oder die vorhergehenden Formeln für dB und dL für die Berechnung der Veränderungen in 
den Koordinaten einer beliebigen Polygonecke anzuwenden. Die Formeln (66) und (73) dürfen 
nur angewandt werden, we~n die Berechnung der Azimute A' des Polygons in der zu Beginn dieses 
§ angeführten Reihenfolge durchgeführt wird d. h. wenn in jedem Polygon die Berechnung der 
Azimute A im selben Umgebungssinn unter Benutzung der Strecken s' und der Winkel zwischen 
den geodätischen· Linien erfolgt, die nach der Ausgleichung der Teilstücke berechnet wurden. Die 
Berechnung wird mit der letzten Linie des Polygons (vom (n - 1)-ten bis zum n-ten Polygon
punkt) abgeschlossen. Sie wird über alle Linien des Polygons unabhängig davon ausgeführt, dass in 
angrenzenden Polygonen dieselben Berechnungen schon gemacht worden sind. Hierbei können na
türlich die Berechnungen für eine oder zwei Linien, die an vorhergehende Polygone angrenzen, 
verwendet werden. In Abb. 7 stellen 1, 2; 2, 3; .. . ; (,i-1), n; n, n + 1 die geodätischen Linien 

I 

Abb. 7. 

A 

n-1 

' 8 

C 

F 

dar, die die Laplaceschen Punkte verbinden. Die (Ausgangs-) Seiten der Triangulation, für welche 
.astronomische Azimute bestimmt wurden, bezeichnen wir durch II, II II, III III, ... , AB, CD, 
EF; die Fehler in der Bestimmung dieser Azimute werden entsprechend mit o1, o2, o3, ••• , On - i, 
Ö n, Bn+1 bezeichnet. Die Fehler der Winkel: ß1 • 2 - bei P 1 zwischen II und 1-2; ß2-1 - bei P2 

zwischen II II und 2-1; ß2•8 -bei P2 zwischen II II urid 2-3; ßn.n-1 und ßn,n+1beiPnzwischen 
CD und n, n -1 bezeichnen wir entsprechend durch v1 • 2, v2 •1, v2•3, ••• , Vn, n _ 1, Vn, n + 1 unter der 
Voraussetzung, dass die Winkel ß im Uhrzeigersinn gezählt werden (vgl. Abb. 7). 

Damit erhalten wir: 

00.1·2 = 01 + V1·2; Oet.2·1 = 02 + V2·1; Öcx2·s = 02 + V2·s 

Öa:n, n - 1 = On + Vn, n -1 ; OCXn, n + 1 = On + Vn, n + l• (74) 

Beachtet man die Gleichung (74) so verschwinden in den Gleichungen (66) und (73) die 
Beobachtungsverbesserungen o der Azimute vollkommen und es verbleiben nur noch die Unter
schiede v in folgender Form 

d. h. in die Bedingungen für den Polygonschluss in Breite und Länge gehen ausser den Verbesse
rungen der Längen der Seiten des Polygons noch die Verbesserungen aller seiner Winkel ein - mit 
Ausnahme des Winkels im Ausgangspunkt. In die Laplaceschen Gleichungen gehen die Verbesse
rungen der Winkel zwischen den Seiten des Polygons ein, mit Ausnahme des ersten Punkts P1 
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und des le~en Punkts Pn des_ Linienzuges P1P,.P8 ••• Pn, für welchen die Laplacesche Bedingung 

aufzustellen ist: auf P1 geht em ö1 + v1 •2 und auf P. geht ein ö,, + v11, n-i· Die Umbildung der 

erhaltenen Gleichungen mit Hilfe von (74) wird weiter unten durchgefil.hrt. 

Aus (73) ist ersichtlich, dass die Berechnung der Koeffizienten dieser Gleichung erheblich 

v_ereinf~c~t wird, wenn die Koeffizienten von (öcx,.1_ 1 - öa1._.) durch schrittweises Hinzufügen nur 

emes emz1gen neuen Summanden und durch M:oltiplikation des q, enthaltenden Gliedes mit einem 

neuen Faktor beim Übergang von (öa1, ,_1 - öa1.,.) zu (öa1_ 1, 1_ 2 - öa,_1, ,) berechnet werden. 

Wenden wir uns jetzt der sogenannten Winkelbedingung im Polygon zu. Wir benutzen 

dabei die Gleichung (42) § 4 und stellen uns vor, dass wir es mit einem geschlossenen Linienzug 

zu tun haben und nehmen die n-te Ecke als Ausgangspunkt des Polygons an. Dann wird die 

Laplacesche Gleichung für die Linie n - 1, 1 folgende Form erhalten: 
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(ÖCXJ, n- 1-Öa1,2) + (Öan - 1, n-2-ta:n - J, 1) + (Öa,. _z n-3 -ÖCXn-Z, n- 1) + 
+ • • • + (öcr.~.8- ö«,.5) + (öcx, .• - OIX3,,1) + (öa,,1 - OIX2,3) + 

+ 5
n-J, 1 • {A" AO ) ( , o 

MN sin l" Slll n- l, 1- n -J, n - 2 S n- 2, n- 1-S n- 2, n- J) + 

+ [ Sn - 1, 1 • (Ao A o 
MN Bin l" sm n-1, 1 - n- 2, n-3) + 

+ Sn-1, n-1 . (Ao A o ] , 
MN sin l" Blll n- 2, n - 1 - n-2, n-3) (s n- 2, n- a-Son-2, n- s) + 

+[ Sn - 1, 1 • (Ao Ao 
MN sin l" sm n-1, 1 - • - 3, n- c) + 

+ [ 
Sn - 1. 1 . (Ao A 

MNsinl"SlD n- 1, 1- 0,.2)+ 

+ Sn-1. n-1 • (Ao o 
MNsinl"sm n- s. n- 1-A 1.1)+ ... + 

+ M;:: l" sin (Aot·a-Ao,.J] {s\ .• - s01,J + 

+ [{cr.1, n-1-cr.1,2)-{A0
1, n-1-A1,1)] + 

+ [(an - 1, n-1- an-l, 1) - (A 0 n- 1, n- s- A 0n- 1, 1)] + 
+ [(an-2, n- a-Gtn-2, n-1) - (A0

n -2, n-s-A0 n-1, n-1)] + ... + 
+ [(a •. , -cr.c-5)-(Ao,., - AoM)] + [(cxs·2 -IX3.,) - (Aoa·2-A's·~)] + 

+ [ (cr.1·1 -a:1,a} - (A0
1-1 - A02-a)] = 0. (75) 

Es ist verständlich, dass dies auch die Winkelbedingung des Polygons ist, und dass dieselbe 

in die Zahl der Laplaceschen Gleichungen eingeht, wenn alle benutzten astronomischen Punkte La

placesche Punkte sind. 
Die Zahl q der Laplaceschen Gleichung ist gleich der Zahl der geodätischen Linienzüge, die 

jeweils in einem Laplaceschen Punkt beginnen und enden; nach den bisherigen Entwicklungen fällt 

ein derartiger geodätischer Linienzug mit der geodätischen Linie für ein einzelnes Teilstück zu

sammen; falls im Netz p geschlossene Polygone auftreten, wird die Zahl der Laplaceschen Glei• 

chungen q - p sein, weil p davon in die Winkelbedingungen übergehen. 

Mit den Verbesserungen v der Winkel ß schreiben wir die Winkelbedingung in folgender Form: 

(Vi, n-1 -v1,1) + (vn-1, n-2-Vn-l, 1) + (vn-2, n-s-Vn-2,n -1) + .. • + 
+ (v,.8 -vc-5} + (v3 . 1 -V8.J + (v1·1- 111-s) + 

+- -1--{sn-1.1sin(Ä0 n- 11-A0 n-l n- 2} (s',,-2 n-1-S0 n-2, n-1) + 
MNsinl" ' ' ' 

+ [ Sn - 1, 1 sin (A0
,, - 1, t -A,, - 2. n - a) + 

+ Sn-1, n-1 sin (A0 n-2, n -i -A0
n-2. n-3}] (s'n-1, n - a-&0

n-2. n- a) + 
+ [.s,,_J. 1Sin (A0

n-1, 1-A0
n-3, n-c) + S11 -1, n-ssin (A0 n-S.,, _ 1-A0 n-3, n-,) + 

+ Sn-2, n-asin (A0
n-3, n-2-A 0,,-s, n- ,)] (s'n-S, n-,-S

0
n-S, n-,) + 

+ [sn-J. 1sin (A0 ,,_i. 1- A0 s.a) + Sn-1, n-isin (A0 n-2, n- 1 - A 0 a.a} + ... + 
+ susin (A~u- A0 a.a}] (s'z.a-s0 2.s) + 

+ [s,,_1, 1sin (A0
n-l, n-A0a.1) + Sn-1, n- ssin {A0 n-2, 11-1-A0 2.1) + ... + 

+ susin (Aa.s-Aa,1)] (s'1.2-s01.1)} + [ {c.t1, 11-1-c.t1,2) -(A0 1, 11-l -A0 1,1)] + 

+ [{~n-1. n-s-Gtn-l, 1)- (A0 n-1, n-2-A0
,, - 1, 1)] + 

+ [{cr.n-2, n-s-c.t,._a. n-1} - (A0
n-2, n-s-A0n-l!, n-1)] + • • • + 

+ (cr.4,3-IXc·li)-(Ao, .,-AoN)] + ({c.ta,1-CX,,,)-{Ao,.,-Ao,.J] + 
+ [(cx1-1-cr.u)-(Aoa·1-Ao,,a)] = 0. (76) 

In den Laplaceschen Gleichungen (40), (41), (42) milssen die Verbesserungen öcx1.,. d11rch die 

Gleichung 

ersetzt werden. 

§ 6. Mittlere Fehler der Grüssen, die in die Laplaeeseben Gleichungen und Polygon

Bedingungen eingehen; Bestimmung der Gewichte. 

Der mittlere Fehler 1-'-l einer beobachteten Richtung muss aus der Ausgleichung der Teilstücke 

der Triangulation (§ 1) nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden. 

Den mittleren Fehler 11 einer ausgeglichenen Richtung in einem Teilstück erhält man aus: 

(77) 

wobei D - die Zahl aller beobachteten Richtungen und C-die Zahl der Bedingungen in dem Teil• 

Stück. ist; in vorliegendem Fall wird D -;; C etwa O • 7. 
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Nach § 5 ist der F ehler ö,.,, des astronomischen Azimuts a.,.,. der geodätischen Linie gleich 

dem Beobachtungsfehler 61 des astronomischen Azimuts a1 der Ausgangsseite im Punkte P plus 

dem Fehlei: t11-11 des Winkels ß,.,. (Abb. 7) 

Die Fehler der Richtungen, die den Winkel ß,., bilden, werden mit v'1.,. und v', bezeichnet, 

wobei v',.1, sich auf die geodätischen Linien bezieht; es ist also 

o,.,. - a, - v ', + v',.1,. (78) 

Daraus erhält man: 

(79) 

!J-a2
1 muss man den astronomischen Berechnungen in den Basis-Netzen und der geodätischen 

Berechnung des unmittelbar beobachteten Azimuts auf der Ausgangsseite P1 entnehmen. 

Zur Bestimmung von t,t-2v',.1, kann die äherungsformcl dienen: 

2 

,Ls + "·', = .!:.. [2n2 + l] 
r o r V ,.1, Jn • (80) 

wobei man unter n die Zah.l der Seiten zwischen den Punkten P1 und P,. (d. i. die Zahl der Drei 

ecksseiten in dem Linienzug AabcdD der Abb. A) versteht. 

Die mittleren Längenfehler, die in die Laplacesche Gleichung eingehen, werden aus den Be

richten über die astronomischen Berechnungen in der Triangulation I. Ordnung entnommen. 

Es darf noch besonders darauf hingewiesen werden, dass in allen Gleichungen des § 5 

V1,./ - V1, (1t+1> 

durch v',. 1 - v',. <it+i> 

ersetzt werden darf, weil beide Winkel ß im Punkte P1 durch den Fehler in a.1 gleichmässig verzerrt 

sind. 
Der Fehler der Länge s',.1, der geodätischen Linie P,P„ wird nach der Formel (81) bestimmt:•) 

2 • 2 1 • ., l" 4n2 + 3n + 5 + m1>2 2 
(J-s = s t,t-0 sm- • - - s , 

9n 62 
(81) 

wenn s
1
1.1, aus nur einer Basis abgeleitet wurde. Da aber jede geodätische Linie aus 2 Basen 

bestimmt wird, so ist 
3 n2 + - n+S 

!J,s2 = s2 2!J-2 sin2 l". -- 2 + m1>2 s2. 

9n 262 

(82) 

Wenn wir die mittleren Fehler der Grö3sen s, a, v1 .1,, ),, haben so können wir zu den Ge

wichten übergehen. Hier setzen wir fest, dags dem Fehler mit d em Gewicht = 1 ein mittlerer 

Winkelfehler von ± l" und ein mittlerer Längenfehler von ± 1 m entspricht. 

§ 7. AUgemeine ZU3ammenbssung der Formeln. mnweis auf tlie Reihenfolge der Berechnungen. 

Allgemeine Folgerung. 

Die Bezeichnungen werden nun noch so geändert, dass die Niederschrift der Formeln verein

facht wird; dann vereinfacht man noch alle Koeffizienten durch Vernachlässigung der kleinen Grössen 

zweiter Ordnung bei ös und dritter Ordnung bei für.. 
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•) Hierin ist ml> der relative Fehler der Awgangneite. 
b 

Hierzu werden folgende Bezeichnungen eingeführt. Die Linge der Linie zwischen den 

Punkten Pn und Pn+t wird mit Sn bezeichnet, die Koeffizienten p q r die sich auf diese Linien 

beziehen, erhalten die entsprechenden Zeiger n. ' • ' 

Ferner : 

3) 

6) 

5) 

7) 

l) 

4) 

2) 

n Sn • A 
P, = an =--81D o + M " 1,n 

n+t 

'•" = bn = - (2)n+t sin A0 n+t• " tg cp,+ 1 =qa" sin fn+i = 
= hn sin 'P-+t 

s 
r" = Cn= 1--"- cosA0

__,_ tg m....L. = 
• N "Tl•" T•.,-, 

n+t 
= 1 + fn sin 'Pn+1 (wird nach f berechnet). 

q1" = dn = sin ln, n+i tg fn+i 

p3n = l"= -(l)..+1 COS Aon+l," 

" f, Sn A q, = n = --- cos 0 n+i." sec 'fn+t 
Nn+1 

9a" = h" = - {2)n+t sin A 0 n+i," sec C?nti 

(83) 

Die Reihenfolge der Berechnungen der Koeffizienten für die betreffende Linie entspricht 

der linksseitigen Bezifferung. 

Ferner: 

a) die Verbesserung des astronomisch bestimmten Azimuts der Ausgangsseite in p bezeich

nen wir mit ö1; 

b) die Azimutverbesserungen der geodätischen Linie Pu nennen wir v11, und"• (ohne die in 

§ 6 gebrauchten Zeiger') · ·' 

c) Öfn, "+1 ersetzen wir durch og,n entsprechend der Bezeichnung sn; 

d) öln, n+1 ersetzen wir durch öl„ entsprechend der Bezeichnung s • 

e) Ö
0

~ = ö, - 11,, wo 11, die Azimutverbesserung der Ausgangsseite ~;. 

Damit erhält man mit den oben abgeleiteten Formeln: 

1. für ein geschlossenes Polygon mit n - 1 Linien und d E k 1 2 3 en c en , , , ... , " - 1 : 

Bol - {Bol)' = 

= [ e1 + (a2 + a3 + ... + an - J b1] ös1 + 
+ [es + (aa +a,+ ... +an-JbJ ös2 + 

+ [e., + (a, + a5 + ... + an - 1) b,J ös3 + ... + 
+ [e, + (a,+ a,.+1 + ... +an- i)b,] 6s1+ 

............ 
+ [en - 1+ 0 n- 16n-1]Ösn - 1+ 
+ e" - 1 Ösn - 1 -

- [aa + (4a + 04C3 + a6C4C3 + aaC5C4C, + • • • + an - 1 Cn-1Cn-3Cn- 4 • • • C,) cJ) (t11-1 -v,.a) -

-[as + (a,+asc,+aacsc,+a,,c,sesc,+ ... + an - 1Cn - 1Cn-a• • · cJca] (va,1-v,.J -

- [a, + (a,, + a,+ l c•+ a,.+,c•+ t c,.+ ... + an - 1 Cn - sCn - a ... c•) c,J (v,. t-1 -v,.,) -

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
- [an-4 + (an-3 + 0n-9Cn-3 + 0n- 1 Cn - sCn-a) Cn-,] (vn-,,n- 5-v11 _ 4. ,, _ 3)-

- [ 0 n-a + (0 n-t + 0 n - 1 c,. - 1) c,. - al (vn-a,n-4-Vn - 3,n-,) -

- [an-t + 0n- 1 Cn-1] (vn-1, n- 3-Vn-2, n-1) -

-an-1 (va-1, n-1-11n - 1, 1)· (84) 



In (84) ist B\ die Ausgangsbreite des ersten Polygonpa.nktes im ersten Polygon; (B°1)' 

die entsprechende Breite, die über das ganze Polygon übertragen wurde. 

D i e G l e i c h u n g (84) i s t d i e B e d i n g u n g s g l e i c h u n g f ü r d e n P o l y• 

g o n s c h 1 u s s i n d e r B r e i t e. 

II. 
L\ - (L0

1)' = 

= [hi+(d2 + ds + d,+ ... + d,, _ 1)ei + (f2 + fs + fc + ··· +f,,-1)bJös1 + 

+ [~ + ( ds + d, + d6 + · . . + dn - 1) e2 + (fs + f, + /6 + · · · + fn - 1) bz] Ös2 + 

+ [ha + (d, + ds+ d, + .. . + J,, _ 1)e,+ (J. + f s+f, + .. . + fn - 1)ba] 05a + 

+ [h, + (d1t + d1t+1 + d1t+2 + ... + d,, _ 1) e,+ (/,,+ f1t+1 + Ji.+1 + ... + fn - 1) b,] ös,+ 

+ (hn -a + (dn - 2 + d,, _ 1)e,, _ 3 + (/11 - 2 + fn - 1) b,, _ aJ 05n-a + 

+ (h,, _ 2 + d,, _ 1e11 _ 2+ J 11 _ 1 b11 _J ös,, _ 1 +h,, _ 1ös,, _ 1 -

- (f1 + (d8+ d, + ds+ ... + d,, _ 1)a2 + (d, + ds+ ds + .. . + dn - 1) aa+ 

+ (d5 + d6 + d1 + • ·• + dn - 1)a, + •· • + (dn - 2+ dn - 1)an - 3+ dn - 10n - 2+ 

+ (fa + fcc, + f sc,c, + f ,csc,c, + · · • + fn - 1 Cn - z Cn -a ···ca) cJ (v1,1 - v1,a) -

- [J3 + (d, + d5 + d6 + ... + dn - 1)aa + (d5 + da + d1 + ... + d,, _ 1)a, + 

+ (d6 + d., + da + ... + d,, _ 1)a5 + ... + (d,, + d1, + 1 + ... + d,, _ 1 ) a, _ 1 + 

+ ... + (d,, _ , + dn - 1) a,, _ s + dn - 1 On - • + 

+ (fc + f5c, + f ec,,c. + f1CsC5C4 + · • • + fn - 1 c,, _ zcn - 3c,, _ , · · · c,) C3) (va·1- Va.J -

- [f, + (d6 + d6 + d1 + . .. + d,, - J a, + (da + d7 + d8 + ... + d,, - J a6 + ... + 

+ (d,. + d1t + i + ... + dn - 1} 01t - 1 + , , . + (dn -2 + dn - 1} On - 3 + dn - 1 On - ! + 

+ (fs+fsc5 + f,c6c5 + ... + f 11 - 1c,, _ 1 c,, _ 8 c,, _ 4 ••• c6)cJ (v,.8 -v,.5)-

- [f6 + (da + d1 + da + .. . + d,, - 1) a5 + (d1 + da + · · · + dn - 1) aa + · · · + 

+ (d1t + d1t + 1 + ... + dn - J 01t - 1 + •, • + (dn - 2+ dn - J Dn - a + d,,_ l On - 1+ 

+ (fs + f1ca + fsc,ca + • · · + fn - 1 c,, _ zcn- a · • · + Ce) es] (v,.., - v6·s) -

- [Ji + (d,+ d,.+ 1 + d,+ 2+ ... + d,, _ 1)a, + (d1t + 1+ d, + 2+ ... + d11 - 1)a1t + ... + 

+ (d,, - a + d,,_J a,, _ 3 + d,, _ 1 a,, _ 2 + (/1, + f1t+1 C1, + f1t + 1C1t + 1 C1t + 

+ Ji.+a c1,+ 2c,. + 1 c,,+ . . . + J,, _ 1 c11 _ 2c11 _ 3 .. . c,) c,] (v,. ,_1 - v,,,) -

- [f,, - a+ (d,, - i + d,,_ Ja,, _3 + d,, _ 1 a,, _ , + (fn - t + fn -t c,, - 1} c,, _ 8] (vn- s.n - 4 - Vn - a. n- .}-

- l/n - 2 + dn - 1 °n - 3 + fn - 1 Cn - J (vn - 2, n-3- Vn - 2, n- 1}-fn- 1 (ttn- 1, n- 9-Vn- 1, n}• (85) 

In (85) ist L0
1 die Ausgangslänge des ersten Polygonpunkts ; (L0 1)' die entsprechende Länge 

die über das ganze Polygon übertragen wurde. 

D i e G l e i c h u n g (85) i s t d i e B e d i n g u n g s g l e i c h u n g f ü r d e n P o 1 y· 

g o n s c h l u s s in der Läng e (hierbei ist k = i + 1). 
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Die allgemeine Formel für die Laplacesche Gleichung für den Linienzug P1P1P 3P, .. . P„ lautet: 

Ö
0 ,, + Vn,n- \ + (v•-1, 11 - 1- Vn - 1,n) + (ttn - t, n-3-Vn- 2,n- 1) + 

+ (v,, _ 3_,, _ , - v,,_ 3_,, _ 1) + .,. + (v,.8 - v,.5) + (v8., - Va,,) + 

+ (v1 . 1 -v1.8) - Ö1° -v1.1 - ö>.,, sin tpn + ÖA1 sin <p1 + 

+ (1Xn, n- t - A0 n, n- 1} + [(1Xn - 1, n-2 - IXn- 1, n) - (A0 n- t, n- 2- A0 n- 1, n}J + 

+ [(1Xn - t, n- 3-IXn- 2, n- 1} - (A0n- t , n-s-A0 n- z, n- 1)] + 

+ [(1Xn - 3, n - , - IXn -3, n - J - (A0n-a. n- , - A 0 n- 3,n _ .}] + 

+ . •. + [{1X,,3 - 1XN} - (Ao,,3 - Ao"6)] + 
+ [(1Xa·1 - «a.J - (Aoa·1-Ao, .J] + [(1Xs,1 - llt-a) - (Aol'l - Aos·a)] -

- [1X1·1 - A1.s] - (An-L0
,,) sin<p,, + ()..1 - L1)] sinq,

1
+ 

+ 1 { . (A MN ein l" s,,_lsm on- 1, ,, - Aon- 1,11-.} (s',, - 2- so,,_s) + 

+ [a,,_ 1sin (A0
n-t, " - A0

,, -2, n- s) + s,, _ 1sin (A0n-2, n- 1 - A 0
11 _z. n-a)] (a',.-a- s0 ,, _ 3) + 

+ [a,, _ 1sin (A0 n-l, ,, - A 0
n - 3, n- 4) + s,,_2sin (A0 n- 2, n- 1- A0 n- 3, ,, _ ,) + 

+ s,, _ 3 sin (A0
,, _ 3, n- z- A0 ,, _a, n- 4)] (s1

11 _ , - s0
11 _ ,) + 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

+ l s,, _ l sin (A0 n-1, n - A0a.1) + s11 _ ,sin (A0 n - 2, n- 1 - A0a,1) + 

+ s,, - a sin (A0
n - 3, n- 2- A„a,1) + ... + s4 sin (A0,.~ - A0a.1) + 

+ S3Bin (A0 a., - A0a.a)] (s2'-s1°) + [s11 _ 1sin (A0
11 _ 1. 11 - A01.1) + 

+ s,, _ 1sin (A0 n- 2, n- 1- A0 1.1) + ... + &3sin {A0 a., - A0 1,1} + 

+ s1sin (A0 u - A0 2.1)] (s\ - s01)} = 0. (86) 

Bei geschlossenen Linienzügen geht in jedem Polygon eine der Laplaceschen Bedingungen 

in die Polygonwinkel-Bedingung über und erhält für den Linienzug P1P 2P3
P, ... P,._1P

1 
folgende Form: 

(v1, n- 1- V1,2) + (vn - 1, n-2-Vn - l, 1) + (vn-2, n-a- Vn - 2, n- 1} + 

+ (vn -3, ,,_, - vn -S. n-1) + ... + (v,.a - vH,) + (va.1 - 11a.,) + 

+ (v2.1 - tta.s} + [(1X1, n- 1- 1X1.1) - (A01, n- 1- A1,1)] + 

+ [(IXn - 1, n - s - «n-1. 1) - (A0 n-1, n - 1-AO
11 _ 1, n}] + 

+ [ (1Xn - 1, n - 3 - IXn - 2, n- 1) - (A0 n - 2, n-a-A0•-2, n- 1}] + , .. + 
+ [(1X,,a -1X'"6) - (Ao,., - Ao,.g}] + [(11a,1- «a,J - (Ao1·1- Aoa·,)] + 

+ [(1X2,1 - «.-a} - (A01·1 - A0 2-a)J + 

+ { S n- 1 sin (A0
n-1, 1- A0

n - J, n- 2) (s'11 -2 - S
0n - 1) + 

+ [-'n-1, 1sin (A0
n-1, 1- A,, _2, n- 3) + s,,_,sin (A0 n-2, n- 1- A0 n- 1. n-s)] (s',,-a - s0 ,, _ a) + 

+ [sn - 1 sin (A0 n-1, t - A On -3, 11 - ,) + S11 -ssin (AO
11 _., n-1 - A0 ,, _ a, ,, _ ,) + 

+ s,, _ asin (A0 n-3, n-s - A 0 n - 8. n-,}] (s',,_, - s0 a- ,) + 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

+ [s,, - 1 sin (A0
,, -1. l - A0 a.s) + s,, - 2 sin (A0n-2, n- 1 - A03.1) + 

+ s,,_a sin(A0 ,, - 3,n- 2- A0a.~) + ..... . .... + 

+ s,sin (A0
, . 6 - A0

3•1} + a3 sin (A0
8., - A0

8 .s)] (s'1- s0
2) + 

+ [s,,_1sin(A0 n- 1,l- A0 2,1) + s,, _ , sin(A0
11 _ 2. n- 1- A0 2.1} + 

+ s,, _3 sin (A0 n-8, n -2- A0 2.1} + • .. + s, sin (A0,.s- A0 2.1} + s8 sin (A0 a., - A01,1) + 

+ s1 sin (A0
1 . 1 - A0

3.J] (s'1 - s0
1)l __ l - = 0. (87) 

] MNsinl" 
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Reihenfolge der Berechnungen: 
Unter der Annahme, dass die Ausmasse des Ellipsoids und die geodätischen Ausgangsdaten 

feststehen, erfolgt: 

a) die Ausgleichung der Teilstücke (§ 1). 
Dadurch werden die Lingen s' der geodätischen Linien P 1P 2, P 2P 8, P 8P,, P,P5, ••• , P 16Pm 

P 17P
24

, ••• (Abb. 1) und die astronomischen Azimute a1 •2, a2 •1, a 2 • 8, a3 •2,. •• , a18, 17, a17.16, «i7 •24, 

a
24

• 17 ..• dieser geodätischen Linien erhalten. Die Winkel zwischen den geodätischen Linien werden 
dann bei P 2 • • • a2 • 1 -a2 • 3 bei P 17 . . . a17 .16 -«17• 24 ; usw. 

b) D i e B e r e c h n u n g d e r a n g e n ä h e r t e n g e o d I t i s c h e n K o o r d i n a
t e n und die genaue B er e c h nun g der L ä n gen s0 u n d der Azimute A 0 

d e r i h n e n e n t s p r e c h e n d e n g e o d ä t i s c h e n L i n i e n. Im Hinblick auf die V er• 
wendung der Ergebnisse dieser Berechnungen bei der folgenden Aufstellung der Polygonbedingun
gen, führen wir jedoch für eine Reihe von Linien diese Berechnung der genäherten Koordinaten 
mit voller Genauigkeit durch. Erläutern wir das am Beispiel der Abb. 1: Ausgebend von den ange
nommenen geodätischen Koordinaten von P 1 und dem geodätischen Azimut A1.2 berechnen wir 
in aller Schärfe mit s'1 . 2 die geographischen Koordinaten und das geodätische Gegenazimut in P 2 ; 

von diesem geodätischen Azimut wird (a2 •1 - cx2 • 8) subtrahiert und mit dem auf diese Weise 
erhaltenen geodätischen Azimut der Linie P 2P8 und der Länge dieser Linie s'z. 3 werden die geo• 
dätischen Koordinaten von P 2 auf P 8 übertragen usw; mit derselben Rechenschärfe gehen wir zu 
den Linien P

8
P 4, P 4P 5, P 5P 6, P 6P 7, P 7Ps üher. Aus den Koordinaten von Ps und von P1 bestim

men wir dann s0
1 •8 und A 0 s.1, A\.8• Im Netzriss bezeichnen wir durch besondere Zeichen und 

Farben die Linien bei deren Berechnung s0 = s' gesetzt wurde und die Art und Weise der Über• 
tragung der Koordinaten und Azimute längs des Linienzugs, um eine klare Darstellung für die Auf
stellung der Polygonbedingungen zu bekommen. 

Ferner erhalten wir mit dem in dieser Weise berechneten geodätischen Azimut der Linie 
P

8
P, nach Abzug von (cx8 •4 - cx3 •9 ) das geodätische Azimut A'3•9; mit A'3• 9 und mit s'8 •9 und 

mit den Koordinaten P 8, die aus der Übertragung P 1P 2P 8 erhalten wurden, übertragen wir mit 
aller Schärfe die Koordinaten und Azimute auf P 9 und gehen auf diese Weise üher zu P10, zu P 11, 

zu P 12, zu P 13. Aus den Koordinaten von P 13 und P6 (die aus dem ersten Polygon erhalten wur• 

den) berechnen wir umgekehrt A 0
13• 5, A 0

5•18 und s0
13 .5• 

Im Polygon P7P6P6P14P15P16P17P18 beginnen wir die Berechnung mit P6 und einem Azimut, 
das gleich ist dem geodätischen Azimut P 5P 8 minus {cx6 •6 - a 5 .14,) und führen in der angegebenen 
Weise die Berechnung bis P 18; P 7P 18 bestimmen wir wieder umgekehrt aus den Koordinaten von 

P 18 und P 7 ; usw. 

c) Durch die Bestimmung der geodätischen Näherungs-Koordinaten B 0
, L0 und der ange• 

näherten geodätischen Azimute und Entfernungen A0 und s0 sind alle Vorbereitungen für die Auf
stellung der Laplaceschen Gleichungen beendet. Die Resultate müssten noch in ein besonderes Netz
Schema unter Angabe der Linien eingetragen werden, für die s0 = s' ist. Hierauf können die Poly
gon-Widersprüche in Breite und Länge berechnet werden. Hierzu müssen in jedem geschlossenen 
und - von anderen - unabhängigen Polygon fortlaufend in Richtung des Uhrzeigers die geodäti• 
schen Koordinaten und Azimute A' *) mit den Seiten s' und den Polygonwinkeln (mit Ausnahme 
des Winkels im Ausgangspunkt), die den Unterschieden der astronomischen Azimute gleich sind, 
genau berechnet werden. Ein Teil dieser Berechnungen wurde schon unter b) durchgeführt. So ist 
im Polygon P

1
P2P8

P,P
6
P6P1P8P1 nur üher das Azimut der geodätischen Linie P8P1 (A08'7) durch 

Subtraktion des Winkels (cx8 •7 - «8•1) das Azimut A' 8•1 zu berechnen, um at1Sgehend von den früher 
erhaltenen n: und L: mit diesem Azimut A's•t und s's·t die geodätischen Koordinaten von P 1 zu 
berechnen. Im Polygon P 8P 9P10P 11PuP18P 5P,P8 muss man die oben erwähnte Berechnung von P18 

aus längs den Linien P 13P 5, P 5P,, P,P8 usw. durchführen. 

Hierbei muss unbedingt in jedem Polygon die genaue geodätische Übertragung der Koordi
naten und Azimute fortlaufend im Uhrzeigersinn und mit den Seiten s' und den Winkeln durch
geführt werden, die dem Unterschied der astronomischen Azimute entsprechen. Die hierbei aus 

•) Diese Azimute A' fallen mit ,4° nicht zuaammen! 
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verschiedenen Polygonen erhaltenen Werte der Azimute A' für die zwei Polygonen gemeinsamen 
Linien werden selhstverstllndlich voneinander abweichen; ebenso werden auch die geodätischen 
Koordinaten der zwei oder mehreren Polygonen gemeinsam angehörenden Punkte, die durch die 
obige Berechnung erhalten wurden, voneinander und von den Näherungskoordinaten B° und 

L0 , die nach b} berechnet wurden, abweichen. 

d) Die Koeffizienten a, b, c, d, e, f, h sind nach Formel (83) zu berechnen; hierzu wird 
für jedes der Polygone, das schon bei c) benutzt wurde (also bei der Berechnung der Widersprüche 
in Breite und Länge) eine besondere Skizze angefertigt, auf welcher die Ecken des Polygons mit 
einer bestimmten Farbe numeriert werden. Diese Numerierung wird über das ganze Schema des 
Netzes ausgedehnt. Mit einer anderen Farbe wird dann noch eine eigene polygonweise Numerierung 
durchgeführt, 1, 2, 3, ... , n - 1, wobei die Nummer 1 stets auf die Ecke entfällt, die als Aus• 
gangspunkt für die Berechnung der Polygonwidersprüche gewählt wurde. An jede Seite des Poly
gons schreiben wir die entsprechenden Werte s, A 0

, l und die Werte a, b, c, d, e, f, h; den Ecken 

des Polygons werden die entsprechenden Werte B0 beigeschrieben. 
Ferner stellen wir fiir jedes Polygon in besonderen Übersichten noch die Koeffizienten der 

Formeln (8') und (85) und gleichzeitig auch noch die Bedingangsgleichungen der Breiten und 

Längen zusammen. 
Endlich ist noch für jedes Polygon die Winkelbedingung (oder eine Laplacesche Gleichung) 

nach (87) aufzustellen, wozu noch vorher das Absolutglied dieser Gleichting berechnet werden muss; 
hierzu werden die Ergebnisse der Berechnungen fiir s0 und A0 nach den Anmerkungen auf dem 
Netzschema nach c) benutzt; es ist klar, dass viele Glieder mit (s' - s0

) in (87) Null werden. 

e) Nun müssen noch die Laplaceschen Gleichungen nach (86) aufgestellt werden. Unter 
der Annahme, dass jede geodätische Linie in einem Laplaceschen Punkt beginnt und endet, wird 
die Anzahl der Laplaceschen Gleichungen der Anzahl aller geodätischen Linien im Netz minus der 
Zahl der Polygone, für welche die Winkelbedingungen als Laplacesche Gleichungen niedergelegt sind, 
gleich sein. Die Bildung der Linienzüge, die bei der Z1,1Sammenstellung der Laplaceschen Bedin
gungen benutzt wurden, erläutern wir nach dem Beispiel der Abb. 1: 

Die erste Gleichung schreiben wir für die Linie P1P2 

2. 
" " " " " " P1P2Ps 

3. " " " " " " 
P1P 2P8P, 

4. ,, " " " " " 
P 1P 2P 3P,P5 

5. ,, " " " " " 
P1P2P8P,P5P6 

6. " " 
,, ,, 

" " P1Ps 

7. ,, ., ,, ,, ,, 
" P1PsP7 

8. ,, " " 
,, ., 

" P1P2PaP9 

9. ,, " 
,, ,, 

" " 
P 1P 2P 3P 9P 10 

10. ,, ,. ,, 
" " " 

P 1P 2P 3P 9P10P 11 

11. " " 
,, ,. ,. 

" 
P 1P 2P 8P 4P 5P 18 

12. ,, ,, 
" 

,, ,, ,, P 1P 2P 8P,P5P13P 12 (N) 

13. ,, ,, 
" 

,, 
" " 

P 1P 2P 3P,P5P 14 

14. 
" 

,. 
" 

,, 
" " 

P 1P 2P 3P,P5P 14P 15 

15. " " " " " " P1PsP1P1s 

16. " 
,, " " " " P1PsP1P1sP11 

17. ,, ,, 
" " " " P1PsP7P1sP1,P16 

18. " 
,, ,, 

" " " P1Pu 
19. " " 

., 
" " 

,, P1P10P20 

20. 
" " " " " " P1P19P20P21 

1 
21. ,, " 

,. " P1P19P20P21Pz2 

22. ,, ,, ,, " 
P 1P 19P 20P21P 22P 28 

23. " " 
,, ,, ,, P1P19P20P21P22PzsP21 J ,, 
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Die Laplacesche Gleichung, die sich in die Winkelbedingung des Polygons verwandelt, 
entsteht dadurch, dass man in einer Richtung fortschreitend nacheinander die Laplaceschen Glei
chungen für sämtliche Linien des Polygons aufstellt und summiert. Wenn wir bei der Aufstellung 
der Winkelbedingungen die Form der Gleichung (87) anwenden, tritt die Frage auf, ob es notwen
dig ist, diese Winkelbedingungen durch Schliessung des Polygons oder durch die Aufstellung der 
Laplaceschen Gleichung für einen und denselben Punkt auf zwei verschiedenen \Vegen zu bestim
men. Zum Beispiel könnte man die Gleichungen für die Linienzüge P 1P 2P 3P 4P 5P 6, und PiP8P 7P 6 
einander gleichsetzen, um die Winkelbedingung im ersten Polygon zu erhalten, anstatt die Glei
chung (87) anzuwenden. Offenbar sind aber, wenn die eine oder auch die andere Methode zur 
Aufstellung der Winkelbedingung angewendet wird. die Glieder mit ov und mit [ (a,. 1 -Cl•·•+ 1) -

-(A0,.,-A0,,k+i)] vollkommen identisch. Daraus ersieht man, dass auch die Summe der Glieder 
mit (s' - s0

) eine und dieselbe Bedeutung haben wird, obwohl ihre Einzelglieder bei Anwendung 
der beiden Methoden verschieden sind. 

Anstatt die Laplacesche Gleichung immer von Pi zu Pn über alle dazwischenliegenden La
placeschen Punkte aufzustellen, können und sollen die Laplaceschen Gleichungen unmittelbar für die 
geodätischen Linien zwischen zwei aufeinanderfolgenden Laplaceschen Punkten aufgestellt werden. 
Dadurch werden die Berechnungsarbeiten vereinfacht. Zur Aufstellung der Laplaceschen Gleichung 
für ~e geodätische Linie zwischen den Punkten Pn _ 1 und Pn schreiben wir die Gleichung (86) für 
n gleich n - 1 und erhalten durch Subtraktion des Ergebnisses von (86): 

o' n - 0n-1 + Vn, n- 1 -Vn-1, n - 0An sin Cfn + OAn-1 sin Cf>n-1 + 
+ (cin,n-1 - A0 n,n-1) - {Cln-1,n-A0 n- 1. n) -

- (An - L 0n) sin ffn + {An- 1- L 0 n- 1) sin <pn- 1 + 
+ Sn-l { • {AD A o ) ( ' MN sin l" Slil n, n- 1- n- 1, n-2 S n-2 - s0 

n- 3) + 

+ sin (A
0
n- 1, n - A

0
n- 2, n- 3) (s'n-3-S0

n-3) + sin (A0 n- l, n -A0
n- 3, n-4) (s'n~1- S0 n-1) + 

+ .. • + sin (A0 n- i, n - A"2•1) (s\- s0

1)} = 0. (88) 

Nach (88) können für das in Abb. 1 dargestellte Netz die Laplaceschen Gleichungen für die 
folgenden Linien aufgestellt werden: 

PiP2, P 2P 3, P 3P,, P 4P 6, P 6P 6, P 1P8, P 8P 7, P 3P 9, P 9 P
10

, P
10

Pu, P
6
P

13
, P

6
Pw 

PuPi5, P1P1S, P1sP11• P11Pm P1P19, P19P20, PooPw P21P22, P 22P 23, P 23Pu, 

wobei wir annehmen wollen, dass die Übertragung von P 1 auf dem in dem Verzeichnis (N) ange 
gebenen Wege durchgeführt wird. 

. Schliesslich darf noch daran erinnert werden, dass bei Aufstellung der Laplaceschen Glei• 
chungen nach (86) oder (88) vorausgesetzt wurde, dass bei der Berechnung der Näherungskoordi
naten 

angenommen wurde. 

Bol = <pl -~l 

L1 = Loi = A1 - 'Ylt sec <pi 

A1,2 = A\,2 = Cl1,2 - 'Ylt tg <p1 

dept = 0; dB0
1 = 0 

dLOi = d).1 

f) Nach Aufstellung aller Polygonbedingungen und der Laplaceschen Gleichungen müssen 
alle diese Bedingungsgleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate aufgelöst werden, wozu 
vorläufig nach § 6 noch in den verschiedenen Teilstücken die mittleren Fehler p. der beobachteten 
Ri~htungen, die mittlere~ Fehle_r p. ~er ausgeglichenen Richtungen, die mittler~n Fehler P.a der 
Azimute der Ausgangsseiten, die mittleren Fehler p.., der Azimute der geodätischenLinien zwischen 
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benachbarten Laplaceschen Punkten, die mittleren Fehler 11.. der Längen dieser geodätischen Linien und 
endlich noch die mittleren Fehler der astronomischen Längen A berechnet werden müssen. Nach der 
Berechnung der mittleren Fehler können die Gewichte der entsprechenden Elemente bestimmt werden. 
Bei 16 geschlossenen Polygonen - dies entspricht dem astronomisch-geodätischen Netz im Eur~p. 
Teile Russlands - und bei Polygonseiten von ungefähr 300 km werden 48 Polygonbedm
gungen und 64 Laplacesche Gleichungen erhalten, wenn die Laplaceschen Punkte je _200 km 
verteilt sind. Mithin müssen bei einem Netz von solcher Ausdehnung 112 Bedmgungs• 
gleichungen zusammen aufgelöst werden. Hierbei beansprucht die Auflösung der 6i La-

laceschen Gleichungen und der 12 Winkelbedingungen verhältnismässig wenig Arbeit. Die Haupt• 
:rbeit verursachen die übrigbleibenden 32 Polygon-Bedingungen. Hieraus sieht man, dass der 
Umfang der Berechnungsarbeit hauptsächlich von der Zahl der Gleichungen für Anschluss in Breite 
und Länge abhängt; demnach braucht man vor den 112 Bedingungsgleichungen nicht zu erschrecken, 
ihre Auflösung in einer Gruppe ist durchaus möglich. 

Bis jetzt haben wir die Laplaceschen Punkte, die in der Mitte der Teilstiicke zwischen zwei 
Ausgangsseiten liegen, überhaupt noch nicht berücksichtigt. Es ist nicht erforde_rlich, diese .~unkte 
in die allgemeine Ausgleichung des Netzes einzubeziehen: sie müssen aber bei der Ausgleichung 
der Teilstücke berücksichtigt werden, indem in § l nicht nur eine sondern zwei oder drei Azimut• 
bedingungen (je nach der Zahl der Laplaceschen Zwischenpunkte) angesetzt werden. Im übrigen 
bleibt das Schema und die Reihenfolge der Ableitung der Azimute ci1., und ci,.,. und der Länge s',.1, 
der geodätischen Linie, die die Endpunkte P1 und P„ des Teilstückes zwischen den Ausgangsseiten 
verbindet, unverändert. Dadurch erhöht sich zweifellos die Genauigkeit der Ableitung von a; und s' 
wesentlich, was sich auf die folgenden Berechnungen vorteilhaft auswirkt. 

g) Nach der Auflösung der Bedingungsgleichungen milssen die Verbesserungen der Seiten
längen s' und der Azimute Cl angebracht werden, worauf dann mit den geodätischen Ausgangs
daten in Pi die endgültige Berechnung der geodätischen Koordinaten der Laplaceschen Punkte, 
die die Endpunkte der Teilstücke der Triangulation bilden, durchgeführt werden kann. 

h) Schliesslich milssen noch die Dreiecke der ein.zeinen Teilstücke endgültig zwischen die 
jetzt festliegenden Laplaceschen Punkte P, und P„ die die Endpunkte dieser Teilstücke bilden 
(-zwischen die endgültigen Ausgangsseiten~ deren . Längen aus d~n Basis.netzen überno~e~ 
werden - und zwischen die geodätischen Azimute dieser Ausgangsseiten - die aus dem endgülti
gen geodätischen Azimut der Linie P, P1 und mit dem aus der Ausgleichung hervorgegangenen 
Wert für ß,., abgeleitet wurden-), eingerechnet werden (Abb. C). 

Die endgültige Ausgleicht1ng der Teilstücke wird am besten nach der in USA angewandten 
Methode gelöst, die mit sehr vorteilhaften Abänderungen in der UdSSR in einer besonderen Bro• 
schüre durch den wissenschaftlichen Mitarbeiter des staatl. Instituts für Geodäsie und Karto• 
graphie, den Adjunkten N. A. Urmajew dargestellt wurde. . . 

Eine Darlegung der Methode von Urmajew zur Ausgleichung der Kettenabschnitte zwISchen 

zwei festen Ausgangsseiten folgt in dem nächsten Paragraphen. 

Die Einführung der Azimutgleichungen in die vorlät1fige Ausgleichung _der Teilst~cke f~t 
offenbar dazu, dass die Absolutglieder in den L~placeschen Gleichungen und 1n den Winkelbedm
gungen der Polygone n a h e z u N u 11 w e r d e n. Nichtsdestoweniger beh~lten die Lapla~eschen 
Gleichungen zur gemeinsamen Bestimmt1ng der Verbesserungen der astron~JD.1Sch . .'"1~ der rem geo
dätisch bestimmten Elemente ihre volle Bedeutung. Ich nehme an, dass die vorlaufige Ausnutzung 
aller Laplaceschen Punkte bei der Ausgleichung der Teilstücke auch zu einer Verminderung der 
Absolutglieder in den Polygonbedingt1ngen führen wird. Da infolge der zuverlässigen Bestimm~g 
von a und s' in der Ausoleichung der Teilstücke diese geringeren Veränderungen unterworfen sem 
werden, vergrössert sich bei der Ausgleichung astronomisch-geodätischer Netze die Wahrschein
lichkeit einer gerechten Verteilung der Fehler. Endlich spielt hier noch die Vermehrun~ der Lapla
ceschen Punkte in jedem einzelnen Teilstück eine wesentliche Rolle. Daher rechne ich auch auf 
eine günstige Verteilung der Verbesserungen bei der gleichzeitigen Ausgleichung a 11 e r E l e m e n t e 
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d e s N e t z e s unter Berücksichtigung der vorläufig abgeleiteten Längen und astronomischen 
Azimute der geodätischen Linien aus den einzelnen Teilstücken, die im weiteren als gleichsam unmit
telbar beobachtete Grössen angesehen werden. Aber der vollkommenere Weg ist wohl der folgende: 
Ausgleichung der Teilstücke nur aufgrund der Dreiecksbedingungen und der Basen; 
Ableitung der Länge und Azimute der geodätischen Linien, die die Endpunkte des 
Teilstücks verbinden; Aufstellung der Laplaceschen Gleichungen für diese geodätischen Linien 
und ihre Auflösung in bekannter Weise, aber getrennt von den Polygon• Bedingungen; zwei
tens nochmalige Ausgleichung der Teilstücke aufgrund der Dreiecksbedingungen, der Basen 
und der Azimut-Bedingungen unter Berücksichtigung der Verbesserungen der astrono
mischen Azimute und Längen, die aus der Ausgleichung der Laplaceschen Gleichungen erhalten 
wurden; alsdann Aufstellung der Polygon-Bedingungen und ihre Auflösung unter Berücksichtigung 
der Laplaceschen Gleichungen, die jetzt neue Absolutglieder haben, und schliesslich die Einrechnung 
der Teilstücke zwischen ihre endgiiltig festgelegten Endpunkte. 

Ergänzungs-§ 8. Ausgleicliung der Dreiecksketten zwischen zwei festen Ausgangsseiten 
(nach N. A. Urmajew). *) 

Nun betrachten wir eine einfache Dreieckskette (Abb. 8) zwischen den Ausgangsseiten P1A 
und PaIJ. Die geodätischen Koordinaten ilirer Endpunkte P1, A, P2 und B sind endgültig berech
net. Damit liegen auch die geodätischen Azimute und Längen der Seiten P1 A und P1B endgültig 
fest und unterliegen keinen Veränderungen mehr. 

Aus dieser Dreieckskette wählen wir den mit Doppellinien dargestellten Linienzug aus, der 
die Punkte A und P2 verbindet. 

B 
Abb. 8° 

Wenn wir die Breitenänderungen der Punkte dieses Linienzuges, die : der .Änderung der Lo
garithmen seiner Seiten s und der .Änderung der Azimute A dieser Seiten entsprechen, mit dB1, 

dB2, dB8, • •• , dB5 bezeichnen, erh:tlten wir: 
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dB1 = p1d lg s1 + Pi' dA1 

dB2 = p 2d lg 89 + p 2' dA 2 + dB1 

dB3 . p 3d lg s3 + p 3' dA3 + dB2 

dB, = p,d lg s, + p,' dA4 + dB8 

dB5 = p 6d lg s5 + p 6' dA6 + dB, 

dB6 = p6d lg s6 + p/ dA6 + dB5 

Durch riickläufige Auflösung dieser Gleichungen ergibt sich 

dB6 = Ptd lg s1 + p 2d lg s2 + p3d lg s8 + p,d lg s, + p 5d lg s5 + p 8d lg 88 + 
+ Pi' dA1 + P2

1 
dA2 + Pa' dAa + p,' dA, + p/ dAs + Pa' dAe. 

(89) 

(90) 

*) Wegen der praktischen Bedeutung dieser Arbeit v.:>n Ucaujew folgt noch eine O'benet.zu.ng der Originalarbeit. 

Jetzt können noch die .Änderungen der Logarithmen der Seiten und der Azimute durch die 
Winke]verbesserungen ausgedrückt werden. Vorher werden jedoch noch folgende Bezeichnungen 
eingeführt: 

(91} 

Hierbei sind Aa, und Ab, die Änderungen der Logarithmen der Sinuse der Winkel a, und b, für 
je l", (a,) und (b,) die Verbesserungen dieser Winkel seihst und endlich 

d lg S1 = Ä1 

d lg S2 = Ä1 + Ä2 
d lg S3 = A1 + Ä2 + Ä3 (92) 

Für die Verbesserung der Azimute haben wir dann: 

dA1 = -(c1) 

dA2 = - (Ci} + (c2} 

dA3 = -(c1} + (c2} - (c3} 

dA._ = -(c1} + (c2) - (c3} + (c4} 
(93) 

dA5 = - (c1} + (c2) - (c3) + (c,} - (c6} 

dA6 = -(Ci} + (c2} - (c3) + (c,) - (c5) + (c6} 

wobei Wlr m (93) den Einfluss der Fehler der Dreieckswinkel auf die Bestimmung der Meridian
konvergenzen ö aus den E lementen des Linienzuges vernachlässigten. 

Da die Veränderungen dieser Grössen 

ö = (2) s sin A tg <p, 

soweit sie durch die Fehler der Dreieckswinkel verursacht sind, bei s = 30 km und bei einer Länge 
der Kette von 200 km ± 0,07" nicht überschreiten, so können diese Fehler in (93) unbeachtet blei• 
ben, wenn (93) lediglich in (90) eingeführt wird. 

Dann ist 

' s, . A Pt =Rsm ,..,. 

Der Einfluss der angegebenen Fehler wird in den einzelnen Gliedern der Gleichung (90} in dA 
kleiner als 0,0003". 

Setzt man (93) und (92) in (90) ein, so wird 

dBa = (p1 + Pa + Ps + P, + Ps + Ps} Ä1 + (p2 + Ps + P, + Ps + P&} A2 + 
+ (ps + P, + Ps + Pt1} As + (p._ + Pr; + P&} A, + (Po + Ps} As + Ps As -

-(pi' + P2
1 + Pa' + P,

1 + Ps' + P6
1

} (c1} + (p2' + Pa' + P.' + Po' + ps'} (c2} -
-(ps' + P,1 + Ps

1 + P&1
} (ca)+ (p,' + Pr,1 + Ps') (c,) - (p5' + Ps') (c5} + Pt1' (c4), (94} 

Das Gesetz für die Aufstellung der Koeffizienten in (94) ist einfach: deY Koeffizient bei 
A, ist gleich der Summe der Koeffizienten p der Seiten des Linienzuges, die eingeschlossen sind 
zwischen dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer i und dem 
Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des letzten Dreiecks in der Kette; ebenso ist der Koeffizient 
bei (c,) gleich der absoluten Summe der Koeffizienten p' fiir die Seiten des Linienzuges, die ein
geschlossen sind zwischen dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer 
i und dem Scheitelpunkt des Zwischenwinkels des letzten Dreiecks in der Kette. 

57 



Die Bezeichnung der Koeffizienten bei ( c) kann der Abb. leicht entnommen werden. 
In Abb. 9 ist eine Kette dargestellt, in der die richtige Reihenfolge der Winkel a, b und e 

nicht eingehalten ist; für sie wird das obige Gesetz für die Aufstellung der Koeffizienten voll bei
behalten und wir erhalten für diese Kette: 

dB, = (p1 + P2 + Ps + p,) A1 + (P2 + Ps + P,) '1.2 + (p2 + Ps + P,) A3 + 

+ (P2 + Ps + p,) A, + (ps + p,) As+ P, .1.a + (pi'+ P2
1 

+ Ps' + P.') (e1) -

- (p2' +Pa'+ p.') (c2) - (p2' + Ps' + P.') (es) - (P2' + Pa' + P,') (c,) + (Ps1 + P,') (c5) - P,1 (c,). 

Ferner bezeichnen wir 

a, 

1 

, c, ,, 
,, ' 0 

„ 2 

Abb. 9. 

p, + P1+ 1 + P1+ 2+ · • + p, = P[ } 
p', + P

1

1+ 1 + P
1

1+2 + · · + p', = P'f . 

Dann erhält mit (91) die Gleichung für die Breite folgende und endgültige Form: 

(95) 

(96) 

Hier ist W1 gleich dem Unterschied der Breite des Punktes P2, die auf dem Linienzuge 
berechnet wurde, und der gegebenen Breite des Punktes P2 • 

Für die Unterschiede der aus dem Linienzug berechneten Längen erhalten wir die Differen
tialgleichungen: 

dL1 = ql d lg S1 + q'i dA1 

dL2 = q2 d lg s2 + q' 2 dA2 + dL1 

dL3 = q3 d lg s3 + q' 3 dA3 + dL2 (97) 

Analog wie bei der Ableitung der Bedingungsgleichung (96) für die Breite werden die folgenden 
Gleichungen erhalten: 

(98) 

(99) 

58 

In der Bedingungsgleichung (99) für die Länge ist W2 gleich der auf dem Linienzug berech

neten Länge des Punktes P2 minus der gegebenen Länge desselben Punktes. Die Koeffizienten 
Q und Q' werden in derselben Weise wie die Koeffizienten P und P' gebildet. 

Die Koeffizienten p, p', q und q' entsprechen vollständig den Koeffizienten p und q in den 
Formeln (2) § 2; demnach ist 

1 
Pn = - (1) MlOI Sn COS An+l, n 

qn = - (2) -
1
- Sn sin An+t nsec (j>n+l 

MIO' ' l (100) 

In den Formeln (100) ist M der Modul der Napierschen Logarithnien; .1 lg s ist in Einhei
ten der 6. Dezimalstelle der Logarithmen ausgedrückt. 

Ferner ist 

(101) 

Die Ausdrücke (100) und (101) für die Koeffizienten p, q, p' und q' werden zweckmässig 
umgebildet. Die Gleichungen müssen so multipliziert werden, dass die sehr kleinen Koeffizienten 
der Unbekannten in (96) und (99) ungefähr gleich 1 werden. Coast and Geodetic Survey führt 
hierzu den Faktor 

Da: 

M IO' = 723.824 ein. 
6 

(1) 
Pn = - - Sn COS An+l, n 

600 

(2) . A 
qn = -

600 
Sn Slll n+J, nsec 1Pn+1 

, MIO' (1) 
Pn = - ---qn COS f n+l 

p" (2) 
" 1 

p = -=--1" 
Slll 

, Ml01 (2) 
q n = --- Pn sec f n+l 

p" (1) 

ist, werden noch die Bezeichnungen eingeführt: 

Damit erhält man endgültig 

MIO• (1) l ----=C1 
p" (2) 

+ M101 (2) 
~(l) =c2 

Pn = b1 Sn COS An;+ 1, n 

q" = b2 Sn sin An + 1, n sec f n + t 
p'n = C1qn COS fn+ t 

q' n = CzPn sec IP" + 1 

(102) 

(103) 
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Nachstehend bringen wir noch eine kleine Tabelle der Werte b1, b2, c1 und c
2 

für verscbie. 
dene Breiten. 

Breite lg b1 lg b2 lg C1 lg C2 

35° 5.7331 n 5.7312 n 0.3253 n 0.3214 n 

40° 5.7327 n 5.7310 n 0.3251 n 0.3216 n 

45° 5.7324 n 5.7309 n 0.3248 n 0.3219 n 

50° 5.7320 n 5.7308 n 0.3246 n 0.3222 n 

55° 5.7316 n 5.7307 n 0.3243 n 0.3224 n 

60° 5.7313 n 5.7305 n 0.3241 n 0.3226 n 

65° 5.7310 n 5.7304 n 0.3239 n 0.3228 n 

Mit den nach (103) berechneten Koeffizienten p und q erhalten wir dann die Gleichungen 
(96) und (99) in folgender Form: 

t [ P 4a (a) - P46(b)] + t [ =f P' (c)] + 723.824 W1 = 0 } 

t [Q Ao(a) -QA1;(b)] + E [±Q' (c)] + 723.824 W2 = 0 

Die Bedingungsgleichung für die Ausgangsseiten (Basisgleichung) lautet 

t [Ao (a) - A6(b)] + W8 = 0; 

(104) 

(105) 

hierbei ist Ws gleich dem· Logarithmus der Seite P2B, der aus der Dreiecksberechnung der Kette 
erhalten wurde, minus dem gegebenen Logarithmus der Seite P

2
B (Abb. 8). 

Die Azimutbedingung wurde schon im § 1 abgeleitet. 
~ezeichnet ~an den Unterschied des Azimuts und des Gegenazimuts einer Seite gegenüber 

180° _mit Ö und llllt A 0 und A7 die gegebenen geodätischen Azimute der Seiten AP1 und PalJ, 
so WJ.rd 

oder 

Ao - C1 - (c1) + Ö1 + d Ö1 + c2 + (c2 ) + 82 + dö2 - c8 - (~) + 68 + dö8 + c4 + 

+ (c4) + Ö4 + dö4 - c5 - (c6) + Ö5 + dö5 + c6 + (c6 ) + ö6 + dö6 - c7 - (c7) = A 7 

-(c1) + (c2) - (ca) + (c,) - (c,;) + (c6 ) - (c7) + tdö + A' 7 -A7 = 0. (106) 

In (106) ist A' 7 das berechnete Azimut der Richtung P2B. Ferner wird, wenn unter dl 
das Differential des Längenunterschieds l verstanden wird, 

dö = (2)dssinAtg<p + (2)scosAtgq,. dA + (2)ssinA~ 
cos 2 q, 

dl = (2) ds sin A sec q> + (2) s cos A sec q, . dA + (2) s sin A dq, sin q> 
cos2 q, 

dö - dl sin q> = (2) s sin A .dq,. 

Hieraus schliessen wir, dass man (wie im § 1) 

setzen kann. 
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Hier bedeuten L2 und L' 2 die gegebene und die berechnete Länge 
Deshalb wird die Azimutbedingung endgültig: 

des Punktes P 2• 

- (c1) + (c2) - (c3) + (c4) - (c5) + (c6 ) - (c7 ) + W4 = 0 

W 4 = A'1 - A 7 - (L'2 -L2) sin <f'm 

(107) 

also gleich dem Unterschied des berechneten und gegebenen Azim11ts minus der Verbesserung 

(L' 1 - L2) ein (j>m• 
Da die Kette schon einmal ausgeglichen w11rde, werden für dieselbe in den Winkelsum

menbedingungen und in den Basis-Gleichungen die absoluten Glieder Null sein. Zu den Gleichun
gen (104), (105) und (107) können die Winkelsummengleichungen angefügt und dann alle Glei
chungen gemeinsam aufgelö3t w~rden. Hierbei können noch die Winkelverbesserungen durch die 
entsprechenden Richtungsverbesserungen ersetzt und die Ausgleichung kann nach Richtungen durch
geführt werden, oder man behält in den Bedingungsgleichungen die Winkelverbesserungen bei und 
gleicht die Kette nach Winkeln aus. 

Wenn wir nach Winkeln ausgleichen und beachten, dass die absoluten Glieder in den Win
kelsummenbedingungen Null sind, so können diese unbeschadet der Forderung abgespalten werden, 
dass die Auflösung unter der Bedingung erfolgt, dass die Summe der Quadrate aller Winkelver• 
besserungen - und zwar sowohl der Verbindungswinkel als auch der Zwischenwinkel - zu einem 
Minimum wird. 

Demnach wird folgender Gru.nd3atz angewendet: wann in irgendeinem Dreieck die Winkel
verbesserungen in eine (beliebige) Bedingun6 sg"leichung mit den K •nffizienten: r,_ 1 , r1, r1+1 eingehen, 
so führt die Abspaltung der Winkelsummengleichung dieses Dreiecks m der betreffenden Bedingungs
g"leichung zur nachstehenden Umformung der Koeffizienten: 

1 
r,_1 - - (r,_1 + r, + r1+1) 

3 

1 
r1- - (r,_ 1 + r1 + r1+ 1) 

3 

1 
r1+1-- (r1-1 + r, + r1+1) 

3 

(108) 

Diese Umformung vereinfacht naturgemiiss die Rechenarbeit und führt zu einer bemerkens
werten Veränderung der Methode der Netzausgleichung, die als „britannische" Methode bezeich
net wird. 

Nun betTachten \\ir nochmals die Ausdrücke (103). Wir kllnnen mit ausreichender Genauig
keit für die Bestimmung der Koeffizienten in den Bedingungsgleichungen schreiben 

- ~~SnCosAn+i. n = (B,, + 1 -Bn)' 

- (:~ s„cosA,, + 1.,, secqi,,+ 1 = (Ln+ 1 - L,,)' l (109) 

In (109) sind rechts die Breiten• und Längendifferenzen in Bogenminuten ausgedrückt. 

Nach (103) und (109) ist dann: 

(110) 

Da die Koeffizienten P, P', Q und Q' in (104) die Summen der aufe~anderfolgenden Koeffi
zienten p, p', q und q' darstellen, werden sie folgendermassen gebildet: der Koeffizient P oder Q, 
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der sich auf das Dreieck mit der Nummer i bezieht, ist gleich dem Unterschied der Breiten oder 
dem entsprechenden Unterschied der Längen des Endpunktes des Linienzuges und des Scheitel
punktes des Zwischenwinkels des Dreiecks mit der Nummer i. Infolgedessen wird: 

P, = (B, - B1)' 

Ql = (L, - L,)' 

P' = a1 (L, - L,)' (lll) 

Q' = a2 ( B, - L1 )' 

In (111) werden mit B, und L, die gegebenen Koordinaten des letzten Punktes (P,) de, 
Linie~ges ~ezeichnet. In (111) ist zu beachten, dass die linken Teile gegenüber (103) zehnmal 
vergrossert smd. 

Deshalb wird endgültig: 

:E[(B,-B,) 4., (a)-(B, - B,) 46 (b)] + :E[±al (L, - L,) (c)] + 7 238.24 wl = 0 } 

:E[ (L, - L,) .da (a)-(L, - TJ,) Ab (b)] + :E[ ± a2 (8, - B1) (c)] + 7 238.24 W
2 

= O (112) 

~ie Grössen B, - B, und L; - L, erhält man sehr einfach, weil die Berechnungen 
~~r Breiten ~d Län~en auf dem Linienzug schon zur Berechnung von W1 und Wa durchge• 
führt worden smd. Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen flir die Breite und Länge in der 
Form (112) ist daher sehr einfach. 

Prof. F. Krassowsky 

Methoden zur Ausgleichung der Triangulationen I. O. 
in der-UdSSR 

von Prof. Krassowsky *) 

V OB WOBT. 

Bis jetzt wurde die Triangulation I. 0. im Europäischen Teile der UdSSR aus 12 geschlos• 
senen Polygo~en mit 30 Grundlinien und 40 Laplaceschen Punkten gebildet (ungerechnet 
26 Punkten, ~e auf Do~pelpunkte~ der ~asisnetze bestimmt wurden). Die Ausgleichung und 
Berechnung e1?"er deraxtigen gewaltigen Tnangulation stellt nicht nur eine schwierige, sondern auch 
sehr ~angre~che ~ufgabe dax. ~ Indien war die sogenannte Britannische Methode zur Polygon· 
aus~Ie1chung emgeführt worden, die den Vorzug hat, dass in die Ausgleichung die Elemente der 
Dreiecke eingeführt werden, die die Polygone bilden; beachtet man hierbei aber, dass diese Methode 
eine ~usgleichung der ~ri~n~tion i n T e i 1 e n darstellt und nur die gleichzeitige Beaxbeitung 
von weht. mehr a~ dr~1 bIS vier Polygonen zulässt, wobei filr die Ausgleichung von 12 bis 15 p 0 • 

lygonen eme Arbe1tsze1t von 5-6 Jahren erforderlich ist, so muss man diese Methode als vollkom• 
men wertlos ablehnen. Selbst wenn man von dem unverantwortlichen Arbeits• und Zeitaufwand 
absieht, muss man bedenken, dass die Ausgleichung von Polygonnetzen nach Teilen zu fühlbaren 
Verzerrungen in den einzelnen Teilen führen kann. 

•) Arbeiten dea Staatl. Institutes filr Goodäaie u. Kartographie Fünfter Teil. Goskartogeodesia Moskau• 
Leningrad 1932. 
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Helmert schuf die nach ihm benannte Methode zar Ausgleichung astronomisch-geodätischer 
Netze, die auch in D eutschland angewandt wird. Hierbei werden die Polygone durch geodätische 
Linien gebildet, die die Dreiecksketten zwischen den angrenzenden Laplaceschen Punkten ersetzen. 
Gleichzeitig mit den Verbesserungen der Elemente, die auf geodätischem Wege gefunden wurden, 
werden hierbei auch noch die Verbesserungen der astronomischen Längen und Azimute bestimmt, 
wodurch eine richtige Orientierung der Polygonseiten erreicht wird. Die Helmertsche Methode 
wurde praktisch jedoch nur bei einem Netz angewandt, das nur annähernd den achten Teil unserer 
Triangulation darstellt. Andererseits werden durch die Helmertsche Methode keineswegs die syste• 
matischen Fehler in den Dreieckswinkeln berücksichtigt und die Laplaceschen Punkte vollkommen 
ausgenutzt, die sich nicht nur in den Enden sondern auch in der Mitte der einzelnen Kette befin
den, die durch geodätische Linien ersetzt werden. 

Wenn wir die Helmertsche Methode unverändert überneh.men, würden wir kaum richtig 
handeln und verschiedene Elemente der Polygone entstellen. Andererseits ist die Arbeit bei dieser 
Methode schon bei 12 Polygonen so gewaltig und auch ermüdend, dass man kaum damit rechnen 
kann, die Arbeit zu einem befriedigenden Abschl11ss zu bringen. Im Jahre 1930 wurde daher von 
mir der Vorschlag gemacht, die Helmertsche Methode durch eine andere Ausgleichung des astrono
misch-geodätischen Netzes zu ersetzen. (Siehe hierzu ,,Arbeiten des Staatl. Instituts für Geodäsie 
und Kartographie" Ausg. 2, 1931.) Als wesentliche Veränderungen erscheinen hierbei: 

1) Eine vorläufige Ausgleichung der einzelnen Teilstücke der Triangulation unter Berück
sichtigung der Winkelsummen• und Seitengleichungen, der Basisbedingungen und der Azimutbe
dingungen (dadurch wird der Einfluss der systematischen Fehler in den Polygonwinkeln bei Be
stimmung der Polygon-Elemente ausgeschaltet). 

2) Das ermüdende zahlenmässige Abspalten der Lotahweichungen bei der Aufstellung der 
Polygongleichungen wird durch allgemeine Formeln ersetzt, die es gestatten, sofort die Bedingungs
gleichung für ein beliebiges Polygon niederzuschreiben, wobei die Zahlenwerte der Koeffizienten 
sofort eingesetzt werden, die ohne besondere Schwierigkeiten sogar für ein Polygon mit 8 Lapla
ceschen Punkten berechnet werden können. Durch die von mir vorgeschlagene Methode kann die 
Berechnung der geodätischen Koordinaten der Laplaceschen Punkte schätzungsweise im Verlaufe 
von anderthalb Jahren bei ununterbrochener Arbeit von drei Rechenpaaren durchgeführt werden. 

Auf diese Weise erhält man erstens eine in Bezug auf die Methode und technische Aus· 
führung vollkommen klaxe Arbeit und zweitens würden sich die Termine grosser Arbeiten we• 
sentlich verkürzen lassen. Trotzdem zwang die Dringlichkeit der Anforderung geodätischer Koordi
naten für die Dreieckspunkte I. 0. im Winter 1930/31 zu noch weiteren Vereinfachungen bei der 
Bearbeitung der Triangulation I. 0., wodurch die Arbeitszeit um weitere 11/ 1 bis 2 Monate 
verkürzt wurde. 

Im nachstehenden Artikel sind kurz der Weg und die Methoden zur Bearbeitung der Trian
gulationen I. 0. dargelegt, die zurzeit vom Berechnungsbüro der Geodätischen Hauptverwaltung 
unter Leitung des Staatl. Instituts für Geodäsie und Kartographie· angewandt werden; bei der 
endgültigen Beaxbeitung dieser Methoden waren mir die Mitaxbeiter am Staat!. Institut für Geodäsie 
und Kartographie Prof. W. W. Danilow und N. A. Urmajew behilflich. 

F. H. Krassowsky 

63 



Methode zur Ausgleichung der Triangulation 

in der UdSSR. 

I. 

I. 0. 

Bei der Ausgleichung der Polygone der Triangulation I. O. wird zunächst die Ausgleichung 

einzelner Teilstücke der Triangulation durchgeführt, wobei man unter Teilstück einen Kettenabschnitt 

zwischen zwei benachbarten Basisnetzen versteht. Die Ausgleichung jedes Teilstücks endet mit der 

Bestimmung der Richtungsverbesserungen unter Berücksichtigung der Dreiecks- und Seitenbedin

gungen der Basis- und Laplaceschen Bedingungen. Hierbei erhalten die astronomischen Messungen 

(Azimute und Lllngen), die in den Endpunkten des Teilstücks bestimmt wurden, keine Verbesse

rungen. Die Ausgleichung jedes Teilstücks wird mit der Ableitung der Längen der geodätischen 

Linien, welche die Endpunkte des Teilstücks verbinden, und der Ableitung der astronomischen Azi

mute dieser Linien beendet. 

II. 

Durch das Staatl. Institut für Geodäsie und Kartographie war im Jahre 1930 eine Arbeit 

zur Bestimmung des Ausmasses der grossen Halbachse des Ellipsoids ausgeführt worden. das sich 

am besten dem mit neuen Triangulationen 1. 0. bedeckten Territorium anschliesst. Hierbei wur

den zugleich die Komponenten der Lotabweichungen el und 'Yll für Pulkowo bestimmt nach der 

Gleichung: 

Die Abplattung des Ellipsoids wurde der Besselschen Abplattung gleichgesetzt, weil die 

mittleren Breiten eine zuverlässige Bestimm'lng der Verbesserung der Abplattung nicht gestatten. 

Bezeichnen wir mit a die wahrscheinlichste grosse Halbachse des Ellipsoids und mit a0 die grosse 

Halbachse nach Bessel, so wird 

a = a0 + 684 m ± 170 m 

Da a0 für Pulkowo nur ungefähr eine halbe Sekunde ist, wurden die astronomischen Koordi

naten von Pulkowo•) als geodätische Ausgangs-Koordinaten angenommen (Mittelpunkt des runden 

Saales). Ebenso wurde mit Rücksicht auf die Umformung der umfangreichen Triangulation II. 0. 

der militärtopographischen Verwaltung und der geodätischen Hauptverwaltung beschlossen, die 

Triangnlation auf dem Besselschen Ellipsoid zu berechnen. 

Hierbei ist zu beachten, dass in Pulkowo selbst überhaupt kein Azimut unmittelbar be

stimmt worden ist. Der Pulkowo nächstgelegene astronomische Punkt der Triangulation I. 0. 

ist Sablino. Daher musste Sablino anstatt Pulkowo als Ausgangspunkt der Triangulation genom• 

men werden. Nach der Feststellung des geodätischen Ausgangs-Azimuts in Sablino können mit 

dem Unterschied der geodätuchen Koordinaten von Sablino und Pulkowo über die astronomischen 

Koordinaten von Pulkowo die geodätischen Ausgangskoordinaten von Sablino berechnet werden. 

Das geodätische Ausgangs-Azimut in Sablino kann man aus dem astronomischen Azimut 

für Sahlino nach Verbesserung um - 11 tg cp ableiten, weil bei der Bestimmung von a, und 11, auch 

die Grössen e und 'Yl für Sahlino erhalten werden. 

•) Obwohl "lo = 2,511 ist, wurde dennoch die geodllti"5che Breite der astroMmischen Breite von Pulkoow 

gleichgesetzt., n.m die Ergebnisse der bereita a03Jefilhrten st:1t1tlich,n Aufu!lhm,n nicht merklich zu verllndem. 
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Ausserdem wurde von mir noch folgende Methode zur Ableitung des geodätischen Ausgangs• 

Azimuts in Sahlino vorgeschlagen: 

Sablino 

16 

21 
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1 

' 1 
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Abb. 1. 
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Ausgebend von den geodätischen Koordinaten und dem Azimut in Sablino, die durch die 

Arbeiten der Militilrtopographischen Verwaltung bestimmt wurden, berechnen wir die geodätischen 

Azimute in den Punkten 1, 2, 3, 4, ... , 8, 9, 18, 20, 21, usw. d. h. fiir die Knotenpunkte der Poly• 

gone und für die Laplaceschen Punkte, die sich in den zwischen den Knotenpunkten gelegenen 

Basisnetzen befinden. Diese Azimute die auf dem Besselschen Ellipsoid berechnet wurden, bezeich

nen wir mit G. 

Obwohl die Triangulation noch nicht ausgeglichen ist, so werden durch die Berücksichtigung 

der _Laplaceschen Bedingungen bei der Ausgleichung der Teilstücke und bei der Ableitung der Win

kel m den Drehpunkten l, 2, 3, ... , 7, 20, 16 aus den astronomischen Azimuten der geodlltischen 

Linien 1-2, 2 - 3, 4 - 5, usw. nur kleine Widersprüche zwischen den verschiedenen Werten der 

Azimute G erhalten, die aus dem Polygonnetz auf verschiedenen Wegen unter Benutzung der Po

lygonabschlusseiten abgeleitet wurden. 

Das astronomische Azimut im Punkt K wird mit A, bezeichnet. Das geodätische Azimut 

G, in demselben Punkte erhält heim Übergang von der grossen Besselschen Halbachse a
0 

zur 

Halbachse a die Verbesserung öG,. Damit wird 

achdem der Unterschied 

A1 - G', 

für alle in Abb. 1 bezeichneten Punkte bestimmt ist, berechnen wir die Verbesserungen des Anfangs. 

Azimuts in Sahlino unter der Voraussetzung, dass das Azimut im Punkte K die Korrektur 

+ (A, - G'•) 

erhielt, wobei wir diese Berechnung für alle Linien durchführen. die Sablino mit den in Abb. 1 

angegebenen Punkten verbinden (diese Linien sind punktiert). 

Hierzu müssen wir zuerst näherungsweise die 2. geodätische Hauptaufgabe zur Bestimmung 

der geodätischen · Linien, die Sablino mit den Punkten 2, 3, 4, .... 20, 21, 16 verbinden. auflösen und 

dann die Formel 

( 
s R sin ~ ) 

Ä(¼ = cosR N'!. cosa2 tgcp2 (Ak-G'k) 

anwenden, wobei Ä¾ auch die Verbesserung des Azimuts in Sahlino ist. 
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Aus den Werten der Aci2 für alle Übertragungen auf Sablino bilden wir einen gewissen Mit. 

t elwert. Die Ableitung des ~:littelwerts aus den verschiedenen .h2 ist ebenso schwierig wie die 

Feststellung des Ausgangs-Azimuts. Wenn die Laplaceschen Punkte gleichmilssig auf der von der 

Triangulation erfassten Fläche verteilt und etwa 40 - 50 km voneinander entfernt wären, so wilrde 

beim Fehlen von Gebirgen und grossen und tiefen Meeren in der ähe unserer Triangulation das 

arithmetische Mittel aus allen A11i für die F estlegung des Ausgangsazimuts in Beziehung auf das 

bestanschliessendste Ellipsoid (selbstverst ändlich nicht für das ganze E rd-Ellipsoid) einen genügend 

zuverlässigen Wert ergeben. Zur Lösung der gestellten Aufgabe muss man über mehr oder we

niger zuverlässig bestimmte Lotahweichungen in allen Laplaceschen Punkten in Bezug auf das 

allgemeine Erdellipsoid verfügen. Eine derartige Auffassung der Dinge erscheint bei uns noch reich

lich nebelhaft. Astronomisch-geodätische Arbeiten wurden bisher in der UdSSR in ebenen Gegen

den ausgeführt, die von Gebirgen und tiefen und grossen Meeren genügend weit entfernt waren; 

dabei kann das durch die Arbeiten erfasste Gebiet noch n icht einmal als bedeutend angesehen 

werden. Wir verfügen deshalb auch noch nicht über ausreichendes Material für eine zuverlässige 

Unter uchung i ostatischer K ompensation und können daher die topographisch-isostatische Re

duktion auch nicht zuverlässig bestimmen, die - wie man annimmt - das Lotabweichungssystem 

ergeben würde, das dem allgemeinen Erdcllipsoid am meisten entspricht. Ausserdcm muss noch 

berücksichtigt werden, dass wir unter der Oberfläche unserer Ebene in verschiedenen Gegenden 

unterirdische Reliefs in Form von „einge unkenen Bergrücken", Verwerfungen haben. Das zeigt 

sich darin, dass in dieser Ebene häufig Stellen mit Lotabweichungen bis zu 10" vorkommen. Bei 

der Berücksichtigung der topographisch-isostatischen Reduktion m uss daher offenbar die Methode 

geändert werden, weil man so oder anders mit dem Einfluss auch dieser „eingesunkenen Bergrücken" 

rechnen muss. 

achdem wir jetzt über eine R eihe von Werten für A rLil verfügen, müssen wir dieselben 

sichten, um diejenigen auszuscheiden, die bei der Übertragung von Punkten mit grösseren und rein 

zufälligen Lotabweichungen in der Länge erhalten wurden. 

Wenn bei einer R eihe benachbarter Laplacescher Punkte 71 für alle Punkte innerhalb ± 3" 

schwankt, in einem einzigen dieser Punkte aber einen stark abweichenden Wert hat, so folgt daraus, 

dass das diesem Punkt entsprechende Aa2 verworfen werden muss. 

Wenn 71 einmal aus Parallelkreisketten und dann aus Meridionalketten berechnet wird, so 

können leicht die Punkte fest gestellt werden, in denen sich 71 sprunghaft ändert; solche Punkte 

dürfen für die Ableitung von A~ nicht benutzt werden. Natürlich ist diese Bestimmung vou Aat 

eine vereinfachte. Auf diese Weise wurden bei der Bestimmung des Ausgangsazimuts für die neue 

Triangula tion I . 0. im E uropäischen Teil der UdSSR von 39 Laplaceschen Punkten 7 verworfen; 

diese verworfenen Punkte beeinflussten das Ausgangs-Azimut um l " . Durch den Vergleich des 

auf diesem Wege erhaltenen Ausgangsazimuts mit dem aus dem astronomischen Azimut durch Ver• 

besserung um - r,tg<p berechneten Wert kann die Zuverlässigkeit der verschiedenen Ableitungen 

beurteilt werden. 

Da die Längen, die durch die staatlichen topographischen Aufnahmen für umfangreiche Ge

biet e schon festgelegt wurden, beibehalten werden müssen, muss auch die geodätische Länge von 

Pulkowo, die dort durch die astronomische Länge festgesetzt worden ist , beibehalten werden. D amit 

muss aber auch das fiktive astronomische Azimut von Pulkowo nach Sablino gleich dem geodäti• 

schen Azimut derselben Richtung sein, es muss also dem von Sahlino nach der oben angegebenen 

Methode erhaltenen Ausgangs-Azimut gleich sein. Wenn unter diesen Bedingungen die Laplacesche 

Gleichung in Sablino aufgestellt wird, so wird der Widerspruch rd. 3,5" ; dieser Widerspruch muss 

gleichmässig verteilt werden auf die Verbesserung der astronomischen Länge in Sahlino, auf die Ver· 

hesserung des astronomischen Azimuts in Sablino und auf die Verbesserung des geodätischen Aus

gangs-Azimuts Pulkowo - Sablino. Infolgedessen ist das geodätische Azimut bei der Ausgleichung 

des astronomisch-geodätischen etzes in der Folge nochmals um etwa 1 - 1,5" zu verbessern. 

Würde man diese Verbesserung der Orientierung des etzes nicht einführen, so würden die 

Laplaceschen Bedingungen nach der etzausgleichung in sämtlichen Laplaceschen Punkten Wider· 

sprüche aufwei en, die der Grösse dieser Verbesserung en tsprechen. 
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III. 

Hierauf werden Polygone mit nur j e vier Ecken gebildet. Dabei handelt es sich (Abb. 2) um 

den Ersatz zweier geodätischer Linien (z. B. 11 - 12 und 12 - 5) durch eine Linie 11 - 5, indem 

man ein sphärisches Dreieck mit zwei Seiten und dem eingeschlossenen ·Winkel streng auflöst. 

Dabei ist es vertretbar, dass F ormeln angewendet werden, die schon Struwe bei der Berech

nung von Polar-Koordinaten benutzt hat. Auf diese Weise erhält man das in Abb. 3 dargestellte 

Polygonnetz, das nun noch ausgeglichen werden muss. 

IV. 

Bei der Ausgleichung des P olygonnetzes sind die Bedingungen für die Breite und Länge, die 

Winkelsummenhedingung in jedem Polygon und die Laplaceschen Gleichungen zu beachten. 

Obwohl die Azimutbedingungen in jedem einzelnen K ettenabschnitt bereits bei seiner Teilausglei

chung berücksichtigt wurden und daher die Absolutglieder der Laplaceschen Gleichungen bei der 

allgemeinen Ausgleichung des Polygonnet zes fas t Null sein werden, so würde dennoch eine Ver

nachlässigung der Laplaceschen Gleichungen bei der allgemeinen Ausgleichung unvermeidlich zu 

einer verminderten Genauigkeit der Orientierung der P olygone führen. 

11?"""r..::-:..:-:.:-:.:-:.:-~-:.:-:.:-::-::-::-~-~-::- :-.:- =-:.:--:-=-:.:-::.;:-:.;:-=---, s 

S1 

10 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

12 

8 

Abb. 2 

Das geodätische Azimut A 1 im Punkte K (Abb. 3) wird durch die Fehler in den P olygon

winkeln beeinflusst , die bei der Übertragung des Azimuts von Sablino bis zum Punkte K benutzt 

wurden. Hierbei kann der Fehler eines Winkels auf ungefähr ± 0,9" geschätzt werden. 

Bei der Berücksichtigung der Laplaceschen Gleichung bei der allgemeinen Ausgleichung wird 

das Azimut A1 bestimmt durch die Formel 

wobei a, das astronomische Azimut in K und Ai und L1 die astronomische und geodätische Länge 

von K und a1, A1, A1 und L1 das astronomische und geodätische Azimut, die astronomische 

und geodätische Länge in Sahlino sind. 

Demnach wird die Anhäufung von Fehlern in A1 nur durch die Anhäufung von Fehlern bei 

der Übertragung der geodätüichen Längen bedingt werden und für einen Punkt K , der von Sablino 

2 000 km entfernt ist , wird dieser Fehler im ~fitte] ± 0,2" nicht übersteigen. Die Laplacesche Glei

chung für die Linie zwischen dem Punkt Pn und Pn- t lautet: 

ao "n + ") . + ... , . ( 
n - 0 n-1 Vn, n - 1 - t'n - 1, n - 0 ' n Slll (/)n O "n - i Sm !fn - 1 + ltn, n _ 1 - An, n-i) -

- (an - 1, n-An- 1, n)-(>-n-Ln) sin C?n + P•n - 1-Ln- 1) sin Cfn - 1 = 0. (L) 
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In der Formel (L) bedeuten 
an, n - i und q,, _ 1 n die astronomiechen Azimute m Pn und Pn - i für die Linie PnPn -1, 

abgeleitet aus der Ausgleichung des Teilstücks; 
),n und An _ 1 die astronomischen Längen von Pn und Pn _ 1 ; 

An,n- i und An - i,n die geodätischen Azimute der Richtungen von Pn nach Pn - t und 
von Pn - i nach P,.; 

I ,n und Ln- t die geodätischen Längen von Pn und Pn_ 1 ; 

o" n und ö\ _ 1 *) die Verbesserungen der astronomischen Azimute der Ausgangsseiten der 
Teilstücke in Pn und Pn _ 1 ; 

t•n,n-1 die Verbesserung der Richtung der geodätischen Linie P„Pn- i in Pn; 
t'n-1, n die Verbesserung der Richtung der geodätischen Linie P,. _ 1Pn in P,. _ 1 ; 

Ö0 
n + v,., n - t die Verbesserung des Azimuts a,., n- t; 

aon-1 + vn-1,n,, ,, " ,, an - ,.n ; 
ÖA„ und ÖAn _ 1 ,, ,, der astronomischen Längen J.,. und ),,. - r 

Sablin 0 

1 2 7 10 

4 3 8 11 

1 

6 5 9 12 K 

Abb. 3 

Wenn wir die Laplacesche Gleichung für alle Linien aufstellen: Sablino -1, 1-2, 2 - 3, 
3-4, 4 - 1, 2-7, 7-8, 8 - 3, 7 - 10, 10 - 11, 11 - 8, 11-12, 12-9, 9-8, 9 - 5, 
5 - 3, 5 - 6 und 6 - 4, so fallen die Winkelsummen in den Polygonen aus, weil sie als Summen 
der Laplaceschen Gleichungen ausgedrückt werden, die für alle Seiten des geschlossenen Polygons 
angeschrieben werden. 

Wir könnten auch die Winkelsummenbedingung für jedes Polygon aufstellen, aber dann 
dürfen wir nicht sämtliche oben aufgezählten Laplaceschen Gleichungen benutzen. Wir müssen 
dann z. B. die Gleichungen für die Linien 

1 - 4, 4 - 6, 7 - 8, 8 - 9, 8 - 11, 9 - 12 
fortlassen. 

Die geodätischen Grössen A und L, die in die Laplace-Gleichungen eingehen, werden folgen• 
dermassen bestimmt: 

Die geodätischen Ausgangskoordinaten und das Azimut in Sablino werden streng auf Punkt 1 
übertragen; dann werden die geodätischen Koordinaten und Azimute für die Linien 1-2, 2 - 3, 
3 - 4 streng berechnet; mit den für den Punkt 4 erhaltenen Koordinaten und den Koordinaten 
des Punktes 1 werden die Azimute der Richtungen 4 -1 und 1-4 streng berechnet; ausgehend 
von den geodätischen Koordinaten und dem Azimut des Punktes 2, die durch Übertragung auf 
der Linie 1 - 2 erhalten wurden, werden dann die geodätischen Koordinaten und Azimute für die 
Linien 2 - 7, 7 - 8 streng berechnet; mit den Koordinaten der Punkte 8 und 3 werden die Azi· 

*) Hier iat auch die Verbeaaerung der Richtung der Auagangaseite einbegriffen. 
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111ute der Richtungen 8 - 3 und 3 - 8 streng berechnet. Ausgehend von den Koordinaten des 
punktes 7 und dem Azimut 7 - 2, die durch einfache Übertragung über die Linien 1 - 2 und 
2 - 7 erhalten wurden, werden streng die Koordinaten und Azimute für die Linien 7 - 20, 
20- ll, 11-12, 12 - 9 berechnet; aus den Koordinaten der Punkte 11 und 8, 8 und 9 dann die 
Azimute der Richtungen 8 -11, 11-8, 12 - 9 und 9-12 usw. bestimmt. Mit anderen Worten, 
die Grössen A in den Laplaceschen Gleichungen sollen sich auf die Linien beziehen, die die iden• 
tischen Punkte in den verschiedenen Polygonen verbinden. Die Berechnungen zur Bestimmung von 
A und L werden, soweit sie fiir die Aufstellung der Laplace-Gleichungen notwendig sind, bei der 
Aufstellung der Breiten- und Längenbedingungsgleichungen ausgeführt. 

Wir gehen nun zur Aufstellung der Bedingungen für den Breiten- und Längenanschluss über. 
Ausgehend von den geodätischen Koordinaten und dem Azimut im Punkt 1, die streng über die 
Linie Sablino - 1 übertragen wurden, berechnen wir streng die geodätischen Koordinaten und Azi
D1ute für die Linien 1 - 2, 2 - 3, 3 - 4, 4 - 1, 1 - 2 (Abb. 3) und erhalten den Widerspruch 
in Breite, Länge und Azimut. 

Ferner bezeichnen wir mit B\ und L0
1 die Ausgangslänge und Breite des Punktes 1, mit 

(B°i)' und (L0
1 )' die Breite und Länge des Punktes 1, die durch die geschlossene durchlaufende 

Berechnung erhalten wurden. Als geodätische Ausgangskoordinaten des Punktes 2 nehmen wir 
dann die Werte, die bei der durchlaufenden Berechnung des ersten Polygons erhalten wurden, und 
das geodätische Azimut der Linie 2 - 1 und berechnen streng die geodätischen Koordinaten und 
Azimute der Linien 2 - 7, 7 - 8, 8 - 3, 3 - 2, 2 - 7 und erhalten damit für den Punkt 2 : 

B 0
2 und L 0

2 aus dem ersten Polygon; 
(B0

2
)' und (L0

2)' aus der durchlaufenden Berechnung des zweiten Polygons. Diese Berech• 
nungen werden für jedes Polygon ausgeführt, wobei man stets in Richtung des Uhrzeigers fortschreitet . 

Das Azimut der Linie 1 - 2, das beim Schliessen des ersten Polygons erhalten und durch 
die Grösse + [L0

1 - (L°i)'] sin <p1 verbessert wurde, muss bis auf 0,01" - 0,02" dem Azimut der• 
selben Linie gleich sein, das bei Beginn der Berechnung zugrunde gelegt wurde. Ebenso muss sich 
das Azimut der Linie 2 - 7, das beim Schliessen des zweiten Polygons erhalten wurde, nach der 
Verbesserung um + [ L 0 

2 - (L0 
2)'] sin <p2 dem Azimut der Linie 2 - 7 gleich sein, das bei der Be

rechnung als Ausgangsazimut angenommen worden war. Damit werden alle Berechnungen, soweit 
die Laplaceschen Bedingungen bei den Ausgleichungen der Teilstücke erfüllt wurden, verprobt. 

Ausser den Laplaceschen Gleichungen (L) für die Linien des Netzes muss noch die Laplace• 
Bedingung in Sablino beriicksichtigt werden: 

a1 •0 + ÖCX-i·o - A1 •0 - öA1 . 0 = (>-1 - L1 ) sin <p1 + ö)..1 sin <p1, 

Der Zeiger „0" bezieht sich auf Pulkowo, der Zeiger „1" dagegen auf Sablino. Die ange
gebene Laplacesche Bedingung in Sablino unterliegt noch einigen Umbildungen, wobei der Um
stand in Betracht gezogen werden muss, dass in Sablino das astronomische Azimut bestimmt wor
den ist. 

V. 

Der Aufstellung der Bedingungsgleichungen in jedem Polygon geht die Berechnung der Koef
fizienten nach den Formeln (1) voraus: 

n l n · l Mn - 1 q1 - • =sm n - 1, ntgcpn · ----;;;--
n 

cosA,., n-1 (l) A = - COS n - 1 
M . l" ,. n , 

n sm 

q3n - l , n = - (2)n sin A,., n - 1 sec <pn 

Tan-1, n = q3n - l. n. sin <f>n 

p4"- 1• "= (1),. Sn,,._ 1sinAn, n - 1 sin l " 

q
4

n - l, " = - (2),. S11 -1, n cos A 11, n -1 sec <pn sin l " 

r."-1, n = 1 + q„n - 1,,. sinq,,. 

(1) 
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In (1) bedeuten: 
n -1 und n die Nummern des Anfangs- und Endpunktes der Polygonseite (n-1, n}, 

Sn - l• n die Länge dieser Seite, 
In_ 1, n den Längenunterschied der P1mkte n-1 und n, 
An,n-i das Azimut im. n-ten Punkt nach dem (n-1)-ten Punkt. 
Numerieren wir das Polygon nach Abb. 4 und bezeichnen wir die Verbesserungen der Län

gen seiner Seiten mit Ös1.2, 6s2 . 8, ös3., und Ös4 • 1, die Richtungsverhesser11ngen seiner Seiten mit 
v1.2, v2.1, 112.8, v2.,, ... , so erhalten wir die Bedingllllgsgleichung des Polygons in folgender Form: 

B1o _(Bi°)' = [pa1·2 + (p.2·3 + P,s., + pi•l) r/•2] os1.2 + [p32-3 + (p,3•4 + p/•l) ra2 ·3J ös2.3 + 
[Ps3.4 + p/•lra3·'] Öss., + pa4,·1 ös,.1- [pl•3 + (p,i.8·' + P,,-1 r,a3•4) r,2•3] (v2-1-"2·s)-

-[p,i3·' + P,'•lr,s•tJ (113·2-"s·,)-p,4·1 (v,.a-v,.J (2) 

L\ -(Loi)' = (q/•2 + (q12,3 + q13-4 + q14•1) pa1·2 + {ql'•3 + q,~., + ql•l) r/•ll] ös1.2 + 
+ (q/·3 + (q/·' + q1'•l) Ps2.3 + (q.3·' + q,'•l) rs2·3] Ös2.s + 

+ [q3s,, + q14-l ps3·' + ql•l ra3•4] 053_4 + q34,l ös,.1 _ (ql•a + (q1s.-, + q14•1) P,2.3 + q1,.1 p,a3·' + 
+ (q,s., + q.4-1 r.3·') r.2•3] (v2·1 -V2-a) - [q..3·" + q1'•l p..3·' + q/•l r.a3·'] (vs·2-Va.J -

Diese Formeln wurden von F. N. Krassowsky in seinem Aufsatz „Methoden zur Ausglei
chung der staatlichen Triangulation I. O." *) abgeleitet und angegeben. 

a .. 2 Üz, 
1 'II., v ... 2 

a.,., Oz.> 
'V,~ 'V„ 

a'l-1 a, .• 
V„ '\/ ., 

~ a~l Q,~ 3 
il'H '\.(3~ 

Abb. 4. 

In der Folge bezeichnen wir: a) die astronomischen Azimute der geodätischen Linien, die 
unser Polygon bilden durch a:1. 2, cx2. 1, a:2. 3, ... , a:4. 1; b) die geodätischen Azimute, mit denen wir 
die Koordinaten der Polygonpunkte zur Bestimmllllg von Bi° - (B1°)' und L 1° - (Li°)' berechneten, 
entsprechend mit A1.2, A2.1, A2.3, A3.2, A3.4, A4.3; c) mit A\.1 und A'1., die Azimute der Linie 
4 - 1, die streng aus den Koordinaten des Punktes 4 und den Ausgangskoordinaten B01 und L0

1 

des Punktes 1 berechnet wurden, wobei die Koordinaten des Punktes 4 dieselben sind, die beim 
Schliessen unseres Polygons erhalten wurden. Damit erhält man die W i n k e 1 b e d in g u n g 
dieses Polygons in folgender Form: 

(v1 ., -v1 -2) + (v2· 1 -V2-s) + (va·2 -va.,) + (v,.a -v,. 1) + [ (a:2·1 - CX2-a) - (A2·1 -A2.3)] + 
+ [(a:3•2 - a:a.,) - (Aa-2 -Aa.,)J + [(cx-1•3 - a:,.1) - (A,.s -A\.1)] + 

+ [(exi,,-CX1-2)-(A'i.,-A1-2)] = 0. (3) 

In dieser Gleichung werden die Komponenten [ (a:2. 1 - a:2. 3} - {A2. 1 -A2 • 3)] und [ (cx3. 2 -
- cx3.,)- (A3.2-A3.,)J Null sein und die Komponenten [(a:1,1•s -<t4.1) - (A4.3 -A'4.1)] und 

*) Arbeiten des Staat!. Instituts für Geodllsie und Kartographie, 2 Teil, 1931. 
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[(~1.,-cx1. 2)-(A'1.,-A1.2}] zusammen nur etruge Hlllldertstel Sekunden ergeben. Das Abso
lutglied der Winkelbedingung wird immer sehr klein sein. 

Dies ist bedingt durch die vorangegangene Ausgleichung der Teilstücke der Triangulation 
unter Berücksichtigung der Laplaceschen Gleichungen und durch die anschliessende Ableitung der 
Polygonwinkel a 1 s D i ff e r e n z e n d e r e n t s p r e c h e n d e n a s t r o n o m i s c h e n A z i
m u t e der geodätischen Linien, die die Dreiecksketten ersetzen. 

Die Gleichungen (2) und (21) müssen mit lOO multipliziert werden, damit sich die Koeffi-
3 

zienten in ganzen Einheiten und Zehnteln derselben ergeben. 

VI. 

Bei der Auflösung der Bedingungsgleichungen (2) und (21), die für jedes Polygon gebildet 
werden, und bei der Auflösung der Laplaceschen Gleichung müssen die Gewichte der gesuchten Ver
besserungen ös und v,, _., ö0 und ÖA berücksichtigt werden. Für die Querverschiebllllg des End
punkts der geodätischen Linie haben wir: 

[ 
m sin l" S V(n ) ] 2 s2 q2 = 2 y'

3
,~ -2 2 + 1 (11 + 1) + m2

z sin2 l" • 4 , (4) 

wobei n der halben Zahl der Dreiecke des Teilstücks der Triangulation gleich ist, das durch die 
gegebene geodätische Linie S ersetzt wird; m ist der mittlere Fehler der Winkelmessung. 

Die Querverschiebung q ist beinahe mit der Längsverschiebung ds im Endpunkt der geodä
tischen Linie gleich; mz ist der mittlere Fehler der Orientierung der Ausgangsseite im Endpunkt 
der geodätischen Linie S, der von der Verwendung der Laplaceschen Azimute bei der Orientierung 
der Ausgangsseite herrührt. 

Ersetzt man zwei geodätische Linien durch eine {Abb. 2), so muss man in (4) S = 81 + 52 
2 

setzen und auf der rechten Seite die Glieder 

hinzufügen, wo Ui der halben Anzaltl der Dreiecke für die Kette S1 und n2 der halben Anzahl der 
Dreiecke für die Kette S2 entspricht (Abb. 2). 

Die Längsverschiebung dS des Endpunkts der geodätischen Linie ergibt sich aus 

(5) 

In der Formel (5) *) ist der Bruch 
1 

der mittlere Fehler der Ausgangsseite der Trian-
300 000 

gulation, der durch die Fehler der Winkel bedingt wird. Der Fehler m kann angenommen werden 
zu ± 0,6", der Fehler mz zu ± 0,8", wenn die astronomischen Azimute der Ausgangsseiten un
mittelbar bestimmt wurden und zu ± y'l,4", wenn das Azimut mittelbar im Basisnetz bestimmt 

*) w d . dä . h L' . d----L . . 81 + s. er en zwei geo usc e uuen = eme ersetzt, so rouss in (5) S = 
2 

(Abb. 2) gesetzt und im 

rechten Teil der Formel 

addiert werden; n = ni + n2
, wobei n1 der halben Anzahl der Dreiecke für r1 und n1 der für s1 en'tspricht. 

2 
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wird. Berechnet man q, v1,1, und dS für S = 400 km bei einer Länge der Dreiecksseiten von 30 km 

und für ein entsprechende-; n = 13 oder 14, so erhält man 

dS2 = 3,28 

V 2 = 3,38 bei m, = 1, 2" 

v2 = 0,72 

q2 
v2 = - --=--

S2 sin2 l" 

m2 

2 

Da sich bei den meisten Polygonen der Geodätischen Hauptverwaltung in der Mitte der geodäti

schen Linien von 400 km eine Basis und ein Laplaeescher Punkt befinden, muss man für diese 

Polygone die Berechnung anders durchführen. Zuerot sind dS2 und q2 für die Seiten des Polygons 

von 200 km zu berechnen; hierbei ergibt sieh 

dS2 = 0,60 

q2 = 0,67 

v 2 = 0,52. 

Für die Polygone der Geodätischen Hauptverwaltung mit S = 400 km mit den Zwischen

basisnetzen ergibt sich dann 

dS? = 1,20 

q~ = 2,25 

v2 = 0,42. 

Es ist vorteilhaft, den Gewichtseinheitsfehler mit ± ~ anzunehmen. Dann werden wir 

für die Polygone der Geodätischen Hauptverwaltung mit S = 400 km mit den Zwischenbasisnetzen 

folgende abgeänderte Gewichtszahlen erhalten 

für s .. 

" 
V , , 

für Polygone mit S = 200 km: 

1,0 

2,8 

für S ...... 2 

V • • 2,4 

für Polygone mit S = 400 km, ohne Zwischenbasisnetze 

für S 0,4 

" 
V • . • . • . 1,5. 

Es ist klar, dass das Gewicht der Grössen S und v merklich vom Abstand der Laplaceschen 

Punkte und von den tatsächlichen Werten der Fehler m und m, in den verschiedenen Teilstücken 

abhängt. Man muss also m, und m für die verschiedenen Teilstücke einzeln bestimmen, weil die 

Üb~rtragung der astronomisch beobachteten Azimute auf die Ausgangsseiten keineswegs einheitlich 

ist•) und weil die aus der Ausgleichung der Teilstücke abgeleiteten Werte ebenfalls für die ein· 

zelnen Teilstücke recht verschieden sind. (4) und (5) sind natürlich Näherungsformeln, sie reichen 

aber völlig aus filr richtig aufgebaute Teilstücke und bei normaler Grösse der Absolutglieder in 

den Basis- und Azimuthedingungen. 

•) Daa Gewicht 11). ain 'P iat ungef'lhr 10; das Gewicht ao iat dem Fehler der unmittelbaren Beobachtung dea 

Amnuie. (mJ und den Fehlern der Winkelbeobachtungen anzupassen. Wenn daa Azimut der Auagangsseite bestimmt 

ist, 10 ist das Gewicht 3° ungefllhr das vierfache von [ m3 1 = mo. 1 + (O;)] ; wenn das Azimut des Baaisnetzea un· 

mittelbar beatimmt wurde, 10 wird das Gewicht 3 ungefähr 2,3. In diesem Falle ist mg1 = mo.• + (0;)
1 
+ (0.6)1. 
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VII. 

Nach Aufstellung der Korrelatennormalgleichungen, die dem System der Bedingungsgleichun

gen der Polygone entsprechen, und nach Auflösung dieser Gleichungen ergehen sieh die Verbesse

rungen dS und v und zugleich die endgültigen Werte der E lemente der Polygone. Hierauf folgt 

F 

Abb. 5. 

die endgültige. genaue Berechnung der geodätischen Koordinaten und Azimute für die Polygon

punkte und die Festlegung der Laplaceschen Punkte, die den Zwischenbasisnetzen angehören (z. B. 

der Punkte 12, 6, 8, 10 in Abb. 2). 

VIII. 

_Nun bezeic~en wir mit A, D, B, C, E, F (Abb. 5) die Knotenpunkte der Polygone, deren 

geodät~sche Ko~r.dinaten endgültig bestimmt sind. Damit sind auch die geodätischen Azimute der 

geodätischen L1DJen AB, BD, BE, BC, AF endgultig bestimmt. 

Wenn in Ahb. 5 Aa, Bb, dD, Ee, cC, Fi die Ausgangsseiten für die entsprechenden Teil

stilcke der Triangulation sind, so werden aus der Ausgleichung der Teilstücke die Winkel: iFA, 

Ff~• BAa, ABb, EBb, DBb, CBb, BDd usw. bekannt sein. Durch die geodätischen Azimute der 

Liruen AF und AB und durch die Winkel FAa und BAa leiten wir zweimal das Azimut der Seite 

Aa ab und nehmen aus den zwei Ableitungen das Mittel; aus den Azimuten der Linien BE, BA, 

BC und BD und den Winkeln EBb, ABb, bBC und DBb erhalten wir das Azimut der Seite Bb vier

mal und bilden wiederum das Mittel. 

Für die folgende Ausgleichung der Teilstücke zwischen den Koordinaten der Punkte F 

und A , A und B, B und C, B und D, B und E, zwischen den Azimuten der Ausgangsseiten Fi, 

A~, Bb,. cC, dD, Ee muss man vorher die den Teilstücken gemeinsamen Figuren ausscheiden, z. B. 

müssen m Ahb. 5 die Dreiecke fbB und fgb abgespalten und für die Ausgleichung der Teilstücke 

Abb. 6. 



aus ihnen die geodätischen Azimute der Seiten Bf, fb, gf und gb bestimmt und die geodätischen 
Koordinaten der Punkte f und g berechnet werden. 

Bei der folgenden Ausgleichung der Teilstücke werden die : erbes~er_ungen der . W i n k ~ l 
(aber nicht der Richtungen) bestimmt und der in Abb. 6. p~erte Llmenzug bes~t .. D~e 
Ausgleichung selbst wird nach der von N. A. Urmajew bearbeiteten Methode ausgeführt, die in 

seiner Arbeit „Ausgleichung von Polygonen in geographischen und re_chtwinkligen Koor~aten".•) 
dargelegt ist. Diese Methode ist einfach und genau und erfordert bei aller Strenge wemg Zeit. 

Ausgleichung von Polygonen in geographischen 
und rechtwinkligen Koordinaten. 

Von N. A. Urmajew*) 

Zur Zeit werden bei der Ausgleichung von Polygonen sowohl genaue Methoden, die auf der 
Methode der kleinsten Quadrate begründet sind, als auch Näherungsmet.hoden, wie z. B. die Met~O· 
den von Hatt und Kobsarj verwendet. Die Nä~eru.ngsmethoden führen se~ schn~ll zum ~1el, 

e kürzen und vereinfachen die Berechnungsarbeiten, haben aber den Nachteil, dass sie wesentliche 
V r dr h Verzerrungen in den Winkeln des Polygons verursachen können. Die ist vollkommen verstän 1c , 
weil in den Näherungsmethoden die Minimumsbedingung der Quadratsumme der Verbesserungen 

Abb. 1. 

•) ,,Arbeiten des staatlichen Instituts für GeodAsie und Kartographie" 1. Teil, 1931. 
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der Winkel oder der Richtungen nicht eingehalten wird. Wenn auf Polygonen, die nach diesen 
Näherungsmethoden ausgeglichen sind, Folgetriangulationen aufgebaut werden, können sich solche 
Verzerrungen sehr unangenehm auswirken. Daher müssen bei der Ausgleichung von Polygonen, 
die in das allgemeine Schema der staatlichen Triangulationen eingefügt werden sollen, unbedingt 
strengere Methoden verwendet werden, die trotzdem eine Vereinfachung sowohl im Ansatz der 
Ausgleichung als auch in der Lösung herbeiführen. Auf diese Vereinfachung soll in der vorlie
genden Arbeit besonders hingewiesen werden. 

Hierzu wird eine einfache Kette von Dreiecken zwischen zwei Ausgangsseiten betrachtet, 
für die die Azimute und die Koordinaten der Endpunkte festliegen (Abb. 1). In Abb. 1 wählen 
wir einen Polygonzug über die Scheitelpunkte der Zwischenwinkel der Dreiecke aus und setzen 
den Ausdruck für den Breitenzuwachs clB1 des ersten Punktes an, der einer Änderung des Loga
rithmus der Seite s1 um cl log s1 und ihres Azimuts um clT1 entspricht. 

Ganz entsprechend ergibt sich der Breitenzuwachs für die übrigen Punkte aus: 

dB2 = p 2 cl log s2 + p'2 clT2 + clB1 l 
dB8 = p 3 d log s3 + p'3 dT3 + dB2 

clB4 = P4 d log s4 + p', dT, + clB3 

Durch Addition von (1) und (2) erhalten wir: 

clB4 = Pi cl log s1 + p 2 cl log s2 + p 8 d log s3 + p 4 cl log s, + 
+ p'1 dT1 + p'2 dT2 + p'3 dT3 + p'4 dT,. 

(1) 

(2) 

(3) 

Drücken wir jetzt die Änderung der Logarithmen der Seiten und Azimute durch die Win
kelverbesserungen aus und führen wir noch die Bezeichnung (4) ein 

(4) 

wobei Aa, und Ab, die Änderung der Logarithmen der Sinusse der Winkel a, und b1 bei Änderung 
der Winkel um l" und (a,) und (b,) die Verbesserungen der Winkel a1 und b, bedeuten, dann wird: 

cllog S1 = A1 

d log s2 = ~ 1 + ll.2 + A3 + A4 

cl log s3 = A1 + A2 + A3 + A4 + As 

d log s, = A1 + 62 + A3 + A4 + As + A6• 

Für die Änderung der Azimute erhalten wir: 

dT1 = + (c1) 

dT2 = + (c1 ) - (c2 ) - (c8 ) - (c4) 

dT3 = + (c1) - (c2) - (c3 ) - (c4) + (es) 

dT4 = + (c1)- (c2) - (es) - (e4) + (es) - (e6), 

wobei ( e) die Verbesserung des Zwischenwinkels c ist. 
Nach Einsetzen der beiden letzten Ausdrücke in (3) erhalten wir: 

dB4 = PiA1 + 
+ Pl11 + All.2 + P21l.s + PA1 

+ PsA1 + PaA2 + Ps6s + Pall., + Pa65 
+ p4A1 + AA2 + p,As + p4A4 + p,As + AAs 
+ P 1

1 (c1) + 
+ p\ (e1) - P1

2 (e2) - P1
2 (es)-P1

2 (e,) 

+ P1

a (c1) - P
1

a (e2} - P
1
a (ca) - P 1

s (c,} + p'3 (es) 
+ p', (e1) - p'4 (c2) - p', (c3)-p', (e4) + p', (es) - p', (e6). 
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Durch entsprechende Zusammenfassung erhält man daraus : 

~ = ~+h + h+~~+~+h+~~ + ~+h+~~ + 

+ (pz + Ps + P,) !:,.~ + {p3 + p4} .:1., + P, .is + 
+ (p'i + p\ + P'a + p',) (c1) - (P1

2 + P's + p',) (c2) - (p'z + P1

s + p'4} (es)

- (p'2 + P 1s + p',) (c,) + (p'a + p'4) (c5} - p'4 (c&)· 

Werden die Summen, die in Klammem stehen, mit P und P' bezeichnet, so geht der 
Ausdruck für den Breitenzuwachs des Endpunktes über in: 

oder unter Beachtung von (4) 

Wenn w1 das Absolutglied der Breitengleichung ist im Sinne: berechnete Breite mrnus ge
gebene, so erhält die Bedingungsgleichung für die Breite folgende Form: 

~ [Pt:.0 (a)-Pt:.b (b)] + l: [ ± P' (c)] + tC\ = 0. (5) 

Für die Bildung der Koeffizienten P und P' gilt folgendes Gesetz: Der Koeffizient P, ist 
gleich der Summe der letzten Koeffizienten P, die den Seiten des Linienzuges entsprechen, die 
zwischen den Scheitelpunkten der Zwischenwinkel des Dreiecks i und des letzten Dreiecks ein
geschlossen sind. 

Für die Länge kann nach dem Muster von (1) ein ähnlicher Ausdruck gebildet werden, · 

nämlich 
(6) 

wobei Q und Q' die Summen der Koeffizienten q und q' sind, die ebenfalls nach dem oben ge
nannten Gesetz gebildet werden. Die Koeffizienten p, p', q, q' können anf verschiedene Weise dar
gestellt werden. Nach der Formel von Walker ergeben sich folgende Ausdrücke: 

1 
p = --

t:.log 6 

1 
q = iiogl; 

A lou cos T 
p'=--"---

t:,. logfl 

iUog sin T 
q' =----'-'---

t:.log l 

In diesen Formeln sind 6 und l die Unterschiede der Breiten und Längen der Endpunkte 
des Linienzuges, A log 6 und !:,. log I die Änderungen ihrer Logarithmen für eine Änderung um l", 
!:,. log cos T und !:,. log sin T die Änderungen der Logarithmen der Kosinusse und Sinusse des Azi

muts bei Änderung des letzteren um l ". 
Die Formeln von Prondsinsky (s. ,,Astronomische Nachrichten„ Bd. 71, 1868) haben fol-

gende Form: 

p =_a_ . 
M.107 ' 

p' = - 6 sin l" tg T 

q' = l sin l" ctg T. 

Etwas anderer Art sind die Formeln, die von dem ehem. Korps der Militär-Topographen 
zur Ausgleichung des ersten und zweiten Polygons der Triangulation I. O. angewandt wurden 
(s. ,,Materialien zur Triangulation I. 0." Ausg. VI.- Aufzeichnungen der militärtopographischen Ver· 
waltung, Bd. 73). 

Alle diese Formeln wurden durch Differenzieren der Hauptglieder der Formeln zur Lösung 
der 1. geodätischen Hauptaufgabe erhalten, daher werden bei grossen Ahsolutgliedem die Bedin· 
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ru:tt~ch:gen ff~ den Bre~ten- und Längenschluss bei der Ausgleichung nicht ganz erfüllt. Mit 
. t er~u 1st es vorteilhafter, genauere Formeln anzuwenden die man aus de Helmert-

schen Differentialformeln für die geodätische L. • bl . k ' . n 
tialformeln lauten: lDle a e1ten ann. Diese Helmertschen Differen-

s 
p =-k-cosT. · R 21, 

q = - k ~ sin T sec B • N 21 2, 

1 

s · T, ) p =-- Sill R 21 

I S 
q = - - cos T sec B N 21 2 

(7) 

Hierbei sind R und N M 'di d " en an- un Querkriimmungsradien und k = P = o 47494. (l k -
- . . . . . M. 106 ' ' og -
- 9.67661.), t:. log s wud m Emhe1ten der sechsten Stelle des Logarithmus ausgedr" kt 

Da die Koeffizienten p und , d , ihr uc · q, P un q em absoluten Wert nach klein sind wird di 

rechte Seite der Gleichung (7) mit der Konstanten M · 10' = 723 824 multi· !izi• rt. hi h' . e 
6 ' P e , er ei müssen 

nDat~lich dann . auch die Absolutglieder der Gleichungen lnit demselben Fakto ulti lizi 
amit gehen die Formeln (7) über in r m P ert werden. 

p" 
p = - --s cos T. . 

600R 21
• 

p" . 
q = - --s Sill T. sec B · 

600N 21 2
' 

, M.10' 
P = +6l["ssinT21 ) 

I M .10" 
q = ---scos T secB 6N 21 t 

Mit d Sub · · · 600N · er st1tution s sm T21 = - --q cos B erhalten wu· t,:,_ ' d A dru p" 2 uu p en us ck: 

, M.106N 
P = ----qcosB 

p" R 2 

und für q' in ähnlicher Weise 

I M . 106 R 
q = +--- - psecB 

p" N 2 

Führen wir noch folgende Bezeichnungen ein: 

p" 
R = (1) ; 

so wird endgültig 

(1) 
p = - - scosT. · 

600 21
' 

(2) . T. 
q = - - s Sill sec B · 

600 21 2
' 

Bezeichnen wir noch 

- (1) - b 
600 - 1 

- f2) - b 
600- 2 

I M .106 (1) 
P =---- qcosB 

p" (2) 2 

, _ + M . 106 (2} 
q - , psecB2 p, (1) 

M . 106 (1) 
- p" (2) = Cl 

+ M. 10
6 

(2) = C 

p" (1) 2 

j 

(8) 

(9) 

(9') 
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dann geht (9) über in 
p = b1 s cos T21 

q = b2 s sin T 21 sec B 2 

p' = c1q cos B2 

q'= C2P secB2 l (10) 

Die Logarithmen der Koeffizienten b1, b2, c1, c2 können für verschiedene Breiten der Ta
belle 1 entnommen werden. 

Tabelle 1 

Breite: 
1 

log b,_ log b1 

1 
log Ci log c1 

35° 5.7331 n 5.7312 n 0.3253 n 0.3214 

40 5.7327 n 5.7310 n 0.3251 n 0.3216 

45 5.7324 n 5.7309 n 0.3248 n 0.3219 

so 5.7320 n 5.7308 n 0.3246 n 0.3222 

55 5.7316 n 5.7307 n 0.3243 n 0.3224 

60 5.7313 n S.7305 n 0.3241 n 0.3226 

65 5.7310 n 5.7304 n 0.3239 n 0.3228 

Mit den Koeffizienten (10) nehmen die Bedingsgleichungen für die Breite und Länge fol

gende Form an: 
:E [P6

0 
(a)- P6b (b)] + :E [ ± P' (c)) + 723,824w1 = 0 l · 

:E [Q6
0 

(a)-Q6b (b)) + :E [± Q' (c)) + 723,824w2 = 0 
(11) 

Die Formeln (10) und (11) stellen in Verbindung mit Tabelle 1 eine neue Methode zur Aus 
gleichung von Polygonen in geographischen Koordinaten dar, die sich von den übrigen Methoden 
durch die Einfachheit der Aufstellung der Bedingungsgleichungen unterscheidet. 

ßarankowo 
Ochotnoje 

Kosmatschewo 

4 9 

Jasinok Retschiza 

Abb. 2. 
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Als Beispiel wird die Ausgleichung einer Dreieckskette II. 0. mit 7 Dreiecken zwischen den 
Seiten Kosmatschewo - Dynnaja und Sobolewka - Ochotnoje (Abb. 2) dargestellt. Zunächst folgt 
eine Zusammenstellung der Dreiecke dieser Kette, wobei die Winkel bereits vorläufig durch ei.ne 
gleichmässige Verteilung der Dreieckswidersprüche ausgeglichen si.nd. 

Zuaammenatellung dei: Dreiecke. 

Nr. der Dreieckspunkt 
1 

Vorl ausgegl. N.r. der 

1 
Dreieckspunkt. Winkel sphär. Winkel Winkel 

1 K.amenka. 60° 49' 50".0 13 Ba.rankowo 

2 Dymiaja 45 52 6 .s 14 Konoplewka 

3 Kosmatscliewo 73 18 3 .9 15 Kamenka. 

180° 0' 0".7 

4 Jasinok 100° 56' 56".7 16 Ochotnoje 

s Kamenka. 39 59 36 .4 17 Bai:ankowo 

6 Dymiaja 39 3 27 .4 18 Konoplewka 

180° 0' 0".5 

7 Retschiza. 43° 26' 27" .0 19 Sobolewka 

8 Kamenka. 49 21 21 .5 20 Ochotnoje 

9 Jasinok 87 12 12 .o 21 Barankowo 

180° O' 0".S 

10 Konoplewka 84° 36' 9".8 

11 Kamenka. 43 17 55 .3 

12 Rebchiza. 52 S 55 .4 

180° 0' 0".5 

Ausgangsdaten: log der Seite Dynnaja - Kosmatschewo = 4.279604, 

log der Seite Ochotnoje - Sobolewka = 4.333987, 

Koordinaten des Punktes „Dynnaja": B = 53°50'37",479 

L = 4°20'25",307 

Azimut nach Kosmatschewo T = 1°28'54",31 

Koordinaten des Punktes „Ochotnoje" B = 54° 5' 4",293 

L = 4'°46'59",409 

Azimut nach Sobolewka T = 317°45'56'',04. 

V od. ausgegl. 
sphär. Winkel 

46° 52' 54".4 

35 20 54 .9 

97 46 11 .2 

180° 0' 0".S 

95° 4' 29".4 

42 9 41 .4 

42 45 49 .7 

180° O' 0".S 

41° 25' 40".4 

49 31 6 .6 

89 3 13 .6 

180° O' 011,6 

Bei der Berechnung der Koordinaten für den Punkt „Ochotnoje" ergaben sich folgende 
Widersprüche: Fiir die Breite - 0",036, für die Länge - 0",156, für das Azimut+ 0",91 und für 
das Absolutglied der Basisbedingung 62 Einheiten der 6. Stelle des Logarithmus. 

Nun sind nach (8) die Koeffizienten p, p', q, q', zu berechnen, Nach Tab. 1 ist: 

log b1 = 5.7317 n; log b2 = 5.7307 n; log c1 = 0.3244 n; log c2 = 0.3224. 

Die Berechnung der Koeffizienten p, p', q und q' wird i.n Tab. 2 durchgeführt. 
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Tubellc 2 

l !! 3 4 

1 Dynnajn Kamenka Koooplewka B arankowo 

2 Kamenkn Koooplcwkn Bnrankowo Ocbotnoj e 

B1 53° 58'.2 53° 57'.5 54° 4'.8 540 5'.l 

Tu 227 32 .4 275 4.8 130 13 .9 268 14 .8 

logp 9.8809 8.8673 n 9.8630 8.3721 

log, cos1 Tu• 4.1492 n 3.1356 4.1313 n 2.6404 n 

log cos T 11 
9.8294 n 8.9i72 9.8102 II 8.4857 II 

log s 4.3198 4.1884 4.3211 4.1547 

log siu T 11 • 9.8679 n 9.9983 II 9.8828 9.9998 n 

log, sin T11 
4.1877 n 4.1867 n 4.2039 4.1545 n 

log q cos B1 9.9184 9.9174 9.9346 n 9.8852 

\ log sec B1 0.2304 0.2304 0.2317 0.2317 

log q 0.1488 0.1478 0.1663 n 0.1169 

log p' . 0.2428 n 0.2418 n \ 0.2590 0.2096 n 

log p sec B1 0.1113 9.0977 n 

1 
0.0947 8.6038 

log q' 0.4337 9.4201 n 0.4171 8.9262 

+ 0.1601 -0.0737 

\ 

+ 0.7294 + 0.0236 p . 

+ 1.409 + 1.405 - 1.467 + I.309 q • 

p '. - 1.749 - 1.745 + 1.816 - 1.620 

+ 2.714 - 0.263 1 + 2.613 + o.084 q' . 

Hierauf können die Polygongleichungen aufgestellt werden. Ihre Ableitung nach (11) zeigt 
Tab. 3. Als Beispiel wird auf die Bestimmung einiger Koeffizienten hingewiesen. Der K oeffizient 
Q im 4. Dreieck setzt sich zusammen aus 

Q, = + 1.405 - 1.467 + 1.309 = + 1.247, 

der Koeffizient P' 6 wird erhalten aus 

P'
5 
= + 1.816 - 1.620 = + 0.196. 

Aus derselben Tabelle können auch die B:L'!is- und Azi.mutbedingungen abgelesen werden, 
und zwar stehen die Basisbedingungen in der IV. Spalte (die Verbesserungen in der VIII.) und 
in der V. (Verbesserungen in der XI.). Die Azimute findet man in der X IV. Spalte. 

Tabelle 3 

" Scheitelpunkte B L B L B L ~1 der p 6a -4ib Q P6a (a) \ Q.ia (P- äb) (b) Q(-.lb) P ' (c) Q' ~-2 Zwischen• 
Q winke! ------- - - -

X XI XII )011 XIV XV 1 II III IV V VI VII vm IX 

1 Dynnnja + 1.439 + o.631-1.18! + 2.656 + 0.911 (3) + 1.67 -1.70 (1) -3.13 -3.2981 +(2) \ + s.aa ... 
Kamenka ... + o.679 +'-"I +o-"1 +1.2., +'-"\ (6) +'·" + 0.21 (4) +o.50 -1.549 -(5) -r2.434 2 

- 1.549 -(8) 1 + 2.434 
3 Kamenka ... + o.679 + 0.10 -2.22 +1.247 + 0.01 (9) + o.13 -1.52 (7) -2.78 

+ 0.679 -1.64 -0.201 + 1.247 + 1.12 (12) + 2.05 -0.14 (10) -0.25 - 1.549 -(11) + 2.434 4 Kamenka .. . 

-0.22 (15)\ + o.o4 + (14)1 + 2.69'i 5 Konoplewka. + 0.753 + 0.29 - 1.97 -0.158 - 1.49 (13) +o.30 + o.196 

+0.024 + 2.28 + 0.19

1 

+ uo9 +0.06 (18)\ +2.98 0 (16) +0.25 - 1.620 -(17)

1 

+ 0.084 6 B arankowo .. 

Ochotnoje ..• 0 + 0.03 -2.38 0 0 (21) 0 0 (19) 0 0 + (20) 0 7 
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Für die Multiplikationen der Spalten VII, IX, X und XII genügt der Rechenschieber. Die 
Spalten VII , X und X III enthal ten die Koeffizienten für den Breitenanschluss (B), die Spalten IX, 
X II und XV die K oeffizienten für den Längenanschluss (L). 

In Tab. 4, sind die Bedingungsgleichungen zusammengest ellt. 

Tabelle 4 

Nr. Nr • .1 Nr. Nr, 

" d A B C D 
1 

s der der a C 

" Drdecke Winkel 

1 1 
1 -1.18 - 1.70 -3.14 -1 - 1.00 --0.34 --4.37 6.71 -8".l 
2 + 1 -3.30 +s.15 + 2 + 0.19 -1.93 + 3.93 + 4.19 +s. 2 

' 3 + o.63 + 0.91 + 1.67 -1 +0.81 + 2.27 +0.44 + 2.52 + 2. 9 

· I 
4 + o.4q + 0.27 + o.so + 1 -0.60 -0.93 +0.06 -0.47 -3. 1 
s - 1 + 1.s5 - 2.44 -2 - 1.00 + o.35 -2.88 -5.53 ·-2. 9 
6 + 2.60 + 1.78 +3.26 + 1 +I.60 + 0.58 + 2.82 + 6.00 +6. 0 

· l 
7 -2.!?2 -- 1.52 - 2.78 + 1 - 1.51 -1.55 - 1.08 -3.14 -6. 8 
8 --1 + 1.ss -2.44 -2 +0.70 +1.51 -0.74 - 0.53 + 4. 1 
9 + 0.10 -f 0.07 +0.12 + L + 0.81 + 0.04 + 1.82 -l 3.67 + 2. 7 

. 1 
10 -0.20 --(1.14 -0.25 + 1 -0.68 -0.98 -0.04 

1 

-0.70 -3 .• 
11 - 1 + 1.ss - 2.44 - 2 - 0.48 + 0.10 -2.22 --4.00 - --0. 8 
12 +1.64 + 1.12 + 2.os + 1 + 1.16 + 0.28 -f 2.26 + 4.70 + 4. 2 

s 1 
13 -·l.97 - 1.49 + 0.30 -1 -1.22 -0.98 -0.71 -3.91 -0. 2 
H + 1 +0.19 + 2.69 + 2 -f 0.76 + 0.69 + I.68 +5.13 -1. S 
15 -0.29 -0.2!? +0.04 - 1 + 0.46 +0.29 -0.97 - 1.22 + 1. 7 

6 1 
16 + 0.19 + o.2s + 1 -0.63 -0.56 -0.80 -0.99 -5. 4 
17 - 1 + 1.62 -0.09 - 2 -0.83 + 1.06 -1.13 -2.90 + o. 2 
18 +2.28 + 0.06 +2.98 + 1 + l.46 -0.50 +1.93 +3.89 +5. 2 

7 

11 

19 -2.38 - - - 1 - 1.60 - - - 2.60 -0. 9 
20 + 1 - - -l 2 + 0.79 - -· + 2.79 -4. 0 
21 + 0.03 - - - 1 + 0.81 

1 
- - -0.19 -4. 9 

1 wl +o".91 I -62.0 1 -26.06 l-)12 91 1 +2.13 1 -62.oo J -26.06 l - 112.91 l -· -· 
I n Tab. 4, bedeuten a, b, c und d die Koeffizienten der Azimut·, Basis-, Breiten• und Liln

gengleichungen. Zur Auflösung dieser Gleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate, wo
bei die Summe der Quadrate der Verbesserungen aller Winkel-der Verbindungs- und Zwischenwin
kel - ein Minimum werden muss, formen wir sie noch um nach der Methode von Krüger•). Diese 
Umformung besteht in folgendem: Wenn l,_ 1, l, und ll-f-1 die Koeffizienten der Gleichung sind, die 
sich auf das Dreieck i. ~ 1 

bezieht, so wird zunächst die Summe 11_ 1 + 11 + ll-f-1 gebildet. Werden 

dann die Koeffizienten l,_1, 11, 11+1 um 1/ 3 dieser Summe gekürzt, so ergeben sich die Koeffizien• 
ten der umgeformten Gleichung: 

L1-1 = 1,_1 - 1/3 (11-1 + l, + 11+1) 1 
L , = 11 -

1
/ 3 (l,-1 + 11 + l,+1) 

L1+1 = 11+1 - 1/a (l,_1 + l, + 11+1) 

(12) 

•) 'Ober die Umformung nach Krtlger aiehe aualolulicbea in der Arbeit „'Ober sweckmlasige Auagleichung t rigonometriacher Netze" ,.Geodeti1t" 1930 Nr. 5 Seite 37. 
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Zur Prüfung dient der Ausdruck 
(13) L,-1 + L, + L1-t1 = 0, 

d Breiten-Gleichung, die sich auf das Als Beispiel werden nachstehend die Koeffizienten er 
sechste Dreieck beziehen, umgeformt: 

Ci,= 0; C17 = + 1.62; Cis = + 0.06 

1/,(C., + C.1 + C.,) = + 0.56 

C _ o _ 0.56 = - 0.56 
1• -

C11 = + 1.62 - 0.56 = + 1.06 
C1a = + 0.06 - 0.56 = - 0.50 

C + C + C = - 0.56 + 1.06-0.50 = 0 (Probe). l& 17 UI 4 
. en sind in den Spahen A • B, C, D der Tab. Die auf diese Weise umgeformten Gleichung d U K ffizienten und Absolutglieder der . b . . h zu bemerken, ass a e oe al A zusammengestellt. Hier e1 ist noc . liz" . d um runde Koeffizienten zu erb ten. us . 1 . h mit 3 mulbp iert sm ' bild t umgeformten Azimut g eic ung . W · die Normalgleichungen ge e · den umgeformten Gleichungen werden m bekannter eLSe 

+ 42 k1 + 10.05 k, - 14.58 ks + 37.74 k, + 2.73 = 0 
+ 10.05 k1 + 20.4.1 ks + 7 .63 k, + 25.09 k, - 62.00 = 0 
- 14.58 k1 + 7.63 k2 + 19.74 ks - 4.92 k, - 26.06 = 0 
+ 37.74 k1 + 25.09 k2 - 4.92 ka + 75.96 k, - 112.91 = 0 

Aus der Auflösung der Normalgleichungen er geben sich die Korrelaten 

2 95 . k - + 2 43 . ka = - 1.28; k, = + 2.07. k1 =- . • ,- . • 
) b hn t Mit Rück• . b n (letzte Spalte Tab, 4 erec e · Mit den Korrelaten werden die Ver esserunge . gilt ist. . 1 (l3) die für alle um.gewandelten Gleichungen • · sieht auf die Forme • 

(14) 
111-1 + 11, + 111+1 = 0, . 

en ist in jedem Dreieck Null. d. b. die Summe der W~elverbesserung_ die Berechnung der Verbesserungen. . Die Formel (14) dient als Probe für 1n (9) (9') und (10) zurUck. NäherungsweLSe ist: Nun kehren wir nochmals zu den Forme ' 

- (l) HOB T21 = (B2 - Bi)' 
60 

_ (2) ,sin T
11

secB2 = (L2-L1)'. 
60 

Damit ergibt sich ans (10): 

wobei 
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für 

(B,-BS . 
p = 10 ' 

, (L2 - L 1)' • p =--a1 , 
10 

__ M. lO' (l) cosBs 
a1 - p" (2) 

a - + M . 10'(2) p secB,, 
,- p" (1) 

B )
, d (L - L )' in Bogenminuten ausgedrückt sind. (B2 - 1 un 2 1 

(15) 

Bei nicht zu grossen Absolutgliedern ist es zulässig, die Koeffizienten a1 und ail für die gegebene Dreieckskette als konstant zu betrachten und sie für eine mittlere Breite zu berechnen. 
Da die Koeffizienten P, P', Q und Q' die Summe der aufeinanderfolgenden Koeffizienten p, p', q und q' darstellen, so werden sie folgendermassen gebildet: Der Koeffizient p, der sich auf das Dreieck i bezieht, ist gleich der Differenz der Breiten der Scheitelpunkte der Zwischenwinkel des letzten Dreiecks n und des Dreiecks i, d. h. P1 = (B,, - B,)'; ebenso ist Q, = (L,, - L,)', P'1 = (L,, - L,)' a1 und Q'1 = (B,, - B1)' a2• Nach Weglassung der Zeiger ist also: 

P = (B,, - B)' 

Q = (L,,-L)' 

P'= a1 (L,, - L}' 

Q'= a 2 (B,,-B)' 

(16) 

Da auf der rechten Seite der Formel (16) der Faktor 1/
10 weggelassen wurde, müssen die Absolutglieder der Bedingungsgleichungen für die Breite und Länge mit 10 multipliziert werden. 

-i Scheitel--~ :: punkte 
A .. der ., 
-.::, Zwuchen-.. z winkel ..: z 
1 Dynnajn ... 

2 Kamenkn .. 

3 Kamenka .. 

4 Krunenka .. 

5 Konoplewka 

6 Barankowo. 

7 Ochotnoje .. 

~ [(Bn - B)' A0 (a) - (Bn - B)' Ä& (b)] + 
+ I [=f a1 (Ln -L)' (c)] + 7238.24 w1 = 0 
~ [ (Ln - L)' !!0 (a) - (L,, - L)' A, (b)] + 
:E (± a 2 (Bn -B)' (c)] + 7238.24 w2 = 0 

Tabelle 5 

:.;;-
c:, Cl 1 <1 <1 

~~ ~ -B L B"-B L,,- L i1a - Ab (a) 1-4 1 ~~ 1 
1 ~ " ~ C: - - ~ 

[53°50'.62t0 20'.42 + 14'.45,+26'.57 + 0.63 -1.18 + 9.1 (3) + 16.7 - 11.0 "sa.,I .... , + 6 .83 + 12 .52 + 2.60 + MO +17. (6) + 32.6 + 2.7 
53 58 .244 34 .47 + 6.8t l2 .52+0.IO -2.22 + 0.7 {9) + 1.2 - 15.2 
53 58 .24 34 .47 + 6 .83 + 12 .52 + I.64 -0.20 - 1.4 
53 57 .52 1 48 .52 + 7 .55 1 .53-0.29 - 1.97 - 2.2 (15) + 0.4 - 14.9 
154 4.8H 33.90 -t- 0 .251+13 .09 + 2.28 + 0.19 + 0.6 (18~+ 29.8 0.0 
~.46.99 0 0 + 0.03 -2.38 0 (21 0 0 

(17) 

-..0 - -1 1-4 ~ 
- 1 1-4 1„ (b) 1-4 ~ ~ " (c} 
1 ~ ~ ~, ,!' J' 

(1) -31.3~ 33.0 + (2) + 51.5 

(4) + 5.0- 15.5 - (5) + 24.4 

(7) - 27.8-15.5 - (8) + 2u 
(10 -,- 2.S-15.S Hll) + 2u 

(13 + 3.0+ 1.9 +(14) + 26.9 

(16 + 2.5-16.2 H l7) + 0.9 
(19 0 0 +(20) 0 

In dieser Form werden die Gleichungen beim Coast and Geodetic Survey bei Ausgleichung von Polygonen verwendet. Wird nach Richtungen ausgeglichen, so müssen an Stelle der Winkelverbesserungen (a), (b), (c) die Düferenzen der Richtungsverbesserungen eingeführt und die Polygon-Bedingungsgleichungen gleichzeitig mit den Netzbedingungen ausgeglichen werden. Als Beispiel für die Polygonausgleichung nach der amerikanischen Methode wählen wir wiederum die oben verwendete Dreieckskette. Die Berechnungen ordnen wir hierbei nach der Tabelle 5 s. o. an. Aus einer besonderen Tabelle (Tabelle für a1 und a2 S. 84) entnehmen wir für eine mittlere Breite die Koeffizienten 'li und a2• Für die vorgegebene Kette ist a1 = - 1.24; a 2 = + 3.57. 
Dividiert man die so bestimmten Gleichungen für die Breite und Länge durch 10, so sieht man, dass ihre Koeffizienten mit den entsprechenden Koeffizienten, die bei den vorhergehenden Methoden erhalten wurden, übereinstimmen. Das amerikanische Verfahren vereinfacht die Aufstellung der Polygongleichungen noch etwas, die Berechnungen werden, insbesondere bei Verwendung 
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des Rechenschiebers, kürzer. Für die Aufstellung der Polygongleichungen für eine aus 7 Dreiecken 

bestehende Dreieckskette braucht man etwa 15 - 20 Minuten. 

Tabelle der Koefiwenten a1 und a1, (a1 negativ, o1 poaitiv) 

B al a2 nl Oi a2 B Oi lla B al 02 

- + - + - + - + 

3S0 1.73 2.56 43° l.SS 2.87 S0° 1.36 3.27 S8° 1.12 3.97 

36 1.71 2.59 44 1.52 2.92 SI 1.33 3.34 59 1.09 4.08 

37 1.69 2.62 4S 1.49 2.97 52 1.30 3.41 60 1.0S 4.20 

38 1.67 2.66 46 1.47 3.02 S3 1.27 3.49 61 1.02 4.34 

39 1.64 2.70 47 1.44 3.08 S4 1.24 3.57 62 0.99 4.48 

40 l.62 2.74 48 1.41 3.14 ss 1.21 3.66 63 0.96 4.63 

41 1.60 2.78 49 1.39 3.20 56 1.18 3.76 64 0.92 4.80 

42 1.57 2.82 so 1.36 3.27 S7 1.1S 3.86 6S 0.89 4.98 

Nun werden noch Formeln zur Aufstellung von Polygongleichungen für die Ausgleichung in 

ebenen rechtwinkligen Koordinaten abgeleitet. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Trangulation 

nach der Gauss-Krügerschen Methode in die Ebene übertragen wurde (Abb. 3). Der Polygonzug 

wird wieder über die Scheitelpunkte der Zwischenwinkel der Dreiecke geführt. Die Koordinaten des 

Punktes C ergeben sich aus: 

B F 

Abb. 3. 

Xe - Xs = Si cos (ll } ' 

)'c-Ys = s1 sin a1 

wobei a1 der Richtungswinkel in Punkt B nach Punkt C ist. 

Durch Differenzieren des ersten Ausdrucks in (18) erhalten wir: 

d (xc-xs) = cos a1 .ds1 - 2-s1 sin a.1 .dtii, 
p" 

xc- xs ds1 A log -'1 _. 1 • Einh • 
Ferner ist cos a1 = ---und -=_.....:::.......: , wenn ~ og s1 m e1ten 

S1 S1 M. 108 

Logarithmus ausgedrückt wird. Unter Beachtung von (18) wird 

A log .11 1 
d (xc - :rs) = (xc - xs)-~ - - (Yc - ys) d«1· 

M .108 p" 

(18) 

(19) 

der 6. Stelle des 

(20) 

und 

Multiplizieren wir (20) mit M. 10', so ist: 

d(xc-xs) M .108 = (xc-xs)A log .11 - M ·}08 (Yc-y8) da.
1

• 

p 

Für M. lO' = k wird: 
p" 

d (xc - xs) M .10' = (xc - xs) A log.11 -k (yc-y8 ) da.
1

• 

Hierin kann man noch für d log s1 und für dl%1 folgende Ausdra.cke einführen [vgl. (4)]: 

d log s1 = Aix1 ( tii) - Ab1 ( b1) 

dix1=-(c:i). 

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich die Änderung der Abszissendifferenzen filr die 

Punkte C und B aus: 

I 

Ganz entsprechend können wir noch die gleichen Ausdriicke filr die übrigen Punkte des Li

nienzuges anschreiben: 

d (xF - xc) M.108 = (x, - xc) [Aa1 (a1) - Ab1 (b1 ) + Aa2 (a1) - Ab
1 

(b
2
)] -

- k (yp - yc) [ -(e1) + (es)] 

d (xD - xF) M .10' = (xo - xp) [ Aai (a1) - Ab1 (b1) + Aa2 ( a1
) - .db9 

(b
1

) + 

+ Aaa (aa) - Ab3 (ba)] - k (yD -yp) [ -(c:i) + ( ez) - {e3)] 

d (xH - xD) M.10' = (xH-xo) [Aa1 {a1)-Ab1 (b1) + Aa
2 

(a
3

) - Ab
2 

(b
2

) + 
+ Aa3 (a3) - Ab3 (b3 ) + Aa, (a,) - &b, (b,)] -

- k (YH - yD) [-(e1) + (e1) - (e3) + (e,)] 

Die Addition der 4 Gleichungen in (21) ergibt: 

d (xs - xn) M.108 = (xn-xs) [Aai ("1.)-.lb1 (b1)] + 
+ (xH-xc) [Aas (ai) -Abs (b1)] + 
+ (xn-xp) [ Aa, (o,) -Ab3 (b3)] + 
+ (xn- xD) [Aa, (a.)-&b, (b.)] -

-k(yn-Ys) [-(e1)]-

- k (yH-Yc) [ + (c1)] -

- k (yH-YF) [- (ea)] -

-k(yn-yo) [ + (e.)] 

. (21)" 

Wird das Absolutglied der Bedingungsgleichung fiir die Abszisse noch mit u,
1 

bezeichnet, 

so nimmt die Bedingungsgleichung selbst folgende Form an: 

Für die Bedingungsgleichung der Ordinaten erhält man ganz ähnlich: 



Um gtossc Koeffizienten in den Bedingungsgleichungen zu vermeiden, werden (22) und (23) 

mit 103 multipliziert und die Abszissen- und Ordinatendifferenzen in Kilometern ausgedrückt. 

Damit wird endlich: 

~[(xn - x)•m Aa(a)-(xn - x)•m iH(b)] + t[ - k(yn - y)Am (c)] + 
+ 434,29 Wl = 0 

~ [ (Yn - y)•m .ia (a) - (Yn -y)•m äb (b) + ~ ( + k (xn - ,-)'m (c)] + 
+ 434,,2!) W! = 0 

(24) 

Die Formeln (24) werden zur Aufstellung der Polygongleichungen für eine einfache Drei-

eckskette (Abb. 3) verwendet. ~ 

., 
~ 

·s 
A 
~ 

"'O 

.: z 

1 

2 

3 

• 
s 

Zusammenstellung der Dreiecke. 

Nr. Bezeichnung Vorlllufig Nr. Bezeichnung Vorläufig 

der der Dreiecks- ausgeglichene der der Dreieck.- ausgeglichene 

Winkel punkte Winkel Winkel punkte Winkel 

Scheitel-
punkte der 
Zwischen-

winke! 

B 

C 

F 

D 

H 

1 C 57°50' 20".0 10 H 
1 

64°50' O".O 

2 B 67 0 40.0 11 
1 

D 72 so 10.0 

3 A 55 9 0.0 12 F •2 19 50.0 

180° O' 0".0 180° O' O".O 

4 F 50° l ' 20".0 13 E 46°50' 10".0 

s C 87 38 30.0 u H 56 10 10.0 

6 B 42 20 10.0 15 D 76 59 40.0 

180° O' 0".0 180° O' 0" .0 

7 D 47° 8' 30".0 

8 
1 

F 56 11 30.0 

9 C 76 40 0.0 

1 
180° O' O".O 

Tabelle 6 

S 970.19+ 26.21-10.34 + 1.47- l.32 + 36.59!-15.2 (3) + 53.8 + 13.6 (1) --48.3~ 77.l~ (2) - 21.8 

959.59 + 37.64 + o.26 + 2.31~ 1.16+ 2s.16J+ o.6 (6) + s8.1 - o.s (4) --44.3~ 53.oj+ es) + o.s 

970.01 + 46.52c lO.l6 + 0.SOf,.96i+l6.2f 5.1 (9) + 8.1 + lU (7) <-31.9f 34.3 (8) i-2U 

9s2.s1 + sl.44 + 7.34 + 2.31 .99+ 11.3 + 11.0 (12)+ 26.2---- 7.3 (l0)- 11.2 23.9!+(11} + 1s.s 

9S9.8sl+62.80) o + o.49 I.97 o o (IS o o (13) o - ~ 14) 

Ausgangsdaten: Koordinaten von A: x = 5 955 070,85 m; y = 20 755,80 m; Richtungswinkel 

nach B = 19°50' 50,"0; log AB 4.206 0085. 
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Nach einer vorläufigen Auflösung der Dreiecke und der Berechnung rechtwinkliger Koord i

naten für die Punkte des Polygonzuges stellen wir nach (24) die Polygongleichung auf. Diese Auf

stellung zeigt Tabelle 6, die vollkommen mit den vorhergehenden Tabellen übereinstimmt und 

keiner besonderen Erläuterung bedarf. Die Polygongleichungen selbst und ebenso die Basis- und 

Azimutbedingungen sind in Tab. 7 dargestellt. 

Tabelle 7 

Bedingungsg l eichungen für 

das die die die 

Azimut Basis Abszisse Ordinate 

a 6 C d 

l 

1 

- 1.32 + 1.36 -4.83 

2 - 1 + 7.71 + 2.18 

3 + l.47 - 1.52 + S.38 

4 

1 

- 1.76 -0.05 -4.43 

s + 1 -5.30 + o.os 

6 + 2.31 + 0.06 + S.81 

7 

l 
-1.96 + I.99 -3.19 

8 - 1 + 3.43 + 2.14 

9 + o.so -0.51 + o.81 

10 

l 
-0.99 -0.73 -1.12 

11 + 1 - 2.39 + 1.ss 

12 + 2.31 + 1.10 + 2.62 

13 

1 

- 1.97 0 0 

14 - 1 0 0 

15 + 0.49 0 0 

w 
1 

W ' W " 43.43W1 
1 

43.43W1 

Auf die Einführung der umgeformten Bedingungsgleichungen und auf die Darstellung der 

weiteren Auflösung kann unter Hinweis auf das oben aufgeführte Beispiel verzichtet werden. 

N. Urmajew . 
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