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projekcja, przyjeta przez Komitet Miedzynarodowy, z rozmaitemi
,urzedowemi” i ,nieurzedowemi” modylikacjami. W pierwszej czesci
niniejszego artykulu wyprowadzam wzory matematyczne tej projekcii
i obliczam tablice spoéirzednych, w drugiej zas wyprowadzam wzory
na znieksztalcenia i znowu ilustruje wyniki zestawieniami tabelarycz-
nemi, Przy wykonywaniu rachunkéw uzywalem 10-cyfrowych tablic
logarytmicznych J. Petersa (3 tomy r. 1919, 1922, Berlin. Preussische
Landesaufnahme) i 7-cyfrowych Kohlera (16 wyd. 1898, Lipsk). Tekst
instrukcji zaczerpnalem z urzedowego Zrédla: Resolutions and Procee-
dings of the International Map Committee assembled in London, Novem-
ber 1909 (London, 1910), i ,Proceedings of the Int. M. Committee 1910"

(London, 1912).

2. Projekcja Mapy Migdzynarodowej i jej wzory
matematyczne.

Definicja projekcji (rzutu) przepisanej dla miedzynarodowej mapy
w skali 1:1,000.000 jest zawarta w instrukcii, wydanej przez Komitet
Miedzynarodowy w r. 1910. Brzmienie tych ustepoéw instrukeji, ktore
dotycza samej projekcji, podajemy tu w dostownym przekladzie z je-
zyka angielskiego: ‘

Kazdy arkusz mapy ma pokrywac powierzchni¢ zawierajaca
4° szer. geogr. i 6° dlugosci geogr. Odstepy skrajnych potudnikéw
kazdego arkusza liczy sig co 6° poczynajac od Greenwich, a skrajne
réwnolezniki maja odstepy 4 stopniowe poczawszy od réwnika.
Rzut ma spelnia¢ nastepujace warunki:

I potudniki maja by¢ linjami prostemi;

II réwnolezniki maja by¢ tukami két, ktérych srodki leza na
przedluzeniu srodkowego poludnika.

Wskazanem jest uzycie projekcji latwej konstrukcyijnie i takiej,
by cztery arkusze stykajace si¢ z czterema bokami kazdego arkusza
przylegaly do nich scisle.

Rzut wielostozkowy zmodyfikowany z prostolinjowemi potud-
nikami spelnia te dwa warunki.

Konstrukcja rzutu przedstawia sie¢ wiec w spos6b nastepujacy.
Kazdy arkusz ma by¢ niezaleznie od innych odniesiony do swego
srodkowego potudnika. Potudnik srodkowy przedstawia si¢ odcin-
kiem linji prostej, podzielonym na stopnie. Przez tak wyznaczone
punkty nalezy wykresli¢ kola, przedstawiajace réwnolezniki. Srodki
tych kot leza na przediuzeniu srodkowego poludnika. Promien
kazdego kota wynosi N(%?)ctgy, gdzie N(9) oznacza odcinek nor-
malnej ograniczony osia mala, a ¢ jest szerokoscia geograficzna
uwazanego réwnoleznika. Wzdtuz skrajnych réwnoleznikoéw, t. j.
wzdluz ko6t tworzacych péinocna i potudniowa krawedz arkusza
nalezy odciaé stopnie dlugosci w ich prawdziwej wielkosci w danej
skali. Proste laczace odpowiadajace sobie punkty na tych skraj-
nych réwnoleznikach przedstawiaja potudniki. Jako potudniki
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zachowane wiernie w danej skali (which are true to scale) obiera
sic dwa poludniki odchylone o 2° na wschéd i na zachéd od
érodkowego poludnika. Aby to uzyskaé, nalezy prawdziwa dlu-
goé¢ srodkowego poludnika zmniejszy¢ o mala poprawke, podana
w osobnej tabelce”.

Do tej instrukcji dolaczone sa tablice, podajace: a) prawdziwe

'~ dlygosci tukow od 0° do 4°, od 4° do 8 itd.., od 56° do 60°, poprawki

wymienione w instrukcji i poprawione dlugosci lukéw; &) spolrzedne
prostokatne x i y punktéw lezacych na skrajnych réwnoleznikach
kazdego arkusza w odstepach 1° 2° 3° przyczem o§ xéw brana jest
jako styczna do danego kota w punkcie przeciecia z obrazem s$rodko-
wego potudnika. Odciete x podano w pierwotnej publikacji (w r. 1910)
blednie, a w r. 1912 wydano sprostowane wartosci x. Jako dlugosé¢
promienia réwnika przyjeto a = 637824 km., a jako poldwke malej
osi & = 635656 km.

Instrukcje przytoczylem tu wedlug tekstu angielskiego; tekst nie-
m_iecki i francuski réznia sie w niektérych drobniejszych szczegétach.
Nie bede sie tu wdawal w krytyke samego brzmienia instrukcji, jak-
}(olwiek niejedno w nich razi¢ moze matematyka. Instrukcja ta jest
jedyna autentyczna definicja uzytej projekcji i na niej musimy sig
oprze¢ w dalszych rozwazaniach.

) Z powyzszej instrukcji wynika, ze ma by¢ uzyty rzut wielo-
§cienny, a mianowicie kazda krzywa S$cianka na kuli zawierajaca
4° dtugosci geograf. a 6° szerokosci geogr. ma byé¢ odwzorowana na
plaszczyznie oddzielnie, z osobnym ukladem spélrzednych: s$rodkowy
poludnik kazdej $cianki odtworzy si¢ jako linja prosta, ktéra obierzemy
za 0§ y-w dla uwazanej sekcji.

Odwzorowanie kazdej poszczegblnej sekciji jest rzutem wielo-
stozkowym amerykanskim z dwoma modyfikacjami: 1) obrazami
pqludnikéw sa linje proste, a nie krzywe, jak w oryginalnym rzucie
wielostozkowym amerykaniskim; 2) odcinek $rodkowego poludnika
zawarty miedzy skrajnemi réwnoleznikami mapy nie jest rowny lukowi
odpowiedniego poludnika na elipsoidzie lecz krétszy o pewna wielkosc,
nazwijmy ja: k.

Punkty lezace na skrajnych réwnoleznikach oblicza si¢ zatem
wed{ug' praw zwyklego amerykanskiego rzutu wielostozkowego, o ile
przyjmiemy na razie o§ xdw nie stala lecz zmienna, zawsze styczna do
obrazu kazdego skrajnego réwnoleznika.

: Nazw'iimy szerokoéé¢ geograficzna dolnego rownoleznika (blizszego
réwnika) litera ¢; a gornego ¢., a litera [ kat zawarty miedzy srodko-
wym potudnikiem na elipsoidzie a dowolnym innym; spoirzedne punktow
rowngleznika *, odniesione do osi xéw stycznej do tego réwnoleznika
f\?}ZWllH}Y RNy p_odobnie dla réwnoleznika ¢, literami X; i ..

reszcie di_ugoé_c’ odcinka normalnej do elipsoidy siegajacego od po-
yvxerzc;hm elipsoidy do jej osi obrotu nazwijmy N (¢). Wyraza sie ona —
jak wiadomo — wzorem '

= N(y) =

gt il
] Eszrnécp
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2 b? : MR Tl e :
gdzie e = a--a—i— " a aib oznaczaja poléwki osi gléwnych elipsy po-

tudnikowej. Przy tych oznaczeniach spéirzedne punktéw lezacych na
skrajnych réwnoleznikach wyrazaja si¢ znanemi wzorami:

) { x, = N(9,) ctg ¢, sin (Lsin 1) | X = N(9,) ctg 9, sin (I sin ¢,)
y; == 2N(¢)) ctg ¢, sin’ § (Ising)) | Y, — 2N (9,) ctg @, sin® £ (I siny,)

Dla sekcji réwnikowe;j, t. j. dla ¢, = 0% 9, — 4° funkcja ctg ¢,
nie jest okreslona; nalezy wtedy wzory na x; i ¥ zastapi¢ wzorami
ogblniejszemi:

X lim N (¢) ctg ¢ sin (I sin ¢)
(b) b o 4
I lim 2 N (p) ctg @ sin® & (I sin9)

il !
ktorych dla o, 0 otrzymujemy :
o= al
l G 0

Dla jednej sekcji 9, i ¢, sa liczbami statemi, wigc spoirzedne
Xi» Y1, X%, i U, zaleza tylko od /; dla uwidocznienia tego bedziemy
pisali niekiedy: x (1), 5 (). (), 7).

Przy pomocy wzoréw (1) i (2) obliczono wartosci x i y zawarte
w tablicach dotaczonych do uchwat Komitetu. Zauwazy¢ jednak musimy,
7e nawet w poprawnem wydaniu tablic z r. 1912 znajduja si¢ oczy-
wiste — jakkolwiek drobne — bledy. Tak n. p. dla ¢ — 4° i Li==r22
podano x — 222°105%)mm, a wiec warto$¢ wieksza, anizeli w pier-
wotnych, blednych tablicach, gdzie znajdujemy 222104 — jakkolwiek
wlagnie blad polegal na tem, ze wzieto za wielkie odcigte x, obliczajec
je przy pomocy mylnego wzoru:

N(y) ctgptg(Ising) zamiast N (9)ctgpsin(lsin).

Dokladny rachunek prowadzi do x — 222°10369 a wigc przy zatrzy-
maniu trzech miejsc po kropce dziesigtnej : 222'104, jak w pierwotnych
(btednych) tablicach. Podobnie dla ¢ — 4° i [ 1° podano mylpie
x — 111°050 zamiast 111052, ;
Poprawnie obliczone spélirzedne x;, yi. X, Y., podajemy w ta-
belce I wyrazone w milimetrach dla sekcji réwnikowej t. j. dla ¢, =0°,
9, =4° i dla pélnocnej sekcji mapy Polski, t. j. dla ¢, = 52° ¢ = 56.
Na tych dwéch wybranych sekcjach bedziemy i w dalszym ciagu ilu-
strowali liczbowo nasze rozwazania teoretyczne. Wybraliémy te wlasnie
sekcje dlatego, ze sekcja réwnikowa okazuje — jak poézniej zobaczy-
my — najwicksze znieksztalcenia z posréd wszystkich innych sekcyj

2

*) UWAGA : W praktyce taka doktadnosé¢ jest zbyteczna, wystarcza bowiem
az nadto dziesiate czeéci milimetra. W dyskusji teoretycznej jednak — jak zoba-
czymy — takze dalsze miejsca po kropce dziesigtnej odgrywaja waina role. W ta-
blicach miedzynarodowych podano 3 miejsca po kropce dziesigtnej, a wiec tysiaczne
czes$ci milimetra.
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i wymaga pewnych osobnych, dodatkowych rozwazan wskutek tego,
7e jeden z réwnoleznikéw, a mianowicie réwnik przedstawia si¢ na
mapie nie jako koto, lecz jako linja prosta; sekcja za$§ 52°—56° inte-
resuje nas dlatego, ze wlasnie te sekcje wydal obecnie nasz Wojskowy
Instytut Geograficzny; zobaczymy ponadto, ze pewne réznice w tukach
poludnikéw, slabo uwydatniajace si¢ w sekcjach bliskich réwnika,
wystapia wyraznie w sekcjach odleglejszych, n. p. w sekcji 52°—56°.

Tabl. I.

| x o= +111321 | +222643 | + 333964
Gy == 0 [ 0 0

T = +111052 | +222104 | + 333155
7= 0068 | 0270 0'608

+ 68679 | + 137346 | + 205986
0472 | 1'889 4250

i = + 62394
7 0451 }

+ 124774 | + 187128 |
1°806 4062

Uwaga: Znaki gorne naleza do siebie, a dolne do siebie.

Sgkcie bliskie bieguna nie interesuja nas tutaj, albowiem instrukcja
nie wypowiada sie jasno o tych sekcjach i nie podaje spéirzednych .
dla sekcji lezacych na péinoc od 9 = 60°. Powiedziano tylko w in-
strukcji, ze: ,,na pétnoc od » = 60° i na poludnie od ¢ =—60° mozna
Iaczy{: dwie lub wiecej przyleglych sekcji tej samej strefy, tak, ze
kqml?mowany arkusz pokrywa 12, 18 i t. d. stopni diugoéci”. Nie po-
widziano jednak, czy te sekcje ma sig tylko mechanicznie zestawic¢
na jednym wspélnym arkuszu, czy tez — jak sadzi Hinks (l. c. p. 57)—
obra¢ dla nich wspélny uklad spéirzednych i przerachowaé wszystko
na nowo, przyjmujac jako potudniki zachowane pod wzgledem dlugosci
nie [ = +2° lecz inne, wiecej odchylone od s$rodkowego.

L ghcac p_zyskac’ jednolite przedstawienie dla wszystkich punktow
1edn91 sekcji, musimy wprowadzi¢ dla wszystkich punktéw jeden
w'spolny qklad_ spbirzednych, a wiec w szczegblnoéci jedna wspélna
0§ xdw, N}ephaj ta wspo6lna osia xéw bedzie prosta styczna do kola
przedstawiajacego (dolny) réwnoleznik ¢,. Wtedy wszystkie odcigte
X1, X, pozostang niezmienione, jakotez rzedne y;. Natomiast rzedne ¥,
punktow le’ia,cych' na (gérnym) réwnolezniku 9, nalezy powigkszyc
o _odstqp' két ¢, i 9, na mapie. Odstep ten w oryginalnym rzucie
;vhelpstozk.owym amerykanskim jest ro6wny dlugosci tuku elipsy po-
udnikowej od ¢, do 9, — oczywiscie w skali 1:1,000,000. Oznaczmy
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symbolem s(p) dlugosé luku poludnika od réwnika do szerokosci geo-
graficznej ¢ w skali 1:1,000.000, to dlugoéé¢ luku od ¢, do ¢, wyrazi
si¢ wzorem:

(© % = s(g2) — s(9).

Luki te oblicza sie przy pomocy catki eliptycznej:

SN L o | el L e f‘? :
i 5 9k = jo VU —esin’e)p  J, i3

przyczem R(¥) oznacza promienn krzywizny elipsy potudnikowej.

W ten sposéb otrzymuje sie np. dla sekcji r(’)wniokowei
0
Sj = 44227 mm a dla pélnocnych sekcyj Polski Sggo = 445°226 mm.

Uwaga: Przy obliczaniu tej calki postugiwalem si¢ wzorem przyblizonym,
polegajacym na rozwinieciu funkcji podcatkowej na szereg postepujacy wedlug
poteg e®sin®¢ i na zatrzymaniu wyrazef az do e®sin®¢ wlacznie.

Uwzgledniajac ten odstep skrajnych réwnoleinikéw otrzymali-
bysmy dla rzednych réwnoleznika ¥, zamiast y, wyrazenia:
7, - s(p) — s(p).

Jednakze w mysl drugiej modyfikaciji zawartej w instrukcji nalezy
te wielko$é pomniejszyé tak, aby dlugos¢ potudnika ! = 2° w obrebie
arkusza byla przedstawiona wiernie.

Oznaczmy nieznany na razie odstep obu_ skrajnych obrazéw
réwnoleznikéw mierzony wzdluz osi yow litera ¢g. Zadamy, by odleglosé
punktéow (x;,y;) i (x,9-+79) byla réwna prawdziwemu lukowi

sif = s(9,) — s(9,); zatem musi ¢ spelnia¢ warunek:

3) @+ 9—9) + (u—x) = (s8)’.
Stad otrzymujemy:

@) g = y—5 +V(s%) — (—n).
Nalezy wiec rzedne y, powiekszy¢ nie o cale s(9,) — s(%;) lecz o gq.
Skrécenie wynosi wiec:

ek R
(5) k.= S q
Przy pomocy tego wzoru nalezalo oblicza¢ poprawki zawarte

w tablicy I(A) dotaczonej do uchwal Komitetu Miedzynarodowego.
Dla sekcji rownikowej otrzymuje sie ¥ = 0'27 (dokladniej: 0°2708), dla

sekcji za§ od 52° do 56° jest K =009 (dokladniej: 0°0940). Rzedne
rownoleznika 9, = 4° nalezy wiec powiekszyé o:

q = 44227 mm — 027 mm = 442 mm
a rzedne réwnoleznika ¢, = 56° o:
q — 445226 mm — 0094 mm = 445132 mm.
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Pozostawimy jednak liczbe 44513 zaokraglona do dwéch miejsc
po kropce, ktorej uzyto w tablicach miedzynarodowych. Wyrazenie
(4) przedstawimy w postaci:

R~ SR T S 5
(B )
P2 P1
S‘?r
s o W EAV(SR) — Gy
P2
S‘t”l
jest w obrebie kazdej sekecji liczba stala i oznacza stosunek po-
mniejszenia luku Sg. wskutek zmniejszenia jego wielkosci o odci-
442
442°27°
Teraz juz mozemy wypisaé wzory na spoéirzedne punktéow leza-
cych na skrajnych réwnoleznikach odnoszac je do jednego wspélnego
ukladu spélrzednych: osia ydw jest obraz s$rodkowego potudnika,

a wspélng osig x9w styczna do kola przedstawiajacego dolny skrajny
réonoleznik 9;,. Otrzymujemy zatem:

x, = N (%) clg ¢, sin (I sin ¢,) | x, = N(3,) ctg 9, sin (I sin p,)
yi=2N(p)) ctgp, sin®§ (Ising,) | y, = 6SZT+2N($2)ctg(pgsin?g(lsin%)

nek &k Tak np. dla sekcji rownikowej: & =

Pamieta¢ jednak nalezy o tem, ze dla 9, = 0 zamiast wzoréw podanych
tu dla x; 1 y, nalezy uzyé wzoréw (2) na str. 6.

Zastosowawszy to przesuniecie osi otrzymujemy zamiast liczb za-
wartych w tabelce I nowa tabelke II, w ktérej zmieniono tylko
rzedne y, z tabeli I na y,, dodajac do kazdej rzednej 7. wielkos¢
P2

i T

Tabl. II.

| [ ok 0 0 0
e 1 2 3
0°

— 111321 222643 | 333964
0 0

; = 111052 | 222'104 | 333155 - |
442270 | 442608 |

137°34 2057985
1°889 4250

124774 | 187128
446936 | 449192

i

}56%

Gdy I zmieni znak, to tylko odciete zmienig znaki.
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Wzory (8) ujmuja jedynie punkty dwéch skrajnych rownoleznikow.
PrzejdZzmy do wyznaczania innych punktéw mapy.

Srodkowy poludnik nalezy podzieli¢ — w my$l instrukcji — ,na -

stopnie”, to znaczy na czesci proporcjonalne do jednostopniowych
tukéw poludnika na elipsoidzie, o ile chodzi o réwnolezniki w odste-
pach jednostopniowych od skrajnych i od siebie. Ogolnie za$, chcac
znalezé punkt przeciecia réwnoleznika ¢ z poludnikiem s§rodkowym,
nalezy odcia¢ na osi yov od poczatku uktadu odcinek s(9) — s(¢;)
pomniejszony w stosunku @&, to znaczy w tym samym stosunku, w jakim
zostal pomniejszony caly tuk: s(¢)) — s(¢) $rodkowego potudnika.
Kota, przedstawiajace réwnolezniki ¢, przecinaja wigc 0§ yow w odste-
pach ¢[s(¢) —s(9)] od poczatku ukiadu. Promienie tych két sa —
w myél instrukcji — N(¢)ctgy, jak w zwyczajnym rzucie wielostoz-
kowym a $rodki ich leza na prostej przedstawiajacej potudnik §rod-
kowy, t. j. na osi ydw,
Roéwnanie kazdego takiego kola ma wiec postac:

9 x4 [y—2ls(p) —s (@)l — N(g) ctgel? = N*(9) ctg’ ¢

Uwaga: Nie mozna zmieni¢ wszystkich rzednych w tym samym stosunku,
albowiem wtedy kota zamienilyby sie na elipsy, odstapilibysmy wiec od zasadni-
czego postulatu instrukeyj, ze obrazami réwnoleznikéw maja byé kotla. Zmniejszamy
wszystkie rzedne jednego kola o te samg wielkosé, czyli przesuwamy cale kolo:
wskutek tego jednak jedne rzedne tego kola zmienia si¢ w innym stosunku a drugie
w innym. Do kazdego kola stosuje si¢ inne przesunigcie, a mianowicie te przesu-
nigcia sa proporcjonalne do odpowiednich tukéw srodkowego poludnika.

Z kazdego z tych kél potrzebne nam jest tylko dolne p6tkole
(zwrécone wypukloscia w strong osi xdw), gorne bowiem wypada bar-
dzo daleko poza obreb sekcji. Aby otrzymaé réwnanie dolnego potkola,
rozwiazujemy réwnanie (9) wedlug zmiennej y i zatrzymujemy tylko
ujemna wartos¢ pierwiastka. Po fatwych przeksztalceniach otrzymu-
jemy wtedy: :

5 Xtgy

10 ——— O S D) — g (40} — —_— ATii;i'_,,,a,, ;)7

00 g =3® s+ o e
Réwnanie to przedstawia gromade wszystkich ré6wnoleznikéw,
nie wylaczajac i rownika.

wiele prosciej przedstawia sie réwnanie gromady wszystkich
poludnikéw, sa one bowiem linjami prostemi, taczacemi odpowia-
dajace sobie (t. j. o tem samem [) punkty obu skrajnych réwnolezni-
kow: (x;, y1) i (%, Y

Otrzymujemy wiec odrazu réwnanie wszystkich poludnikéw, nie
wylaczajac éredniego poludnika — jako réwnanie prostych laczacych
dwa znane punkty:

1) (—y50)-CO)—x®) = x—xO) (g:0) —yd).

Wartosci x,(l), xu(I), ¥,(I), y2(I) nalezy tu wstawi¢ z wzoréw (8) lub (2) i (8).

Przy pomocy tych dwoch wzoréw (10) i (11) mozemy juz do kaz-
dego punktu elipsoidy, t. j. do kazdej pary wartosci (¢,l) znaleié
odpowiadajacy mu punkt (x,y) na plaszczyinie mapy. Réwnania te
charakteryzuja zatem zupelnie caly rzut mapy miedzynarodowej, moga
wiec zastapi¢ definicje tego rzutu.
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Wzory te sa dos¢ skomplikowane, poniewaz x,(l), x,(0), g:1(D), y,(0)
wyrazaja sie do§¢ zlozonemi wzorami (8) a ponadto do obliczenia
statej 0 trzeba siegnaé¢ do wzoréw (7) i (1).

Moznaby z latwoscia wyrazi¢ z wzoréw (10) i (11) spéirzedne x i y
wprost jako wyrazne funkcje zmiennych ¢ i [, rozwiazujac ten uktad
réwnan, jednakze forma uwikltana lepiej sie tu nadaje do dalszej
dyskusji. Przy liczbowych rachunkach jednak rozwiazanie tego ukladu
jest nieuniknione i prowadzi do bardzo uciazliwych obliczen. Ta droga
otrzymalem liczby zawarte w tabelkach III i IV, ktére podaja spét-
rzedne punktéw weztowych siatki poludnikéw i réwnoleinikéw w od-

stepach 1° dla sekcji réwnikowej i sekcji 52° do 56°.

Tabl. III

N RONER T SRV B
| 1() ‘ 20 i 30

| 111321 | 222643 | 333964
oo G Sk el e M R
111254 | 222508 | 333762
110499 | 110516 | 110568 | 110'652
0 | 111°187 | 222'373 | 333559
220998 | 221032 | 221133 | 221302 |
0 111119 | 222238 | 333357
| y = 3311499 | 331’549 | 331701 | 331955
lx= 0 | 111052 | 222104, | 333155
|y = 442 | 442068 | 442270 | 442608

|

Tabl. IV.

10° | 20 ‘ 3°
| |

| 68679 | 137345 | 205985
0472 | 1889 | 4250

67108 | 134203 | 201272
111721 | 113124 | 115461

65537 | 131061 196’558
g — 222521 | 222990 | 224377 | 226'688

x— 0 | 63966 | 127917 | 191:843
y = 333819 | 334276 | 335647 | 337932

|
|
{
e

i 9 62394 | 124774 | 187128
|y = 445130 | 445581 | 446'936 | 449'192
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Przy obliczaniu spoéirzednych nalezy zaczaé od obliczenia rzed-
nych y, wzrastaja one bowiem o wiele szybciej anizeli odcicte, a wigc
maly blad popelniony przy obliczeniu x wywoluje znaczne bledy war-
tosci y; tak np. w sekcji réwnikowej btad 0°001 mm odcietej x wywoluje
blad rzednej y okoto 1 mm. Poniewaz spéiczynniki réwnan (10) i (11)
. sa liczbami wielocyfrowemi, przeto wskazanem jest rozwiazywanie
tych réwnan metoda trygonometryczna i uzycie tablic wielocyfrowych
np. 10-cyfrowych.

Poniewaz tablice wydane przez Komitet miedzynarodowy nie za-
wieraja sp6irzednych dla posrednich réwnoleznikéw np. dla ¢ =1°, 2°, 3°
lub dla ©® =53, 54°, 55° a obliczenie tych spéirzednych jest bardzo
uciazliwe, przeto musimy tu wyrazi¢ watpliwos¢, czy ktokolwiek dotych-
czas uzyl do konstrukcji mapy tych scisle wyliczonych spéirzednych.
Natomiast stwierdzamy, ze sami tworcy projekcji Mapy Miedzynaro-
dowej: A. Hinks i C. Lallemand proponuja wykreslanie posrednich
réwnoleznikéw wedlug zupelnie odmiennych zasad, odbiegajacych od
uchwat Komitetu Miedzynarodowego. I tak Hinks dzieli po prostu
wszystkie potudniki na réwne czesci, aby uzyskac¢ obrazy réwnolez-
nikéw lezacych w réwnych odstepach stopniowych na elipsoidzie. Linje
laczace odpowiadajace sobie punkty podzialu na poszczegélnych potud-
nikach tworza wtedy na mapie nie kota, jak tego zadaja uchwaly
Komitetu Miedzynarodowego, lecz epicykloidy skrécone lub cykloidy
wydluzone, jak to w dalszym ciagu okazemy. Takie uproszczenie kon-
strukcji a zarazem definicji rzutu Miedzynarodowego bedziemy nazy-
wali modyfikacja Hinksa.

Modyfikacje bardziej zblizona do wlasciwego rzutu uchwalonego
przez Komitet otrzymamy, dzielac poludniki na czeéci nieréwne, lecz
proporcjonalne do odpowiednich tukéw elipsy. Wtedy réwniez otrzy-
mujemy zamiast kol bardzo do nich zblizone eoicykloidy i cykloidy
skrécone lub wydluzone. Te modyfikacje bede nazywal: podziatem
poludnikéw na czesci proporcjonalne do tukoéow.

Lallemand zatrzymuje kolowe réwnolezniki, wyznacza je jednak
inaczej, anizeli tego zadaja uchwaly Komitetu, a mianowicie dzieli
obrazy s$rodkowego poludnika i dwéch skrajnych na czesci réwne,
a kola wyznaczone przez kazda tréjke odpowiednich punktéw uwaza
za obrazy réwnoleznikéw. Modyfikacja ta nie upraszcza jednak kon-
strukcji, bo promienie tych kél sa olbrzymie, np. dla sekcji réwnikowej
przekraczaja 91 m. Trzeba wiec koniecznie oblicza¢ spélrzedne, co
prowadzi do wzoréw jeszcze zawilszych anizeli (10) i (11). Dlatego to
w dalszym ciagu nie bedziemy sie zajmowali ta modyfikacja Lalle-
manda, natomiast oméwimy modyfikacje Hinksa i druga powyzej wy-
mieniona, ktére prowadza do latwych wzoré6w matematycznych i sa
niewatpliwie stosowane przez wszystkich wykonawcéw Mapy Miedzy-
narodowej.

3. Rzut Miedzynarodowy z modyfikacjq Hinksa.

Skrajne réwnoleznikf i poludniki pozostawiamy te same, jak
w wlasciwym Rzucie Miedzynarodowym. Natomiast pozostate réwnolez-

niki otrzymujemy dzielac kazdy poludnik na czesci proporcjonalne do |
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katowych odstepéw kazdego réwnoleznika od réwnoleznikéw skraj-
nych. Chcac wiec w sekcji od ¢; do ¢, znalezé obraz réwnoleznika ¢
nalezy podzieli¢ odcinek kazdego poludnika (zawarty miedzy skrajnemi
réwnoleznikami mapy) w stosunku:

(12) AT, s, o

P2 =00
Obraz x, y dowolnego punktu elipsoidy, danego za pomoca ¢ i [,
otrzymamy wiec dzielac odstep punktéow: (x,(1), y:(1)) i (x(l), y.(1))
w stosunku (p — ¢;) : (9, — ¢). Stad! na podstawie znanych wzoréw:

_ntmx . g tmy,
1-+m !1+m
otrzymujemy na spoéirzedne dowolnego punktu mapy proste, syme-
tryczne wzory:

l = &= x0) + (¢—9) 0
(13)
| o=

L e
(P2 —9) y:()) + (p—)y, (1)
) TR ]

Za x(1), x,(1), y(l) i y,(I) nalezy podstawié¢ te same wartosci (8), kto-
rych uzywalismy w wlasciwym rzucie Migdzynarodowym. Rachunkowo
przedstawia si¢ sprawa bardzo prosto: trzeba tylko podzieli¢ na réwne
czesci réznice odpowiednich spélrzednych wzietych z tablicy II. W ten
spos6b otrzymujemy tablice V i VI, zawierajace spoélrzedne rzutu
Miedzynarodowego z modyfikacja Hinksa. Poréwnujac je z tablicami
IIl i IV spostrzegamy zadziwiajaca zgodnos$¢ zwlaszcza dla sekcji row-
nikowej: odpowiadajace sobie wartosci nie r6znia si¢ tam nigdzie
wiecej, jak o 0002 mm.

Dla péinocnej sekcji Polski spostrzegamy juz wigksze odchylenia,
dochodzace do 0036 mm, co jednak oczywiscie przy praktycznej kon-
strukciji nie odgrywa zadnej roli

Tabl. V.

\ — 0 0
0 \{ 1° 2 3

111321 | 222643 | 333964
Hdel 0 0
111254 | 222’508 | 333762
110568 | 110°652
1111187 | 222:373 | 333’559
221034 | 2211135 | 221°304
1111119 | 222238 | 333357
331551 | 331°703 | 331956
111052 | 222104 | 333155
— 442 | 442068 | 4427270 | 442608

00

whe ke x e ox o ox
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Tabl. VI.

[
1°;2°§3°

| 68679 | 137345 | 205985
0472 1889 | 4'250
67108 | 134202 | 201271
| 111749 | 113151 | 115486
65537 | 131060 | 196'557
222565 | 223027 | 224'413 | 226721
0. 63965 | 127917 | 191842
1333848 | 334'304 | 335674 | 337°957

0 | 62394 | 124774 | 187128

y = 445130 | 445581 | 446936 | 449'192

I

J<:><?

[
fa ‘.
o=moloo

D
| 00
'w

O S S S

[ A

IR

Fakt, ze odchylenia sa tu wieksze anizeli w sekciji réwnikowej,
wynika stad, ze przy réwniku luki jednostopniowe poludnika wzrastaja
znacznie powolniej, anizeli w wyzszych szerokosciach geograficznych.
Tak np. w obrebie sekcji od 0° — 4° jednostopniowe tuki Wynosza
poczynajac od réwnika 110566, 110567, 110°568, 110’570, podczas gdy
w obrebie sekcji od 52° do 56° otrzymujemy kolejno tuki: 111278,
1117297, 111°316 i 111335. Poczatkowy potudnik dzieli sie przy mody-
fikacji Hinksa na czesci réwne, a w pierwotnym rzucie Miedzynaro-
dowym na czesci $ci§le proporcjonalne do lukéw. Juz sam ten fakt
wystarczy do wywolania odchylen 0036 w péinocnej sekcji polskiej.

nastepnym rozdziale oméwimy nowa modyfikacje, usuwajaca od-
chylenia, pochodzace z przyczyny, ktérasmy tu wlasnie oméwili.
kazdym razie musimy tu stwierdzi¢, ze modyfikacja Hinksa
upraszcza znacznie konstrukcje i rachunki a daje wyniki ,praktycznie
zgodne” z wlasciwym rzutem Miedzynarodowym, bo odchylenia 0036 mm
nie mozna uwydatnié¢ przy konstrukcji map. '

Dopiero stwierdzenie tego faktu uprawnia nas do zastapienia
wlasciwego rzutu Miedzynarodowego modyfikacja Hinksa, o ile chodzi
o konstrukcje praktyczna.

Zajmijmy sie jeszcze pokrétce zbadaniem, jakiemi linjami sa obrazy
réwnoleznikéw po wprowadzeniu modyfikacji Hinksa. Wezmy najpierw
pod uwage dowolna sekcje mapy, nie zawierajaca réwnika ani bieguna.
Obraz réwnoleznika 9 otrzymamy z wzoréw (13), uwazajac ¢ za liczbe
stala a ! za zmienna. Zbadajmy np. réwnoleznik srodkowy, to ¢ be-
dzie $rednia arytmetyczna liczb ¢, i ¢,, a zatem:

x =4 (x, + x)
y= 1@+ v)
czyli wyraznie wedlug wzoréw (8) i (7):
x == [N(p)) ctg ¢, sin(Ising,) -+ N(gs) ctg 9, sin(lsin )]

(14) B 4 5 r
= & [2N(,) ctg 9, sin* § (Isin ®1) + g+ 2M(%,) ctg @, sin® 4 (Isin ).

v
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Oznaczmy dla skrécenia stale liczby N (y,) ctg 9, i N(y,) ctgp, lite-
rami r;, i r,, to po latwej przerébce otrzymamy:

x = 4[r;sin(l sing,) + rysin(lsineg,)]
y — t(g+r +r)=— tlr cos(Ising,) + r,cos (Isin 9,) ]
sin @,
Oznaczmy [sing, litera £, a stala ﬁ s=3n4t0
[ x = trsint + Lrysinnt

(15) \ t(q+r+r)—y = trycost-{-ir,cosnt

Z postaci tych rownan tatwo odczyta¢, ze przedstawiaja one epicykloifiq
skrocona. Gdy sie zmienia [/, a zatem i £, to punkt (x,y) zak;es!a
epicykloide skrécona, powstala przez toczenie si¢ kola o promieniu

{2‘— % 5o kole o promieniu !21 (7 — %;1) ; érodek kola stalego
sin 2

lezy nacil2 osiag xéw w punkcie o spéirzednych ¢ =0, 1 = "z[’q.—}—irl—l»rzl.
Punkt zakreslajacy epicykloide skrécona lei_y w odlegiosm'g r; 7o
srodka kota ruchomego i dla £ =0 lezy na osi y5% pod $rodkiem kota
tuchomego (zatem w odleglosci 4 ¢ nad osia xt‘W).’W zupelnie Podobny
spos6b okazuje si¢, ze i inne réwnoleinllfl — précz obu skrajnych —
przedstawia sie na mapie jako epicykloidy skrécone. Tak np. dla
sekcji od ¢, = 52° do 9, = 56° jest:

Ty r(520) = 499376 mm, Ty = r(560) = 431225 mm, q — 44513 mm.

Wobec tego s$rodek kota nieruchomego lezy w punkc%e: &= g}
7 = 48756 mm a jego promien jest stosunkowo maly: 1238 mm; k_olo
toczace sie ma promien 2373’1 mm a punkt zakre'élala‘cy eplcyklmdq'
lezy w odleglosci 2156’1 mm od jego srodka, pod nim dla ¢ = 0, czyli
ponad osia x6w w odstepie 222°6 mm. _ . £

Dla sekcji rownikowej nalezy za x;(I) i A (3} obra% wartosci
z wzoréw (1). Wtedy dla srodkowego réwnoleznika ¢ = 2° otrzymu-
jemy jako jego obraz linj¢ przedstawiona réwnaniami:

x = 4% [al + rysin (Ising,)]
y = % lg -+ ry — rycos (Ising,)].

Kladac tu Ising; = ¢, otrzymujemy:

(16) l

. - a rs
——— : iz : — cos t
2sin 9, Y= 2sin ©y ap 2

Te réwnania przedstawiaja cykloide wydluzona; powstaje ona przez

Tl pge a > 2 :
toczenie sie kota o promieniu Tiin us po prostej (od spodu) réwnoleglej

do osi xéw w odstepie - = -+ q_—i2—_r_2; punkt zakreslajacy te cykloide

2sin ¢, _
lezy w odstepie £ r, od srodka kola toczacego sie. Dla ¢ = 0 punkt
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5. Znieksztalcenia w zmodyfikowanym rzucie
Mapy Miedzynarodowej.

Znieksztalcenia wywolane projekcja Mapy Migdzynarodowej ba-
dano dotychczas jedynie za pomoca przyblizonych niescistych rozwazan.
Nie opierano si¢ przytem na wzorach okreslajacych to odwzorowanie
ani tez nie stosowano klasycznej teorji Tissota. Zobaczymy, ze teorje
te mozna zastosowaé zaréwno do oryginalnego rzutu Miedzynarodo-
wego, jak i do obydwu oméwionych powyzej modyfikacyj.

Dla jasnosci zestawimy tu najwazniejsze wzory Tissota w zasto-
sowaniu do elipsoidy obrotowej. Jezeli rownanie elipsoidy obrotowej
przedstawimy w formie parametrowej, uzywajac jako parametréw sze-
rokosci geograficznej ¢ i dlugosci geograficznej [ liczonej od dowolnego
poludnika (np. od $rodkowego poludnika badanej sekcji mapy) to na
spOlrzedne prostokatne otrzymamy wzory:

; acosy sinl

VT —e sin®o

acosy cosl

(T =

: Element tuku dowolnej linji krzywej lezacej na elipsoidzie wy-
razi si¢ wzorem:

(20)

czyli: ds* = R*(¢) dy® + p*(y) dI?

gdzie R(y) oznacza promieri krzywizny elipsy a p (%) promief réwno-
leznika ¢.

Wprowadimy na spélczynniki przy d¢?, dl.d¢, dI* uzywane
zwykle w teorji powierzchni skrécenia: E, F, G. A wiec:

{EZWM
G = p*(9).

Oczywiscie w naszym przypadku F = 0.

Jezeli te elipsoide odwzorowujemy na plaszczyzne przy pomocy
dwoéch funkeyj x(9,1), y(9,0), to réwnanie tej plaszczyzny przy uzyciu
tych samych parametréw ¢ i [ co przy elipsoidzie przedstawi sie
w postaci:

(20a)

x = x(¢,0)
(21) y =yl
z=20
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Stad otrzymujemy na element luku dowolnej linji lezacej na tej
plaszczyznie wyrazenie:

(22) ds® — E'dy® 1 2F'dp.dl 1+ G'dI?
przyczem E’, F', G' oznaczaja:

l e X‘P2+y92
(23) ] F'= x4,
G' = x12+y12

a X, Yo X i y; sa to czastkowe pochodne funkcyj x (¢, D iy(el)

wedlug zmiennych ¢ lub L Stosunek wydluzenia wzdluz poludnikéw
przedstawia si¢ wzorem:

(24) h = ]/E

: ds’' ' ;
kt6éry otrzymujemy ze stosunku - d:: kltadac | = const.; podobnie na

stosunek wydluzenia wzdluz réwnoleznikéw otrzymuje sig:

L
(25) k= l/ .

Kat prosty zawarty miedzy polydnikiem a réwnoleznikiem na elipsoi-
idzie zamienia sie w ogblnoéci na kat inny, nazwijmy go ¥ i na ten
kat otrzymujemy wzoér:

: :
(26) sin g 'l/iE;'fo’
Wielkoséci 2 i k nie daja jednak w ogélnosci maksymalnego i mini-
malnego znieksztalcenia dlugosci. Maksymalny i minimalny stosunek
wydluzenia, nazwijmy je a i b, sa zwiazane z wielkoéciami 2 i k za

pomoca Wzorow:
2+Zz = h*-}- k2
7 iy
27 | b = h.kisins

Maksymalne znieksztalcenie katéw oblicza sie¢ nastepnie z wzoru:

a—

: b

i réwna sie 2©, Wielkosci a i b sa poléwkami osi elipsy wyznacza-
jacej (Tissota), a & i k potéwkami $rednic sprzezonych.

Zastosujmy te ogélna teorje najpierw do modyfikacji Hinksa, przy
ktérej wzory na spbirzedne x i y sa bardzo proste (wzory (13) na

2*
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str. 13). Pochodne czastkowe Xo1 Yor X3 Y oblicza sie tu bardzo latwo.
Tworzac x?+y ?2, i t. d. otrzymamy wedlug wzoréw (23):
gl (fzij x)? + (ys _.‘11),2
(‘Fz $y cF’l)2
C'— (‘Pz—‘P)E(xi2+yi2)+(‘P—<F1)2(X'22+yé2)"+—2 (Pa—P)(P—P)(x1xe1+Y1Ys
(P2 —)?
§ 2 A (fz“?) [xi(xs—x) + 1 (g2 !(]1)] =+ ((F;—%) x5 (xa—x1) + 95 (g9l
Ps— 1)

Pochodne x} xi yi y» — wedlug zmiennej | — oblicza sie z fatwoscia
z wzorow (8) na str. 9 i otrzymuje si¢: i

x; = N(9,) ctg @, . cos (I sin ) . sin ¢ = N(%,) . cos ¢, cos (I sin ;)

Ale iloczyn N(gol)'cos ¢, przedstawia promiefi réwnoleznika ¥,; nazwa-
lismy go p (%), wigc:

(a) x; = p(9,) cos (I sin ;)
Podobnie okazuje si¢, ze:

(b) g1 = p(¢,) sin(lsin¢,)
i analogicznie dla xj, y;. Wobec tego xi? 4 yi?=p%9), x1 X+ yi1ys=
p (99 p (py). cos [(sinp, — sinp,)l]. Licznik wyrazenia E' przedstawia od-
leglos¢ dwoéch punktéow lezacych na obrazie tego samego potudnika [,

na skrajnych réwnoleznikach; nazwijmy te odleglos¢ d(l). Z wzoréow
(29), (20a), (24), (25) i (26) otrzymujemy na znieksztalcenia h, k i na

kat ¥ wartosci:
h =) ]/E’ Pl e oy
E (P.—%1) R(%)
7/

k:l/I: 7R = ©,—©)202(®p w—w0.)202(w.)-1-2(w.,— o
G o(@) g T DPEIHE 9P 2(5—9) (9—%1)

p (91) P (o) cos [(sin 9, —sinp,) . []
i S __77(592""?) [xj(ff ey 1);'[}1 1y 2 Y )ltg“f1) B;(_xzjl)i
d(l) . V(@) %) H(7—9) 0*(92) - 2(2—9) (1) £ (%) £ (%)
LG/ 7Y)
cos [ (sin g, — sin ¢,)]

We wzorze na sind mozna tez wszystko wyrazié wprost w zaleznosci
od ¢ i l,‘podstaw1ala‘c za x,, xi,... wartoici z wzoré6w (8) na str. 9
i z wzoréw (a), (b). We wzorze na h nalezy uzywa¢ dla kata ¢; i ¢,
miary lukowej, co tez wyraznie zaznaczylismy piszac ¢; i 9»; W po-
zostalych wzorach mozna uzywaé dla katéw dowolnej miary.

A. LOMNICKI — MATEM. ANALIZA PROJEKCJI MAPY MIEDZYNARODOWEJ 21

Wartoéci obliczone z tych wzoréw dla sekcji réwnikowe”i zesta-
wiliémy w tabelkach IX a, b, c. Ograniczylismy si¢ tu do se_kcu réwni-
kowej, poniewaz w niej wstepuja najwicksze znieksztalcenia. Tabelka
IX a podaje nie sam stosunek wydluzenia %, lecz tak zwane wyglh'x’-
zenie wzgledne, t j. stosunek (A—1):1, wyrazone ,pro mille”;
sa to wiec wartoéci wyrazenia: 1000 (h—l].'Podobme tabelka IX_b po-
daje nie samo k lecz 1000 (k—1). Wreszcie tabe,lka IX ¢ podaje nie
kat ¥, lecz jego odchylenie od 90°, t. j. warto§¢ ¥'=90°—%.

Tabl IX ¢ (h)

30

S | 4 e \ |
\\ l 00 } 10 l‘ 2() }
e oW T AR . i L 4 e G
0° | — 0593 | — 0435 | + 0018 | + 0788
(10 | — 0596 | — 0438 | + 0015 | 0785

30 | — 0621 | — 0463 | — O'OIQ“‘" 3
T*_* 0'643 R A ekl

Tabl. IX b (k)

10| — 0454 — 0454 | — 0454

2 | — 0605 | — 0605 | — 0606 |
3% | — 0454 ‘ — 0454 | — 0455 |
R A R R
Tabl. IX ¢ (%)
| |
bei i, 2
— 210" | — 415" |
205 S BV Bl
| — 18 | — 210 |
=05 | — 04 |
S ose | + 22 |

P R

Widzimy z tych tabelek, ze wydluzenie wzgledne osiaga dla sekcii
réwnikowej w kierunku potudnikéw wartos¢ 0788%,,, a w kierunku
réwnoleznikéw —0°606°/,, (skérczenie!), zmiana za$§ kata prostego
utworzonego przez poludniki i réwnolezniki dochodzi do 6'20”.
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Poniewaz kat zawarty miedzy obrazem poludnik

l.rownoleir-uka} tak malo sie¢ r6zni od kata prosteg(?, zdawaf:’lb;1 sizbrlx-l%zg?:)n
ze wgdluzzx{ua h i k bardzo nieznacznie si¢ réznia od maksymal-'
nych wydluzen a i b, ktéore — w mysl teorji Tiss —
w dwoch prostopadlych do siebie kinunkacl]x, bedgzz;ch giil:z)grﬁ
takze prostoPadlych do siebie kierunkéw. Tymczasem rachunek —
wed%_ug wzoréw (27) — prowadzi nas tu do zgola odmiennego, nieo-
‘czgklwanego rgzgltatu. Oto maksymalne wydluzenie wzgledne, t.j. a—7
osiaga w naroznikach mapy wartosci prawie dwa razy wieks’ze' e'mizeli
wydluzenie wzgledne h—/ zachodzace wzdluz potudnikéw a miano-
wicie wartosci: 17395, i 1'347°/,,. Kierunek, w ktérym z:achodzi to
maksyr_nalne wydiuieme jest silnie odchylony od kierunku skrajnego
potudnika, a mianowicie o kat u = 26°55'47” obliczony z wzoru

o B
J 5 R

Wartosci a— 7, 5—1, wyrazo PR :
ol Y4 e o Uy

|+ 017 | 4063 | + 140

28 | + 018 | :

§+0'01
|+ 012 | + 091 |

Tabl. Xb (})

2 |
e | el
| — 061 |
| — o1 |

— 062 | — 06

2062 | — o6t |

1 . t 2
1887, S)trZC;l; np, Tissot—Hammer: Die Netzentwiirfe geographischer Karten. Stuttgart.
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Tabl. Xc (2(1))

T

B el 2

e | ewr

O R e o 7ol R |
0'33”

1 26 | 445
0587 | 23| S

v | ar | ew

i
f
|
|

o | 71w |

Lallemand?) przeoczy! widocznie te okolicznos¢, ze maksymalne
wydluzenia moga si¢ tak znacznie r6zni¢ od wydluzen zachodzacych
w kierunku poludnikéw. Podal on liczby: '121770, 1-6]45 i 6, zblizone do
skrajnych wartosci A, k i ¥ zawartych w tabelkach IX i na tej pod-
stawie ocenial naukowa warto$é caltej projekcii.

Nasz rezultat obniza te ,naukowa” wartos¢ projekcii prawie dwu-
krotnie, otrzymalibyémy bowiem prawie dwa razy wieksza liczbe
1395%/,, jako prawdziwe, $cisle obliczone maksymalne wydluzenie
wzgledne. Jezeli jeszcze zwrécimy uwagg na to, ze w kierunku prosto-
padtym do kierunku dajacego @ zachodzi skurczenie w stosunku —0°61%/y,,
to widzimy, ze dwie wielkosci rowne na elipsoidzie przedstawiaja si¢
w tych kierunkach jako réine, a ich stosunek rézni sie od jednostki
o0 2%,,! Tak znaczne znieksztalcenie budzi watpliwosé, czy nalezy nadal
te projekcje zatrzymac, wobec innych, prostszych projekcyij, dajacych
kilkakrotnie mniejsze wydluzenia maksymalne.

Wyniki uzyskane przez nas dotychczas odnosza sig tylko do
uproszczonej projekcji mapy miedzynarodowej, a mianowicie do mo-
dyfikacji Hinksa. Maja one jednak znaczenie praktyczne, poniewaz
niewatpliwie wszyscy kartografowie postuguja si¢ ta modytfikacja przy
faktycznej konstrukcji mapy.

Okazuje sie jednak, ze nie osiagniemy lepszych wynikéw ani przez
zastosowanie modyfikacji wlaséciwszej, bardziej zblizonej do projekciji
uchwalonej przez Komitet Migdzynarodowy, ani tez trzymajac sig¢ ory-
ginalnego brzmienia instrukcji wydanej przez Komitet.

Zastosujmy w tym celu ogblna teorje znieksztalceri do rzutu okre-
stonego wzorami (18) na str. 16. W tym.celu trzeba obliczyé czastkowe
pochodne funkcyj x i y wedlug zmiennych ¢ i [. Pamietajac o tem,
ze pochodna luku s(9) jest promieri krzywizny R(p), otrzymujemy po
fatwych przerébkach na E' wzor:

R (¢) d (1)
ste )2

1) Sur les déformations résultant du mode de construction de la Carte internatio-
nale du monde au millioniéme. Comptes Rendus r. 1911 p. 559—567.

(31) B =
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Wzoréw na G’, F' nie bedzi i
a G, k edziemy tu wypisywali; réznia sie one bowi
ogtéo“cflpng(:odnt;:h :/szorow (29) tyltko tem, ze wszqdziaé zzlmiast (?c‘)’;zr(l:
2 e P2—9P1 wys j Oznic OW : P
s(9)—s(y1), 3_('1",2)—2’(%)- IR e R
odstawiajac te wartoéci we wzory (24), (25), (26), otrzymujemy

dla £ i sin? . ; .
e v wzory zupelnie podobne do wzoréw (30) a dla A otrzy-
a'(l

ste
¢

(32) h =

il 2(\)7)(/2(? ten )Efs[tﬁprq_strsz_y od odpowiedniego wzoru na A (wzér (30)
i w;)dizgi 1;8i dydugﬁc’jl rlgnksal ; okazuje sig, ze teraz stosunek wydlu-
2 wzd udnikéw nie zalezy wcale od szerokosci fi j
jest wigc jednakowy wzdiuz calego i g e g
: : poludnika, Wtasnosé t zna b
odrazu wywnioskowa¢ z samej definicii W S e
1 wnio z ] definicji naszego rzutu, dzieliliém -
wiem poludniki na czesci proporcjonalne do rzeezywistych luké\z. oy
czyiemrztye pztilrineci{css;tv;zorg (3(121) i o}c{lpowiednich wzoréw na k& i ¥ obli-
¢ e znie aicenia dla sekcji réwnikowej, okazalo sie jed
;Zw\;a}gcc)lslm “{< ;a«l‘}) slﬁ tl; t?jlé g)ardlzjg zblizone do oépowiednichemlzrtlézlc(i'
; elkach i c, ze roznice nie uwydatniaja si
if:g}(}:ze Vgi‘geect twgg(l)con_cowyc}tl cyfrach liczbhfiguruia,cych v?r’ tych ]t:za}lbfell(E
ch. nie powtarzamy tu tych tabelek. N i
tosci hesa teraz zasadniczo réz i ek i 34 A
res 1iczo rdzne, jakkolwiek i te réznice nie sa wielkie;
%Iartoscgll h sg tu rozmieszczone réwnomiernie, jak to widzimyatzv?aeble{ilii
» Podajacej 'wy_dhilzema wzgledne wzdluz poludnikéw wyrazon
w promille, t. j. liczby 1000 (A—7). f s

Tabl. XI.

l 0(’ 1(»

| 0° | — 0612 | — 0451 |
| 1° | — 0612 | — 0451
° | — 0612 | — 0451

3° | — 0612 | — 0451 |

* | — o612 | — 0451 |

(SRS

tosci @, b i 20 — z wzoréw (27) i (28), tak jak i
padku — otrzymuje si §ci rbéznis g o popl:zedmm ek
gk vz(?war;tlz_c}il w]dtabglk:?}ftg( ;1’ g’ozcr’uace si¢ bardzo nieznacznie od
‘ szysikie podane w tym ustepie wzory mozn zac i-
zone wzory obhczar{iav znieksztalcepr’l dla w},aéciweZo?Yl?éir;(fgylf)irng\?rg-
gsggi I1l-lzut_usz=11‘f>§ Mlguzynarodowei. Jaki jest ten stopien przyblizenia,
Bexl gl je n{a k dopiero wtedy, gdy zbadamy $cisle prawa znieksztalcer
ze dla wilasciwego rzutu Mapy Miedzynarodowej. Do tej kwestji
przystepujemy w nastepnym rozdziale. :
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6. Znieksztalcenia w (wlasciwym) rzucie Mapy
Miedzynarodowej.

Podalismy na str. 10 wzory (10) i (11) okreslajace w zupelnosci
prawo rzutu Mapy Miedzynarodowej écisle wedlug brzmienia instrukcji.
Spétrzedne x i y sa wprawdzie podane w tych wzorach w formie uwi-
klanej, jednakze mozemy obliczy¢ czastkowe pochodne x¢, Yo, X14 Y1 —
potrzebne do badania znieksztalceri — bez rozwiklywania tych réwnan,
co, jak juz wspomnielismy, prowadzitoby do bardzo rozwleklych wzoréw.
W tym celu trzeba zrézniczkowac czastkowo obydwie strony réwnan
(10)i (11) raz wedlug zmiennej ¢ a drugi raz wedlug zmiennej [ i z czte-
rech tak otrzymanych réwnan obliczy¢ x¢, Yo, X174 Uis Tak np. celem
obliczenia x, i Yo napiszmy réwnania (10) i (11) w postaci:

¢4y —2CE@y+DE =0
@ —5: D) O —x ) = c—xD) (GO —50)

gdzie dla skrocenia oznaczyliémy :
8st +N@)ctgy = C®
| 252 (357 + 2N ctgw) = D).

(33)

Rézniczkujac wszystko wedlug zmiennej ¢ otrzymujemy :
2xxy + 29y, + 2C' @y + D'(9) =0
Yo (x,—x,) = Xo (y:—y1)

Z drugiego réwnania obliczamy y, i wstawiamy w pierwsze, to z pierw-
szego réwnania otrzymuje sig:
2yC'(p) — D' (9)

o Ln: Ys—Y%
2x 4 2p 3 =20 WS =

' 2 2 yz‘—yl)zl 252 ,,,2y,,cl(?)._,D,l,(,@ SRR &
Bl = ti+ycp: l7+(x2*x‘ (ZXJ{_Z!]‘Z,E_‘% bt 2C(\0) Yo—Y

"t 1 X2 X3
a stad:

Xy

Wobec tego:

hzl/ L SRR A | R PR ‘/ JRT=2%
VR ) r— Y et £ XX
E R(®) R(.(2x+2y i;_,i“2 @ i) :
Podstawiajac tu wartosci za C(9) i za pochodne C'(qﬁ}, _D’(cg), ktére
sie latwo oblicza z wzoréw (33), tudziez mnozac licznik i mianownil
przez x,— x; dochodzimy ostatecznie do nastepujacego wzoru na obli-
czenie wydluzenia 2~ w kierunku poludnikéw :
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N ?
3 3 R 1— e’*sin® g 1
dO{ 2N + (y—357) (- tgp+ 152 2 )

tep [xte—x) + (y—25%) (s — 9] + N (9. — )

Chcac ten wzér stosowaé takze do réwnika, t. j. do ¥ = 0, nalezy
zastapi¢ ostatni ulamek w liczniku wyrazeniem:

(34 h=

P
et X

29  N@ +V/N'@) — 22y

otrzymanem z wzoru (10).
Nazwijmy mianownik wzoru (34): M (¢, [).
Wykonujac podobne obliczenie dla pochodnych x; i y; otrzymu-

jemy przy pomocy (25) nastepujacy wzér na znieksztalcenie k< w kie-
runku réwnoleznikéw : ;

y—20s

(10a) =

2

_ =y (i—x) — (x—xy) (y5—y1) + (o—y1) 61 — (xs—x) 9}
B cos © M(cp,l)_ SRR T

przyczem x,, xi, Yi, Y5 oznaczaja pochodne funkcyj okreslonych wzo-
rami (8) wedlug zmiennej /. Tak np.

xj = N(p)) ctg ¢, . cos(Isinp,) . sing, = p(9,) cos (Isinp,)

i podobnie inne pochodne.

Celem obliczenia kata V% zawartego miedzy obrazem poludnika
a réownoleznika nie trzeba tu siega¢ do ogodlnej teorji Tissota; znamy
bowiem spadek kazdej prostej przedstawiajacej poludnik:

tga =

a spadek stycznej do kola przedstawiajacego réwnoleznik znajdujemy
z latwoscia przy pomocy prostej laczacej dany punkt P (x, y) z $rod-

kiem odpowiedniego kota réwnoleznikowego: S (0, 8s; + N(9)ctg ‘P)-

kW ter\(x} spos6b otrzymujemy nastepujacy wzér stuzacy do wyznaczenia
ata v:

oo E— 9= (4850 Ca— 2] g9t —x) NGR)

36 il S
B o Mz, Ty

Przy pomocy tych do$¢ zawilych wzoréow (34), (35) i (36) mozna
obliczaé znieksztalcenia dla wszystkich punktéw, ktérych spéirzedne
sa podane. Rachunki s3 wprawdzie bardzo mozolne, nie nastreczaja
jednak zadnych zasadniczych trudnoéci. Uzywajac liczb zawartych
w tabl. Il obliczylimy te znieksztalcenia dla wszystkich punktéw
wezlowych w odstepach jednostopniowych w sekcji réwnikowej i ze-
stawiliémy je w tabl. XII a, b, c.

Tabl. XII a (h)

YA e
| o0 [— 0612 | — 0459 | + 0002 | -
o~ veiz | — o9 -+ 0w

0612 | — 0459 |

Tabl. XII b (k)

=

‘ b - \)
10 | — 0454 \ — 0454 | — 0454
20 | — 0605 | — 0605 | — 0606

| 30 | — 0454 | — 0454 ew 0455

T

Tabl. XII ¢ («“f’_))
T a1 i | el

N e e RS
o | Fov |—ov [—or
" ‘ 4
0

N A L

+ 41 6

Tabelki XIla i XIIb zawieraja nie same stosunki wydluzenia A i k,

zeni Lo bl k—1 wyrazone W ,pro

lecz wydliuzenia wzg_lqdne ST
ille’ — 7000 (k—1). Tabelka c za sar
Il?llcle&" ltcin;élionoi?:q(}:‘}’ 2 190"__%,( Z tych liczb fatwo_ 11'xz_doclzloc_izl s;g
d?) v;yznaczenia osi elipsy Tissota, t. zn. _do 11czt;) at 11 lfo Iz)gstz(i)]:‘:v}\’rac’
maksymalny i minimalny stosuni»:k wyglltlx{ze?;? c;e;lizek:t gt e
tr. 19, Maksymalne zniekszial .ji2 ¢ 2
rv;fl?:ysitez’lr)la\ziqi);ie z wzoru (28) str. 19. Obliczone w ten sposo6b wiel

koéci @, b i 2 o zestawilismy w tabelkach XIIIa, XIIIb i XIIIc‘dla
® sekciji rownikowej:
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Tabl. XIIl a (a)

I
+ 061 | + 138
~fqm¢-+ww
— 000 | + 077
| 4+ 015 | + 092 |
T o6l | - 1737

Tabl. XII b (B)

£5; A
10 ‘ 2”
— 061 | — 061 | — 061
et e
| — 0%61 ’

Tabl. XIII ¢ (2o)

12 ‘ 20
> 'l S |
238 | 411 649"
13 231 | 515
F AT ey
18 ) e | e
41 | 648

|
|
|
|
|

o

S

Poréwnuj L s

ac te wartosc d =

Mapv Mj ; i, odnoszace sie do pra :

odn%};zaégiﬁygargdowe'& z warto$ciami zawartemi “173 taﬁiﬁﬁg& ar Zl:l o

zgodnose, W teQn 0 zm% Yflkowar_u_ago rzutu, spostrzegamy bardzo de b'c'

e bs;()iosq uza}sadmhémY wypowiedziane na str. 24 (;rat

Siio rr'lozna az azltne”zmekzztaicer’l wlasciwego rzutu Miédzyga:g-
i i v

uproszczonego rzutu. api¢ z dostatecznem przyblizeniem badaniem

szczegblnosci 5¢ j
g0lnosci zwrd6émy ‘raz jeszcze uwage na znieksztalcenia

maksym
ymalne, zachodzace w naroznikach map. Otrzymalismy przy "
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zastosowaniu $cistej teorji znieksztalcen a= 1°001381 jako maksymalne
znieksztalcenie w dolnym narozniku sekciji réwnikowej, to zn. wydiu-
senie wzgledne 1381°% 2 wiec warto§¢ prawie 2 razy wigksza o

liczby Tzl’lf) — 0700079 czyli 0"79°/s,, otrzymanej przez Lallemanda. Wy-
nik ten dowodzi, ze projekcja obrana przez Komitet Miedzynarodowy

jest bardzo niekorzystna pod wzgledem znieksztalcenn w poréwnaniu
z innemi bardzo prostemi rzutami, ktore okazuja cztery razy
mniejsze wydluzenie wzgledne, jak to np. stwierdzilem dla rzutu
stozkowego r6wnoodleglosciowego (De 'Isle’a), wiernopowierzchnio-
wego (Albersa) i wiernokatnego (Lamberta).

Rozwazania te wykraczaja jednak poza ramy tego artykutu, kté-
rego celem bylo ujecie prawa rzutu Mapy Miedzynarodowej i jego
modyfikacyj we wzory matematyczne i $cisle zbadanie znieksztalcen

wywolanych przez te metody rzutowania.

L’ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA PROJECTION DE

y

LA CARTE DU MONDE AU MILLIONIEME (Rl::SUMl:I).

L’objet de ce mémoire est la représentation de la loi de la projection
de la Carte Internationale du Monde par des formules mathématiques et
I'analyse précise des déformations de cette projection. La définition de la
projection discutée dérive des instructions renfermées dans les ,Resolutions
of the International Map Committee. London 1909".

D'aprés ma connaissance on n'a pas jusqu'a présent exprimé cette
définition en formules mathématiques, qui permettraient de calculer les
coordonnées de chaque point de la carte et de faire une analyse précise
de la projection. M. Lallemand se borne dans ses traveaux aux formules
approximatives et M. Hinks donne des formules seulement pour les deux
paralleles extrémes de chaque section; pour les points intermédiaires il
propose un mode simplifié de construction, lequel cependant n'est pas
d'accord avec la définition contenue dans les instructions officielles. Je
m’appuis sur les formules connues de la projection polyconique américaine
(form. (1) du texte) et j'introduis la modification, contenue dans les instructions,
au moyen de laquelle la longueur du méridien [ =2° de la carte devient
égale a la longueur de l'arc correspondant de l'ellipsoide terrestre. Dans
ce but il faut raccourcir l'image du méridien [ = ¥, contenu entre les
paralléles extrémes, d’une grandeur g, déterminée par la formule (4);
les ordonnées sur le méridien ] — 0° serons donc plus petites de la grandeur
8, donnée par la formule (7). Pour les coordonnées des points sur les
paralléles extrémes nous trouvons alors les~formules (8). Les coordonnées
d'un point quelconque de chacune des sections sont ensuite déterminées
par les formules (9) et (11) ou (10) et (11). Les méridiens sont représentés
par des droites et les paralléles par des cercles. A l'aide de ces formules
j'ai calculé les tables III et IV pour la section équatoriale (de p=0" a p=4")
et pour la section de ©=>52° a p—>56" qui comprend la partie septen-
trionale de la Pologne. Ces calculs sont assez pénibles et exigent 1'usage
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des tables de logarithmes a plusieurs chiffres. Je considére ensuite la
simplification de la construction proposée par M. Hinks. On divise les
secteurs, qui représentent les méridiens sur la carte, en parties égales
pour avoir les représentations des paralléles, qui ont des distances angu-
laires égales. Cette nouvelle modification s'exprime par les formules (13),
les fonctions x; (), x,(I), y; (1), y,(I) étant définies par les formules (8).
Les tables V et VI contiennent les coordonnées calculées a 1'aide de ces
formules, Les valeurs trouvées ne différent pas des valeurs contenues
dans les tables III i IV, que du dernier chiffre, c'est & dire de moins,
que de 001 mm; les deux projections sont donc pratiquement iden-
tiques. Je démontre, que cette projection donne pour les représentations
des paralléles non plus des cercles, mais des epicycloides et des cycloides;
par ex.: I'éqation du paralléle central devient (16) pour la section équatoriale
et (17) pour les autres sections. J'introduis ensdite une autre modification,
‘qui differe moins de la projection officielle, en divisant les méridiens de
la carte non plus en parties égales, mais en parties qui sont proportionnelles
aux arcs, comme dans la projection ordinaire polyconique. Les formules
de cette projection sont (18), le fonction s (¢) signifiant le longueur d'arc
du méridien, comptée de I'équateur. Les tables VII et VIII donnent les
coordonnées calculées pour cette nouvelle modification; ici encore les
différences entre les nombres obtenus pour la projection internationale
sont pratiquement négligeables.

Les chapitres suivants renferment 1'analyse des déformations de ces
trois projections a l'aide de la théorie classique de 7issof. Je commence
par la démonstration des formules des déformations pour la modification
de M. Hinks; les formules (30) donnent des déformations linéaires A et k
dans les diréctions des méridiens et des paralléles et l'angle ¥ formé par
le méridien et le parallele de la carte. Les tables IX a b et ¢ contiennent
les valeurs numériques (h—7).1000, (k—7).1000, c'est a dire les défor-
mations relatives (exprimées en promille) et % — 9 —90° pour la section
équatoriale. Les formules connues (27) et (2%) donnent ensuite des défor-

mations maxima et minima de la longueur et de I'angle: a, b et 20; a et b
sont les demi-axes de l'ellipse indicatrice de Tissof. Les tables X a, b, ¢

donnent ces valleurs relatives, c'est a dire (a—7). 1000, (56— 7). 1000
et 2ow. Les formules pour la seconde modification (voir la formule (32)
pour h) sont démontrées d'une maniére analogue. Je déduis enfin les for-
mules pour A, k, et ¥ pour la projection internationale officielle, sans
aticune modification supplémentaire. On trouve les formules (34), (35) et
(36) qui sont assez compliquées et conduisent 4 des calculs pénibles. Les
tables XII a b et ¢ contiennent les grandeurs (h— 7).1000, (k—7).1000
et 3'=39—90° calculées pour la section équatoriale. Les tables XIII a,

b et c enfin contiennent les déformations maxima: a, b et 2w.

M. Lallemand a trouvé par une méthode d'approximation le nombre
12170 = 071°/,, comme déformation maximum de la longueur. Nos tables
fournissent cependant le nombre 1'00138, c'est a dire 1°38°/,,, pour la
déformation relative maximum, un nombre, qui est presque deux fois plus
grand! On peut démontrer (v. mon mémoire: ,International Map Pro-
jection 1/M.” Przeglad Kartograficzny 1927 Lwéw) que 1'on peut choisir
les projections coniques ordinaires, sans aucune modification, d’'une telle
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maniére, que la déformation maximum pour la carte f)iu Monde au n:illho-
niéme devient quatre fois plus faible notamment 0°33°/4, - On' voit 01t1c,
que la projection choisie par le Comité International est moins avanta-
geuse que les projections coniques ordxpalres, et dont la <-:onstru.ct10n ainsi
que les calculs numériques sont plus s1mples. Il apparait aussi, que tcei
projections sont pratiquement identiques avec la projection in ((air
nationale, si 'on se borne a une section de la carte. Lassembl'age' e
quelques sections dans un plan est plus avantageux pour les pro;fctlons
coniques parce qu'il offre des lacunes moins étendues, que dans la pro-

jection internationale.







